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Vorwort 


Als  der  Verfasser  die  Bearbeitung  der  ,, Theorie  der 
Kegelschnitte,  gestützt  auf  projektivische  Eigen- 
schaften^' (Jacob  Steiner's  Vorlesungen  über  synthe- 
tische Geometrie,  IL  Teil,  zweite  Auflage,  B.  G.  Teubner 
Leipzig  1876)  beendigt  hatte,  sah  er  sich  der  grofseren  Auf- 
gabe gegenüber,  die  Eigenschaften  der  einfachsten  räum- 
lichen Erzeugnisse  projektivischer  Gebilde  d.  i.  der  Flächen 
2.  0.  und  der  Baumkurven  3.  0.  gleicherweise  in  einer 
einheitlichen  und  möglichst  vollständigen  Darstellung  zu- 
sammenzufassen, um  den  von  J.  Steiner  in  seinem  Haupt- 
werke: „Systematische  Entwickelung  der  Abhängig- 
keit geometrischer  Gestalten  von  einander^'  (Berlin 
1832)  vorgezeichneten  Plan  weiter  auszuführen. 

Hierbei  standen  dem  Verfasser  weder  Ausarbeitungen 
Steiner'scher  Vorlesungen,  die,  wenn  überhaupt,  wohl  nur  in 
sehr  früher  Zeit  über  diese  Gegenstände  gehalten  worden  sind, 
noch  hinterlassene  Manuskripte  zu  Gebote,  mit  Ausnahme 
derjenigen,  welche  C.  F.  Geiser  in  dem  Borchardt'schen 
Journal,  Bd.  68,  S.  191,  veröffentlicht  hat.  Dagegen  ist  in  der 
„systematischen  Entwickelung '^  selbst  die  Grundlage  für  die 
Behandlung  der  geradlinigen  Flächen  2.  0.  (d.  h.  derjenigen, 
deren  Erümmungsmais  Null  oder  negativ  ist :  Eegel ,  einfaches 
Hyperboloid ,  hyperbolisches  Paraboloid)  gegeben.  Die  Erzeu- 
gung der  nicht-geradlinigen  Flächen  2.  0.  (d.  h.  derjenigen 
mit  positivem  Erümmungsraals:  Ellipsoid,  zweischaliges  Hy- 
perboloid, elliptisches  Paraboloid)  und  der  Baumkurve  3.  0. 
vermittelst  projektivischer  Gebilde  zweiter  Stufe  hat  J.  Seide- 
witz, den  Spuren  Steiner's  folgend,  auseinandergesetzt 
(Grunert's  Archiv  f.  Math,  und  Phys.  Bd.  VII,  VUI,  IX,  X), 
nachdem  schon  früher  Moebius  in  seinem  „barycentri- 
schen  Calcul^'  und  Chasles  in  seinem  „Aper9u  histo- 
rique'^  auf  die  Baumkurven  3.  0.  hingewiesen  hatten. 


VI  Vorwort. 

Wahrend  die  Flächen  2.  0.  seit  langer  Zeit  der  Gegen- 
stand analytischer  Dntersuclbungen  gewesen  und  in  ihren 
hauptsächlichsten  Eigenschaften  erforscht  waren^  verdanken 
wir  die  genauere  Bekanntschaft  mit  den  Raumkurven  3.  0. 
dem  um  die  Entwickelung  der  synthetischen  Geometrie  so 
hochverdienten  Forscher  Chasles,  welcher  in  den  Comptes 
rendus  von  1857  ihre  Erzeugung  durch  projektivische  Ebenen- 
büschel und  eine  grofse  Anzahl  ihrer  wesentlichsten  Eigen- 
schaften ohne  Beweis  mitteilte.  Nachdem  hierdurch  die 
Aufmerksamkeit  der  Geometer  auf  diese  merkwürdigen  doppelt- 
gekrümmten Linien^  welche  eine  grofse  Analogie  mit  den 
Kegelschnitten  in  der  Ebene  erkennen  lassen,  hingelenkt  war, 
wurden  dieselben  der  Gegenstand  mehrfacher  Untersuchungen, 
unter  welchen  vornehmlich  diejenigen  von  L.Cremona  (Bor- 
chardt's  Journal  Bd.  58,  60,  63)  zu  neuen  Eigenschaften 
führten.  Chasles  war  es  auch,  der  in  den  Noten  zu  seinem 
Aper9u  historique  diejenigen  Eigenschaften  der  Flächen 
2.  0.  vollständig  aufgedeckt  hat,  welche  den  Brennpunkts- 
eigenschaften der  Kegelschnitte  analog  sind,  obwohl  Stei- 
ner in  seiner  ersten  Abhandlung  in  Crelle's  Journal 
(„Einige  geometrische  Sätze^^  Bd.  I,  S.  38)  von  einem  etwas 
verschiedenen  Gesichtspunkte  aus  schon  die  „Fokalkegel- 
schnitte'' der  Fläche  2.  0.  andeutete. 

Den  allgemeinsten  Standpunkt  für  die  Betrachtung  der 
Fläche  2.  O.  mit  Einschlufs  derjenigen,  welche  ganz  ima- 
ginär ist,  gewann  v.  Stand t  in  dem  „raumlichen  Polar- 
system'' (Geometrie  der  Lage,  1847  und  Beitrage  zur  Geometrie 
der  Lage,  1856 — 1857)  und  kam  auf  denselben  auch  in  seiner 
letzten  Schrift:  „Von  den  reellen  und  ims^nären  Halb- 
messern der  Kurven  und  Flächen  2.  0,"  (Nürnberg  1867) 
wieder  zurück. 

Den  von  der  ältesten  bis  zur  neuesten  Zeit  aufgesammelten 
reichen  Schatz  von  Sätzen  und  Eigenschaften  der  Flächen 
2.  O.  und  der  Raumkurven  3.  0.  nach  Steiner's  Prinzipien 
einheitlich  zu  ordnen,  ihren  naturgemäfsen  Zusammenhang 
darzulegen  nnd  sie  mit  den  einfachsten  Mitteln  abzuleiten 
war  das  Bestreben  des  Verfassers;  er  würde  dabei  auf  Voll- 
ständigkeit der  Resultate  Verzicht  leisten,  wenn  es  ihm  ge- 
lungen wäre,  die  Quellen  aufzudecken  und  klarzulegen,  aus 
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denen  die  wesentlichsten  sowohl  deskriptiven,  als  auch  metri- 
schen Eigenschaften  dieser  raumlichen  Figuren  entspringen; 
denn  ^^wenn  jemand  alle  bis  jetzt  bekannt  gewordenen  Sätze 
und  Aufgaben  nach  den  bisher  üblichen  Vorschriften  zu  be- 
weisen und  zu  lösen  sich  Yomehmen  wollte,  so  wäre  dazu 
viel  Zeit  und  Mühe  notwendig,  und  am  Ende  hätte  man  doch 
nur  eine  Sammlung  von  aus  einander  liegenden,  wenn  auch 
sehr  scharfsinnigen  Kunststücken,  aber  kein  organisch  zu- 
sammenhängenaes  Ganze  zustande  gebracht'^  (Syst.  j^ntw.). 

Von  gleichen  Gesichtspunkten  gehen  zwei  gröfsere  Werke 
aus,  durch  welche  die  Literatur  der  synthetischen  Geometrie 
in  neuerer  Zeit  bereichert  worden  ist,  erstens  die  „Prelimi- 
nari  di  una  teoria  geometrica  delle  superficie  di  L.  Cre- 
mona  (Bologna  1866),  dessen  berühmter  Verfasser  die  Eigen- 
schaften der  algebraischen  Oberßächen  beliebig  hoher  Ordnung 
und  Klasse  und  insbesondere  ihre  Polaritätsbeziehungen  zum 
Gegenstande  seiner  Untersuchungen  gemacht  hat^  und  dem- 
gemäfs  auf  die  besondere  Betrachtung  der  Flächen  2.  O.  nur 
kurz  eingehen  konnte,  und  zweitens:  „Die  Geometrie  der 
Lage^'  von  Th.  ßeye  (IL  Aufl.  Hannover  1877),  welches 
sich  in  vielen  Punkten  mit  dem  vorliegenden  Buche  berührt. 
Während  R eye 's  vortreffliches  Werk  sich  allgemeinere  Aus- 
gangspunkte gewählt  und  weitere  Grenzen  gesteckt  hat,  indem 
es  die  projektivischen  Gebilde  dritter  Stufe,  die  Strahlen- 
systeme und  -komplexe,  die  Fläche  3.  0.  und  das  Flächen- 
gebüsch in  den  Kreis  seiner  Betrachtung  zieht,  war  es  die  Ab- 
sicht des  Verfassers  vorliegenden  Buches,  auf  die  Erforschung 
der  wesentlichsten  Eigenschaften  der  beiden  einfachsten 
Erzeugnisse  projektivischer  Gebilde  im  Baume:  Der  Fläche 
2.  0.  und  der  Baumkurve  3.  0.  sich  zu  beschränken,  und 
auf  diesem  engeren  Gebiete  eingehender  und  mit  den  ein- 
fachsten lilitteln  zu  Werke  zu  gehen.  Die  Resultate  der 
Einzelforschung,  welche  sich  im  Laufe  der  Betrachtung  dar- 
boten, sind,  soweit  es  dem  Verfasser  bekannt  war,  auf  ihre 
Urheber  zurückgeführt  worden  (Magnus,  Hesse,  Dande- 
lin,  Salmon,  Joachimsthal,  Jacobi,  Mac-Gullagh, 
.Townsend,  Heilermann,  Geiser,  Sturm,  Lüroth, 
Beyer,  Vogt,  Reim,  H.  Müller,  Schonflies  u.  v.  a.). 

Der  Gang  der  Betrachtung  bot  sich. von  selbst  dar:  Im 
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ersten  Abschnitt  werden  die  Erzeugnisse  der  projek- 
tivischen  Gebilde  erster  Stufe  (gerade  Punktreihe ;  ebenes 
Strahlenbüschel,  Ebenenbüschel)  im  Baume^  nämlich  die  gerad- 
linigen Flächen  2.  0.  und  die  Raumkurve  3.  0.  behandelt, 
nachdem  das  Ebenenbüschel  als  neues  Grundgebilde  zu  den 
aus  der  Ebene  bekannten  beiden  Grundgebilden  hinzugenom- 
men und  eingeführt  ist.  Durchweg  konnte  sich  der  Verfasser 
auf  die  als  bekannt  vorausgesetzten  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte stützen  und  hat  sich  überall  auf  die  von  ihm  heraus- 
gegebene ^^Theorie  der  Kegelschnitte'^  (s.  o.)  bezogen. 
In  den  Mittelpunkt  der  Betrachtung  treten  naturgemäß  die 
Polareigenschaften,  und  diese  führen  zugleich  von  den  reellen 
Erzeugnissen  zu  erweiterten  Begriffen:  1)  Yom  Kegel  zum 
Polarbündel;  welches  dem  ebenen  Polarsystem  dual  gegen- 
übersteht; 2)  vom  einfachen  Hyperboloid  zum  räumlichen 
Polarsystem;  3)  von  der  Baumkurve  3.  0.  zum  Nullsystem. 
Das  räumliche  Polarsystem  stellt  sodann  die  Verbindung  her 
zwischen  der  geradlinigen  und  der  nicht-geradlinigen  Fläche 
2.  0.  und  führt  ungezwungen  auf  die  Konstruktion  dieser 
Fläche  durch  reziproke  Bündel.  Als  besondere  Fälle  treten 
das  bisher  weniger  eingehend  betrachtete  orthogonale  Hyper* 
boloid  und  das  gleichseitige  Hyperboloid  ^  sowie  der  ortho- 
gonale und  der  gleichseitige  Kegel  zu  dem  bekannteren 
gleichseitig-hyperbolischen  Paraboloid  hinzu,  welches  gewisse 
Eigenschaften  beider  besonderen  Hyperboloide  in  sich  ver- 
einigt. Von  der  Raumkurve  3.  0.,  die  als  Erzeugnis  dreier 
projektivischen  Ebenenbüschel  eingeführt  wird,  sind  die 
hauptsächlichsten  Eigenschaften  auf  möglichst  einfachem 
Wege  abgeleitet,  sowie  ihre  Identität  mit  dem  ihr  dual 
gegenüberstehenden  Gebilde ;  der  Raumkurve  dritter  Klasse 
nachgewiesen.  Ihre  Erzeugung  durch  projektivische  Gebilde 
erster  Stufe  erschien  als  der  einfachere  und  näher  liegende 
Ausgangspunkt  für  die  Ableitung  ihrer  Eigenschaften ,  ob- 
wohl manche  derselben  kürzer  aus  der  Erzeugung  durch 
kollineare  Bündel  sich  ergeben. . 

Im  zweiten  Abschnitt  werden  zuvörderst  die  vier 
Grundgebilde  zweiter  Stufe:  das  Strahlenbündel;  das  Ebenen- 
bündel; das  Punktfeld;  das  Strahlenfeld  eingeführt  und  die  pro- 
jektivische (kollineare  und  reziproke)  Beziehung  der  Elemente 
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derselben  aaf  einander  festgestellt,  wobei  sowohl  die  per- 
spektivische Lage,  als  auch  die  allgemeine  Konstruktion  ent- 
sprechender Elemente  vermittelst  projektinscher  Gebilde  erster 
Stufe  zu  Grunde  gelegt  wird.  Hierauf  werden  die  ausgezeich- 
neten Elemente  der  neuen  Gebilde  ermittelt  und  bei  zu- 
sammenliegenden Trägem  (oder  Mittelpunkten)  die  incidenten 
Elemente  aufgesucht.  Sodann  erscheint  die  Raumkurve  3.  0. 
als  Erzeugnis  zweier  kollinearen  Bündel  und  die  Fläche  2.  0. 
als  Erzeugnis  zweier  reziproken  Bündel ;  da  erstere  bereits  in 
dem  vorhergehenden  Abschnitt  ausführlich  behandelt  ist,  so 
wendet  sich  die  Betrachtung  nunmehr  ausschliefslicb  der  letz- 
teren zu;  sie  gelangt  von  der  Erzeugung  durch  reziproke 
Bündel  durch  eine  direkte  Konstruktion  zum  räumlichen 
Polarsystem  y  dessen  Kernfläche  jenes  Erzeugnis  ist,  und  da- 
durch ist  der  Kreis'  geschlossen ,  welcher  die  Verbindung 
zwischen  den  verschiedenen  Ausgangspunkten  herstellt.  Die 
Einteilung  der  Flächen  2.  0.  geschieht  nach  zwei  Prinzipien, 
einmal  nach  dem  Charakter  ihrer  Berührungsebenen  (hyper- 
bolische oder  elliptische),  und  zweitens  vermittelst  ihrer  un- 
endlich-entfernten Elemente. 

Von  den  allgemeinen  Eigenschaften  des  räumlichen  Polar- 
systems gelangt  man  zu  den  metrischen  Beziehungen  der 
konjugierten  Durchmesser  und  zu  den  Fokaleigenschaften, 
die  in  Verbindung  mit  den  Kreisschnitten  zu  der  Mac- 
Gullagh'schen  und  der  Jacobi'schen  Konstruktion  der 
Fläche  2.  0.  führen,  welche  sich  durch  ihre  grofse  Einfach- 
heit auszeichnen. 

Die  eingehend  untersuchten  Fokalkegelschnitte  erscheinen 
als  Grenzflächen  einer  Schar  von  konfokalen  Flächen  2.  0., 
die  nun  betrachtet  wird  und  zugleich  den  Übergang  bildet 
zu  den  Gebilden  2.  0.:  dem  Flächenbüschel  (erste  Stufe) 
und  dem  Flächenbündel  (zweite  Stufe)  und  zu  den  ihnen 
dual  gegenüberstehenden:  der  Flächenschar  und  dem  Flächen- 
gewebe. 

Hierdurch  werden  jedoch  so  umfangreiche  Forschungs- 
gebiete eröffiiet,  dafs  durch  eine  eingehende  und  erschöpfende 
Darstellung,  wie  sie  in  der  „Theorie  der  Kegelschnitte'^  dem 
Kegelschnittbüschel,  der  Kegelschnittschar  und  dem  Kegel- 
schnittnetz    zuteil   werden  konnte,  bei  weitem  der  zulässige 
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Umfang  dieses  Buches  überschritten  worden  wäre.  Es  sind 
daher  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  nur  die  allgemeinsten 
Eigenschaften  des  Flächenbüschels  und  des  Flächenbündels 
2.  0.  kurz  auseinandergesetzt,  und  eine  genauere  Erforschung 
dieser  höheren  Gebilde  ist  späterer  Zeit  vorbehalten.  Zu 
einer  solchen  gehört  denn  auch  eine  vollständige  Theorie 
der  Baumkurye  4.  0.,  sowohl  derjenigen  erster  Species,  welche 
als  der  Schnitt  zweier  Flächen  2.  0.  erscheint,  als  auch  der- 
jenigen zweiter  Species,  durch  die  nur  eine  einzige  Fläche 
2.  0:  gelegt  werden  kann,  deren  Erzeugende  aus  der  einen 
Begelschar  dieser  Baumkurre  in  je  einem,  aus  der  andern 
Begelschar  in  je  drei  Punkten  begegnen.  Die  Untersuchung 
des  Flächenbündels  aber  führt  unmittelbar  zu  einer  Theorie 
der  allgemeinen  Fläche  3.  0.,  wie  dies  Steiner  angegeben 
und  R.  Sturm  ausgeführt  hat.  Alle  diese  Untersuchungen 
blieben  vorläufig  ausgeschlossen. 

Von  den  durch  die  Untersuchung  gewonnenen  Resultaten 
sind  die  nach  dem  Prinzip  der  Reziprocität  ihnen  dual  gegen- 
überstehenden nur  selten  wiederholt  abgeleitet,  mitunter  blofs 
ausgesprochen  und  meistens  ganz  fortgelassen,  weil  die  Nach- 
bildung derselben  einmal  ohne  sachliche  Schwierigkeit  ist 
und  andererseits  als  zweckmäisige  Übung  betrachtet  werden 
kann,  im.  Buche  aber  nur  ermüden  würde. 

Was  die  Darstellung  anbetrifft,  so  teilt  der  Verfasser 
die  Ansicht  Steiner's:  „Stereometrische  Betrachtungen  sind 
nur  dann  richtig  aufgefafst,  wenn  sie  rein,  ohne  alle  Yer- 
sinnlichungsmittel ,  nur  durch  die  innere  Vorstellung  an- 
geschaut werden.  Wenigstens  ist  dieses  für  die  synthetische 
Betrachtungsweise  erforderlich  und  vorzugsweise  für  den- 
jenigen, der  darin  erfinderisch  zu  Werke  gehen  will;  denn 
nur  auf  diesem  Wege  kann  er  seinen  Gegenstand  selbst  ge- 
währen lassen,  kann  er  den  ganzen  Umfang  der  Eigenschaften 
einer  Figurenverbindung  in  allen  ihren  einzelnen  Fällen  und 
nach  allen  ihren  Grenzen  hin  leicht  und  richtig  durchschauen 
und  alle  diese  Fälle  zusammen  als  ein  in  einander  fliefsendes 
oder  aus  sich  selber  heraustretendes  Ganze  erkennen.  Wenn 
auch  im  Anfange  diese  freie  Vorstellung  einige  Mühe  macht, 
so  wird  man  doch  bald  eine  gewisse  Fertigkeit  dann  erlangen 
und  sich  dann  für  die  überstandene  Anstrengung  hinlänglich 
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entschädigt  finden.  Wer  bemüht  wäre,  durch  andere  Mittel 
diese  Anstrengung  zu  umgehen,  der  dürfte  nicht  wohltun, 
indem  er  das  Yorstellungsyermögen  anstatt  gesund,  kräftig 
und  lebensfähig  zu  machen,  dasselbe  yielmehr  in  dunkler 
schwerfiLUiger  Auffassung  erhalten  würde''. 

Ans  diesem  Grunde  sind  nur  wenige  und  nur  mit  den 
zum  Verständnis  notwendigsten  Lirffen  versehene  Figuren 
dem  Texte  einverleibt;  dagegen  erscheint  dem  Verfasser  eine 
nützliche  und  die  Darstellung  abkürzende  Unterstützung  der 
lebendigen  Anschauung  die  zweckmäfsig  gewählte  und  kon- 
sequent durchgeführte  Bezeichnung  der  geometrischen  Ele- 
mente und  der  mit  ihnen  vorzunehmenden  Operationen.  Dem- 
gemäfs  drücken  nach  Stein  er' s  Vorgang  durchweg  die 
deutschen  (kleinen  oder  grofsen)  Buchstaben  Punkte  aus  und 
zwar  die  Anfangsbuchstaben  des  Alphabets  a  b  c  .  .  .  Punkte, 
die  als  fest  angenommen  werden,  die  Endbuchstaben  j:\)  i .  .  , 
Punkte,  die  als  veränderlich  aufgefafst  werden.  Ebenso  drücken 
die  lateinischen  Buchstaben  ab  c  .  .  .  x  y  z  .  .  .  durchweg 
gerade  Linien,  die  griechischen  Buchstaben  a  ß  y  .  .  ,%rii  .  ,  . 
Ebenen  aus;  femer  bezeichnet,  wenn  die  Geraden  a  und  h 
sieh  trefiPen: 

(aft)  .  .  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  a  und  i 
[aft]  .  .  die  Verbindungsebene  der  beiden  Geraden  a  und  h 
|aj3| .  .  die  Schnittlinie  der  Ebenen  a  und  ß 
|a6|  . .  die  Verbindungslinie  der  Punkte  a  und  b 
[afcc]  .  .  die  Verbindungsebene  der  drei  Punkte  a  B  c 
(aßy)  .  .  den  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  a  ß  y 
[aa]  .  .  die  Ebene,  welche  den  Punkt  a  mit  der  Geraden  a 

verbindet, 
(aa)  .  .  den  Schnittpunkt  der  Geraden  a  und  der  Ebene  a 
u.  s.  f. 
Hiemach    lassen    sich    auch    zusammengesetztere    geo- 
metrische Konstruktionen  direkt  hinschreiben  und  übersicht- 
licher darstellen,  als  durch  eine  gezeichnete  Figur.     Femer 
werden    Punktreihen,    Strahlenbüschel,    Ebenenbüschel    am 
einfachsten  ausgedrückt  durch  Voranstellen  des  Trägers,  Mittel- 
punktes oder  der  Axe  und  Hinzufügung  der  Elemente  des 
Gebildes  in  Parenthese,  z.  B.  würde. 

?[abc .  .  }^ .  .] 
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ein  Ebenenbüschel  bezeichnen  ^  dessen  Axe  l  ist,  und  dessen 
Elemente  die  Ebenen  [la]  [li]  [Ic]  .  .[Ijß]  .  .,  durch  die  Punkte 
a  b  c  . .  }C . .  einer  geraden  Punktreihe  gelegt,  sind. 

Zur  Bezeichnung  der  Projektivitat  dient  das  von  y.  Stand  t 
eingeführte  und  allgemein  übliche  Zeichen:  J\  anstatt  der 
Gleichheit  der  Doppelverhältnisse.  Wo  Kurven  oder  Flächen 
zweiten  oder  höheren  Grades  auftreten  ^  also  Kegelschnitte, 
Hyperboloide  9  Raumkurven  u.  s.  w.  soll  allemal  ein  kleiner 
in  Parenthese  gesetzter  oberer  Index ,  welcher  den  Grad  oder 
die  Klasse  angiebt,  beigefügt  werden;  also  wird  z.  B.  ^('^ 
einen  Kegelschnitt;  $(^>  ein  Hyperboloid  oder  eine  Hyperbel 
je  nach  dem  Zusammenhange  ^  in  welchem  das  Zeichen  auf- 
tritt, ^<2)  eine  Parabel  oder  ein  Paraboloid,  C^  und  C<^) 
Raumkurven  dritter  und  vierter  Ordnung,  F^^  und  F^^  Flä- 
chen 2.  und  3.  0.  u.  s.  w.  bezeichnen.  Die  unendlich -ent- 
fernte Ebene  bezeichnet  s^,  irgend  einen  Punkt  oder  eine  Ge- 
rade in  derselben  p^  oder  V^^g"^,  den  unendlich -entfernten 
imaginären  Kreis  ^^>  u.  s.  w. 

So  möge  denn  dieses  Buch,  welches  den  vor  einem 
halben  Jahrhundert  von  Steiner  entworfenen  Plan  weiter 
auszuführen  versucht,  eine  ebenso  günstige  Aufnahme  und 
wohlwollende  Beurteilung  von  Seiten  der  Fachgenossen  er- 
fahren, wie  sie  der  „Theorie  der  .Kegelschnitte^*  zuteil  ge- 
worden ist;  mögen  die  Ergebnisse  mehrjähriger  Studien,  welche 
bisher  nur  in  Vorlesungen  an  der  hiesigen  Universität  den 
unmittelbaren  Schülern  geboten  wurden,  auch  der  übrigen 
studierenden  Jugend  Anleitung  und  Anregung  zu  selbständi- 
ger wissenschaftlicher  Forschung  auf  dem  Gebiete  der  syn- 
thetischen Geometrie  des  Raumes  gewähren. 

Schliefslich  bleibt  dem  Verfasser  noch  übrig,  seinen 
wissenschaftlichen  Freunden,  welche  ihm  bei  der  Korrektur 
des  Druckes  hilfreiche  Hand  geleistet  haben,  den  Herren  Gym- 
nasiallehrer Dr.  E.  Toeplitz  und  stud.  math.  L.  Bernert, 
sowie  dem  Herrn  Verleger  für  die  Ausstattung  des  Buches 
und  sein  freundliches  Entgegenkommen  den  verbindlichsten 
Dank  auszusprechen. 

Breslau,  im  April  1880. 

Schröter. 
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Erster  Abschnitt. 

Die  projektivischen  Gebilde  erster  Stufe  im  Ranme  nnd  ihre 

Erzeugnisse. 


§  1.    Das  Ebenenbüsohel. 

Zu  den  beiden  Grnndgebilden  der  synthetischen  Geometrie 
der  Ebene:  der  geraden  Punktreihe  und  dem  ebenen  Strahlen- 
büschel  tritt,  sobald  wir  das  Operationsfeld  der  Ebene  ver- 
lassen und  im  Räume  die  Ebene  selbst  als  neues  Grundelement 
hinzufügen,  ein  drittes  Grundgebilde  von  gleicher  Mächtigkeit 
mit  den  beiden  vorigen,  nämlich  von  einfacher  Unendlich- 
keit: Das  -Ebenenbüschel  d.  h.  die  Gesamtheit  aller 
!Ebenen,  welche  durch  eine  feste  Gerade  gehen;  diese  selbst 
heifst  die  Axe  des  Ebenenbüschels. 

Wir  können  das  Ebenenbüschel  auf  doppelte  Weise  ent- 
stehen lassen,  einmal  indem  wir  eine  feste  Gerade  a  (Axe) 
durch  Ebenen  verbinden  mit  den  Punkten  einer  geraden 
Ponktreihe: 

Z  (a  b  c .  .  .  j: .  .  .} , 

deren  Träger  l  der  Geraden  a  nicht  begegnet,  und  zweitens 
indem  wir  durch  irgend  einen  Punkt  %  im  Räume  uud  die 
Strahlen  eines  ebenen  Strahlbüschels: 

33  I  a  6  c  .  .  .  a? .  .  .  I , 

dessen  Ebene  nicht  durch  %  geht,  eine  Reihe  von  Ebenen 
legen,  welche  sämtlich  die  beiden  Punkte  $133>  also  ihre 
Verbindunglinie  als  Axe  gemeinschaftlich  haben. 

Hieraus  geht  hervor  die  gleiche  Mächtigkeit  des  Ebenen- 
buschels  mit  der  geraden  Punktreihe  und  dem  ebenen  Strahlen- 
büschel und  zugleich  die  Möglichkeit,  diese  drei  Grundgebilde 
unter  einander  in  projektivische  Beziehung  zu  setzen. 

ScBBöTSB,  Theor.  d.  Oberfl,  2.  Ordn.  «  1 


2  §  1-    Das  Ebenenbüschel. 

Wir  bezeichnen  fortan  die  Elemente  des  Ebenenbüschels 
(Ebenen)  durch 

a  /3  y  .  .  .  g  .  .  . 

und  verstehen  unter  dem  DoppeWerhältnis  von  vier  Ebenen 
eines  Ebenenbüschels: 

{aßyd) 

das  Doppelverhältnis  solcher  vier  Strahlen,  welche  irgend 
eine  zur  Axe  a  rechtv^inklig  gelegte  Ebene  aus  dem  Büschel 
ausschneidet;  die  Winkel  zwischen  solchen  vier  Strahlen  sind 
die  Neigungswinkel  der  durch  dieselben  gehenden  Ebenen 
und  das  Doppelverhältnis  wird  in  der  bekannten  Weise 
(Th.  d.  Kegelsch.  §  5)  aus  den  Sinus  dieser  Neigungswinkel 
zusammengesetzt. 

Es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  im  allgemeinen  eine 
Ebene,  welche  durch  ein  Ebenenbüschel  von  vier  Ebenen 
gelegt  wird,  als  Durchschnittsfigur  ein  Strahlenbüschel  enthält, 
dessen  Doppel  Verhältnis  immer  denselben  Wert  liefert;  denn  sei 
eine  beliebige  Transversalebene  r  und  eine  zur  Axe  a  recht- 
winklig gelegte  Ebene  a,  so  trifft  die  Schnittlinie  j^'^  t| 
die  vier  Ebenen  des  Büschels  in  vier  Punkten  einer  geraden 
Punktreihe,  welche  perspektivisch  liegt  sowohl  mit  den  vier 
Durchschnittsstrahlen  in  a  als  auch  mit  den  vier  Durch- 
schnittsstrahlen in  r,  folglich  haben  diese  beiden  Strahlenbüschel 
dasselbe  Doppelverhältnis,  mithin  ist  das  Doppelverhältnis 
der  vier  Ebenen  des  Büschels  gleich  demjenigen,  welches  in 
irgend  einer  Transversalebene  t  von  den  vier  Durchschnitts- 
strahlen gebildet  wird. 

Zugleich  erkennen  wir,  dafs  jede  beliebige  Gerade  l, 
welche  den  vier  Ebenen  aßyd  des  Büschels  in  vier  Punkten 
abcb  begegnet  eine  gerade  Punktreihe  von  vier  Punkten 
enthält,  deren  Doppelverhältnis  immer  denselben  Wert  hat, 
denn  wir  können  durch  l  eine  beliebige  Ebene  legen,  deren 
Durchschnittsfigur  mit  dem  Ebenenbüschel  ein  ebenes  Strahlen- 
büschel ist,  welches  den  konstanten  Wert  des  Doppel  Ver- 
hältnisses liefert. 

Irgend  zwei  ebene  Strahlenbüschel,  welche  in  demselben 
Ebenenbuschel  liegen,  sind  allemal  perspektivisch,  weil  ihre 
entsprechenden  Strahlen  sich   in  den  Punkten  einer  geraden 
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Punktreihe  treflFen,  deren  Trager  die  Durchschnittslinie  der 
beiden  Ebenen  der  Strahlenbüschel  ist. 

Dagegen  liegen  irgend  zwei  Panktreihen,  welche  in  dem- 
selben Ebenenbüschel  sich  befinden;  im  allgemeinen  nicht 
perspektivisch;  obwohl  sie  projektivisch  sind  wegen  der  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  .Ton  irgend  yier  entsprechenden 
Punktepaaren.  Vielmehr  liegen  sie  nur  dann  perspektivisch; 
wenn  sie  sich  im  Räume  treffen;  weil  dann  in  ihrem  Schnitt- 
punkte zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind;  ihr  Pro- 
jektionscentrum ist  der  Durchschnittspunkt  ihrer  Ebene  mit 
der  Axe  des  Ebenenbüschels. 

Unter  den  unendlich-vielen  ebenen  Strahlenbüscheln  und 
geraden  Punktreihen,  welche  aus  einem  gegebenen  Ebenen- 
büschel durch  beliebige  Ebenen  und  Gerade  herausgeschnitten 
werden  können  uud  die  nach  dem  Obigen  sämtlich  projek- 
tivisch sind;  giebt  es  einige  besondere,  die  noch  hervorgehoben 
werden  sollen. 

Projektivisch -gl ei  che  Strahlenbüschel  werden  aus  einem 
gegebenen  Ebenenbüschel  herausgeschnitten  durch  EbeneU; 
welche  zu  der   Axe  des  Ebenenbüschels  gleich  geneigt  sind. 

Ebenen,  die  parallel  laufen  der  Axe  des  EbenenbüschelS; 
die  also  durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der  Axe  gehen, 
werden  von  dem  Ebenenbüschel  in  Parallel  st  rahlen- 
büscheln  geschnitten. 

Da  projektivisch-ähnliche  Punktreihen  solche  sind; 
deren  unendlich- entfernte  Punkte  sich  entsprechen;  so  wer- 
den projektivisch-ähnliche  Punktreihen  durch  ein  gegebenes 
Ebenenbüschel  allemal  auf  zwei  Geraden  bestimmt,  welche 
einer  Ebene  des  Büschels  parallel  laufen,  alsO;  deren  unend- 
lich-entfernte Punkte  mit  dem  unendlich-entfernten  Punkte 
der  Axe  des  Büschels  auf  einer  Geraden  liegen. 

Aufserdem  werden  offenbar  zwei  parallele  Gerade,  d.  h. 
solche;  die  denselben  unendlich-entfernten  Punkt  haben,  in 
ähnlichen  Punktreihen  geschnitten. 

Projektivisch -gl  ei  che    Punktreihen    werden    durch    ein 

gegebenes   Ebenenbüschel    allemal    ausgeschnitten   auf   zwei 

Geraden'; 

a)  die  selbst  einander  parallel  sind  und  deren  Ebene  zu  der 

Axe  des  Ebenenbüschels  parallel  ist, 

1* 
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h)  die  selbst  einander  parallel  sind  und  deren  Ebene  die 
Axe  des  Ebenenbüschels  in  einem  Punkte  trifiFt,  welcher 
gleich  weit  Ton  beiden  absteht^ 

c)  die  in  einer  Ebene  liegen ,  welche  zur  Axe  des  Ebenen- 
büschels parallel  ist^  und  die  gleich  geneigt  sind  gegen 
eine  zur  Axe  Parallele  in  ihrer  Ebene, 

d)  die  gleichen  kürzesten  Abstand  von  der  Axe  des  Ebenen- 
büschels haben  und  deren  Richtungen  gleich  geneigt 
sind  zu  der  Richtung  der  Axe. 

Es  bleibt  noch  der  parabolische  Fall  zu  erwähnen 
übrig  (Theor.  d.  Kegelsch.  §  19),  wenn  die  Durchschnitts- 
ebene selbst  durch  die  Axe  des  Ebenenbüschels  geht;  und 
andererseits^  wenn  die  Durchschnittsgerade  die  Axe  des  Ebenen- 
büschels trifft. 

Geht  eine  Ebene  durch  die  Axe  des  Ebenenbüschels  hin- 
durch; so  fallen  sämtliche  Strahlen  des  Strahlenbüschels^ 
welches  im  allgemeinen  die  Durchscbnittsfigur  bildet,  in  einen 
einzigen  zusammen  (die  Axe  des  Ebenenbüschels)  und  die- 
jenige Ebene  des  Ebeneubüschels,  welche  mit  der  gegebenen 
zusammenfällt;  liefert  keinen  bestimmten  Durchschnittsstrahl, 
sondern  jede  beliebige  Gerade  in  den  beiden  zusammenfallen- 
den Ebenen  kann  als  ihre  Durchschnittslinie  angesehen  wer- 
den; so  dass  also  auch  der  Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels 
unbestimmt  wird. 

TrifiRi  eine  Gerade  l  die  Axe  a  des  Ebenenbüschels  selbst, 
so  konzentriert  sich  die  ganze  gerade  Punktreihe ;  welche  im 
allgemeinen  die  Durchschnittsfigur  bildet,  auf  einen  einzigen 
Punkt,  den  Schnittpunkt  (Ja);  und  durch  diesen  Punkt  selbst 
gehen  sämtliche  Ebenen  des  Büschels. 

Als  besonderer  Fall  eines  Ebenenbüschels  ist  noch  der- 
jenige hervorzuheben;  welcher  entsteht,  wenn  die  Axe  des- 
selben ganz  im  Unendlichen  liegt;  alsdann  besteht  das  Büschel 
aus  lauter  Parallelebenen;  alle  Durchschnittsebenen  liefern 
Parallelstrahlenbüschel;  alle  Geraden  werden  in  ähnlichen 
Punktreihen  geschnitten,  diejenigen;  welche  gleich  geneigt 
sind  zu  der  Stellung  der  Parallelebenen,  in  gleichen  Punkt- 
reihen. 
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§  2.    ProjektiviBohe  Beziehung  und  perspektivische  Lage. 

Die  Elemente  der  drei  Grundgebilde  können  paarweise 
in  projektivische  Beziehung  (gegenseitig  eindeutige  Abhängig- 
keit) gesetzt  werden  ebenso  im  Raume^  wie  früher  in  der 
Ebene  (Th.  d.  K.),  und  zwar  kann  ^  die  Projektivität  zweier 
Gebilde  auf  doppelte  Art  hergestellt  werden,  entweder 

1)  dadurch  dafs  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  von 
irgend  vier  Paaren  entsprechender  Elemente  der  beiden 
Gebilde  festgesetzt  wird  und  die  Übereinstimmung  des 
Richtungs-  resp.  Drehungssinnes  hinzutritt,  (Th.  d.  K. 
§  10),  oder 

2)  dadurch  dafs  die  perspektivische  Lage  der  Gebilde  die 
Beziehung  herstellt  und  nach  Aufhebung  der  perspektivi- 
schen Ls^e  die  Beziehung  festgehalten  wird. 

Die  projektivische  Beziehung  der  Gebilde  ist  unab- 
hängig davon,  ob  dieselben  in  einer  Ebene  oder  beliebig  im 
Räume  liegeud  aufgefafst  werden  und  läfst  sich  in  gleicher 
Weise  herstellen,  mögen  die  auf  einander  bezogenen  Elemente 
der  Gebilde  Punkte  einer  geraden  Punktreihe,  Strahlen  eines 
ebenen  Strahlenbüschels  oder  Ebenen  eines  Ebenenbüschels 
sein.  Es  sind  mithin  hinsichtlich  der  projekti vischen  Beziehung 
die  allgemeinen  Gesetze  und  Ergebnisse,  welche  früher  nur 
für  Punktreihe  und  Strahlenbüschel  in  der  Ebene  ermittelt 
wurden,  jetzt  auch  für  das  neue  Gebilde,  das  Ebenenbüschel, 
gültig,  und  brauchen  hier  nicht  besonders  wiederholt  zu 
werden. 

Hinsichtlich  der  perspektivischen  Lage  der  Gebilde  im 
Räume  ist  aber  Folgendes  zu  bemerken: 

1.  Punktreihe  und  Strahlenbüschel  sind  perspektivisch 
gelegen,  wenn  jeder  Strahl  des  Büschels  durch  den  ihm  ent- 
sprechenden Punkt  der  geraden  Punktreihe  geht;  da  aber  in 
diesem  Falle  der  Träger  der  Punktreihe  und  der  Mittelpunkt 
des  Strahlenbüschels  eine  Ebene  bestimmen,  in  welcher  sämt- 
liche Elemente  beider  Gebilde  liegen,  so  beschränkt  sich  das 
ganze  Operationsfeld  nur  auf  eine  Ebene,  bietet  also  nichts 
Neues  dar. 

2.  Zwei  projektivische  gerade  Punktreihen  liegen  per- 
spektivisch, wenn  ihre  Träger  sich  treffen  und  in  dem  Schnitt- 


6         §  2.   Frojektivische  Beziehung  und  perspektivische  Lage. 

punkte  der  Träger  zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind ; 
da  aber  in  diesem  Falle  die  beiden  Punktreihen  auch  in  einer 
Ebene  liegen  mit  ihren  sämtlichen  Elementenpaaren,  so 
tritt  die  Betrachtung,  wie  im  yorigen  Falle ;  nicht  aus  der 
Ebene  heraus. 

3.  Zwei  projektivische  ebene  Strahlenbüschel  liegen  per- 
spektivisch; wenn  ihre  entsprechenden  Strahlen  sich  in 
Punkten  einer  geraden  Punktreihe  treffen;  dies  kann  der 
Fall  sein,  ohne  dafs  die  Ebenen  beider  Strahlenbüschel  zusam- 
menliegen,  und  zwar 

d)  wenn  die  Mittelpunkte   der  Strahlenbüschel  verschiedene 
Punkte  im  Räume  sind; 

h)  wenn  die  Mittelpunkte  der  Strahlenbüschel  zusammenfallen. 
Die  Bedingung  für  die  perspektivische  Lage  der  beiden 
Gebilde  ist  im  Falle  a)  die,  dafs  drei  Paare  entsprechender 
Strahlen  sich  in  drei  Punkten  treffen,  welche  in  einer  Geraden 
liegen;  dann  müssen  offenbar  alle  Paare  entsprechender  Strahlen 
sich  auf  dieser  Geraden  (dem  perspektivischen  Durchschnitt) 
treffen,  wie  in  der  Ebene.  Die  beiden  Strahlenbüschel  liegen 
in  demselben  Ebenenbüschel;  also  perspektivisch. 

Im  Falle  b\  wenn  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlen- 
büschel zusammenfallen,  nicht  aber  ihre  Ebenen;  wird  per- 
spektivische Lage  vorhanden  seiu;  sobald  derjenige  Strahl, 
welcher  als  Schnittlinie  der  Ebenen  ihrer  Träger;  beiden 
Strahlenbüscheln  gemeinschaftlich  ist,  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  beiden  projektivischeu  Büschel  vereinigt  Denn  als- 
dann werden  sämtliche  Ebenen;  welche  je  zwei  entsprechende 
Strahlen  verbinden,  durch  eine  Gerade  (Axe)  gehen  d.  h.  ein 
Ebenenbüschel  bilden;  in  welchem  beide  Strahlenbüschel  liegen. 
Die  Axe  des  Ebenenbüschels  wird  nämlich  schon  durch  zwei 
Paare  entsprechender  Strahlen  bestimmt;  und  da  zu  diesen  das 
in  dem  gemeinsamen  Strahle  vereinigte  Paar  entsprechender 
Strahlen  hinzutritt;  so  ist  die  Projektivität  der  beiden  Strahlen- 
büschel mit  demselben  Ebenenbüschel  ersichtlich. 

4.  Ebenenbüschel  und  gerade  Punktreihe  liegen  per- 
spektivisch, wenn  jede  Ebene  des  Büschels  durch  den  ihr 
entsprechenden  Punkt  der  Punktreihe  hindurchgeht;  findet 
dies  nur  bei  drei  Paaren  entsprechender  Elemente  statt,  so 
gilt  es  auch  für  alle  übrigen. 
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5.  Ebenenbüschel  und  ebenes  Strahlenbüschel  liegen  per- 
spektivisch, wenn  jede  Ebene  des  Ebenenbüschels  durch  den 
entsprechenden  Strahl  des  Strahlenbüschels  hindurchgeht;  also 
die  Axe  des  Ebenenbüschels  durch  den  Mittelpunkt  des  Strahlen- 
büschels;  sobald  dies  nur  bei  drei  Paaren  entsprechender 
Elemente  stattfindet,   ist  es  auch  bei  allen  übrigen  der  Fall. 

6.  Zwei  Ebenenbüschel  in  perspektivischer  Lage  erhält 
man  dadurch ,  dafa  man  ein  ebenes  Strahlenbüschel: 

SB  |a  6  c  .  .  .  a? .  .  .| 

von  zwei  verschiedenen  Punkten  des  Raumes  31  und  %^  aus^ 
durch  Ebenen  projiziert  [in  gleicher  Weise,  wie  man  zwei 
ebene  Strahlenbüschel  in  perspektivischer  Leige  dadurch  erhält, 
dass  man  eine  gerade  Punktreihe  von  zwei  beliebigen  Punkten 
aus  projiziert].  Hierbei  treffen  sich  also  die  Axen  %3S  und 
3lj23  der  beiden  Ebenenbüschel  in  einem  Punkte,  d.  h.  sie 
liegen  in  einer  Ebene,  und  die  Ebene  enthält  zwei  ent- 
sprechende Ebenen  beider  Büschel. 

Umgekehrt  heifsen  zwei  projektivische  Ebenenbüschel 
perspelktivisch  gelegen,  sobald  die  Durchschnittslinien  ihrer 
entsprechenden  Ebenen  sämtlich  in  einer  Ebene  liegen  und 
in  dieser  ein  ebenes  Strahlenbüschel  bilden  d.  h.  durch  einen 
Punkt  (der  Axe)  laufen. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  hiefür  ist 
die,  dafs  die  Axen  der  beiden  Ebenenbüschel  sich 
treffen  d.  h.  in  einer  Ebene  liegen,  und  dafs  diese 
Ebene  zwei  entsprechende  Ebenen  der  beiden  pro- 
jektivischen  Ebenenbüschel  vereinigt. 

In  der  That,  nennen  wir  entsprechende  Elemente  der 
beiden  projektivischen  Ebenenbüschel: 

a    /5    y    .  .  .  6    .  .  ., 

^1    rl    ^1  •  •  •    5l    •  •  •; 

und  sollen  die  Schnittlinien  \€ca^\,  \ßßi\  .  .  .  |Sli|  ein  ebenes 
Strahlenbüschel  bilden,  so  mufs  zunächst,  weil  die  Schnittlinie 
aa^\  die  Schnittlinie  \ßßi\  trifft,  dieser  Punkt,  in  welchem 
sie  sich  treffen,  allen  vier  Ebenen  aa^  ßß^  gemeinschaftlich 
sein,  folglich  müssen  sich  auch  die  Schnittlinien: 

\aß\^==l    und     |«i/5i|  =  ^i 
d.  h.  die  Axen  der  Ebenenbüschel  in  diesem  Punkte  treffen. 
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und  daher  müssen  auch  alle  übrigen  Schnittlinien  |  S  || ;  durch 
diesen  Punkt  gehen ;  sollen  sie  nun  aber  ein  ebenes  Strahlen- 
büschel bilden,  also  alle  in  einer  Ebene  liegen,  so  wird  dies 
erreicht,  sobald  die  durch  die  beiden  Schnittlinien  \aai\  und 
|/}j3j{.  gelegte  Ebene  die  beiden  projektivischen  Ebenenbüschel 
in  identischen  Strahlenbüscheln  schneidet ;  dies  wird  der  Fall 
sein,  sobald  noch  eine  dritte  Schnittlinie  \yyi\  in  der  vorigen 
Ebene  liegt,  oder  wenn  die  Ebene  [iZJ  zwei  entsprechende 
Ebenen  der  projektivischen  Ebenenbüschel  vereinigt;  in  beiden 
Fällen  wird  nämlich  die  vorhin  gelegte  Ebene  Durchschnitts- 
figuren mit  den  beiden  projektivischen  Ebenenbüscheln  liefern, 
welche  zwei  projektivische  Strahlenbüschel  sind,  von  denen 
drei  entsprechende  Strahlenpaare  sich  decken ;  folglich  müssen 
sich  die  ganzen  Strahlenbüschel  decken.  Dem  obigen  Kriterium 
für  die  perspektivische  Lage  zweier  projektivischen  Ebenen- 
büschel läfst  sich  also  auch  folgende  Form  geben: 

Zwei  projektivische  Ebenenbüschel  liegen  per- 
spektivisch, sobald  die  Schnittlinien  dreier  ent- 
sprechenden Ebenenpaare  in  einer  Ebene  liegen; 
und  es  läfst  sich  nach  dem  Vorigen  noch  hinzufügen: 

Sobald  nur  zwei  Schnittlinien  entsprechender 
Ebenenpaare  zweier  projektivischenEbenenbüschel 
sich  treffen,  müssen  sich  alle  Schnittlinien  ent- 
sprechender Ebenenpaare  in  diesem  Punkte  treffen, 
welcher  gleichzeitig  in  den  Axen  beider  Ebenen- 
büschel liegt. 

Auf  die  sich  hier  anknüpfenden  Aufgaben ,  zwei  gegebene 
projektivische  Gebilde  in  perspektivische  Lage  zu  bringen, 
wollen  wir  hier  nicht  eingehen.    (Vgl.  §  5.) 
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Die  projektivische  Beziehung  zweier  Gebilde  erster  Stufe 
ist  vollständig  und  eindeutig  bestimmt,  sobald  drei  Paare  von 
Elementen  als  entsprechend  angenommen  werden  (Th.  d.  K. 
§  10).  Legen  wir  mithin  durch  eine  beliebige  Gerade  2  im 
Baume  als  Axe  eines  Ebenenbüschels  drei  Ebenen  a  ß  y  und 
durch  eine  beliebige  zweite  Gerade  Zj,  die  der  Geraden  l  nicht 
begegnen  soll,  drei  Ebenen  a, /J,  y^  und  setzen  ««,,  /J/J, , 
yyi   als  entsprechende  Elementenpaare  fest,  so  ist  die  pro- 
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jektivische    Beziehung    beider   Ebenenbüschel    dadurch    voll- 
ständig bestimmt,  und  es  kann  hier    sehr  einfach  zu  jeder 
beliebigen  Ebene  §  des   ersten  Büschels   die    entsprechende 
Ebene  ^i  des  zweiten  Büschels  konstruiert  werden:    • 
Man  nehme  die  drei  Schnittlinien: 

und  konstruiere  eine  beliebige  Gerade,  welche  den  drei 
Strahlen  ah  c  gleichzeitig  begegnet. 

Dies  geschieht  am  einfachsten  dadurch,  dais  man  von 
einem  beliebigen  Punkte  a  des  Strahles  a  durch  die  beiden 
Strahlen  b  und  c  zwei  Ebenen  legt  ^  deren  Schnittstrahl  offen- 
bar den  Geraden  b  und  c  in  zwei  Punkten  b  und  c  begegnen 
wird ,  so  dafs  a  b  c  in  einer  Geraden  liegen. 

Ist  diese  Gerade  a  b  c  konstruiert  und  x  eiii  beliebiger 
Punkt  derselben,  so  werden  allemal  zwei  Ebenen  [ly]  und 
[i,)c]  entsprechende  Ebenen  der  beiden  Büschel  sein,  und 
andererseits  kann  man  zu  einer  beliebigen  Ebene  g  des  ersten 
Büschels  die  entsprechende  des  zweiten  finden,  indem  man 
ihren  Schnittpunkt  jc  auf  der  Geraden  |abc!  mit  l^  durch  eine 
Ebene  verbindet. 

Diese  Konstruktion,  deren  Richtigkeit  ersichtlich  ist, 
wird  illusorisch^  sobald  die  Axen  ll^  der  beiden  Ebenenbüschel 
sich  treffen ,  weil  dann  auch  ab  c  durch  diesen  Treffpunkt 
gehen,  welcher  zugleich  in  allen  übrigen  Schnittstrahlen  l^gj 
liegen  mufs  (§  2). 

Schneiden  wir  in  diesem  Falle  die  räumliche  Figur  durch 
eine  beliebige  Transversalebene,  so  haben  wir  für  die  Durch- 
schnittsfigur die  bekannte  ebene  Aufgabe:  „Zu  zwei  ebenen 
Strahlenbüscheln,  deren  projektivische  Beziehung  durch  drei 
Paare  entsprechender  Strahlen  gegeben  ist,  andere  Paare 
entsprechender  Strahlen  zu  konstruieren*'  (Th.  d.  K.  §  10). 
Die  räumliche  Aufgabe  wird  also  gelöst  durch  Projektion 
der  ebenen  Aufgabe  von  dem  Schnittpunkt: 

(n.)=.SD 

aus.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Lösung  folgender- 
mafsen : 

Begegnen  sich  die  beiden  Axen  { Z|  zweier  Ebenenbüschel 
in  S),   und   sind  durch  l  drei  Ebenen  ccßy,   durch  Z,   drei 
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£beneu  a,  ß^  y^  als  entsprechend  gegeben  ^  so  dass  also  alle 
sechs  Ebenen  durch  S)  gehen^  so  nehme  man  die  Schnittlinien : 

l«/»il,   l«yil.    \^\ß\,   |aiy|, 

bestimlne  die  Ebenen: 

und  suche  ihre  Schnittlinie  x  auf. 

Irgend  eine  durch  x  gelegte  Ebene  schneide  a  und  a^ 
in  den  Strahlen  s  und  s^^  dann  sind  allemal: 

[5jr]  =  g    und     [5^  =  5, 

ein  Paar  entsprechender  Ebenen  der  beiden  projektivischen 
Ebenenbüschel.  Ist  umgekehrt  |  gegeben,  so  findet  man 
sobald  X  bekannt  ist  aus  S^  zuerst  s  und  dann  |{.  Die  Rich- 
tigkeit dieser  Konstruktion  folgt  unmittelbar  aus  dem  ebenen 
Problem. 

Zwei  projektivische  Ebenenbüschel  bieten  ganz  analoge 
besondere  Elementenpaare  dar,  wie  zwei  projektivische 
ebene  Strahlenbüschel;  wir  brauchen  nur  jedes  der  Ebenen- 
büschel durch  eine  zu  seiner  Axe  rechtwinklige, Ebene  zu  durch- 
schneiden; um  als  Durchschnittsfiguren  zwei  projektivische 
ebene  Strahlenbüschel  zu  erhalten,  deren  Winkel  gleich  sind 
den  Neigungswinkeln  in  den  Ebenenbüscheln. 

Das  Vorhandensein  des  Paares  entsprechender  rechter 
Winkel  und  des  doppelten  Systems  entsprechender  gleicher 
Winkel  (Th.  d.  Kglsch.  §  13)  läfst  sich  daher  unmittelbar 
auf  zwei  projektivische  Ebenenbüschel  übertragen ;  und  es 
genügt;  die  Resultate  allein  hervorzuheben: 

In  zwei  projektivischen  Ebenenbüscheln  giebt  es  zwei 
besondere  Paare  entsprechender  Ebenen: 

0  und  0);     r  und  r, 

von  der  Art;  dafs  sowohl  a  und  r,  als  auch  6^  und  Tj  zu 
einander  rechtwinklig  sind;  diese  entsprechenden  recht- 
winkligen Ebenenpaare  sind  immer  reell  vorhanden  und 
die  einzigen  ihrer  Art;  ist  £  i^  ein  beliebiges  Paar  entsprechen- 
der Ebenen  in  den  beiden  projektivischen  Ebenenbüscheln, 
so  bleibt  das  Produkt: 

tg(<^6).tg(rig,)  =  c 
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von  konstantem  Werte ,  ebenso  wie  das  Produkt: 

tg(rg).tg(ff,|,)  =  T 

und  cheLsst  die  Potenz  der  projektivischen  Beziehung 

der  beiden  Ebenenbüschel. 

Bei  der  Veränderung  des  Ebenenpaares  §|i   tritt  zweir 

mal  der  Fall  ein^  dass  die  Faktoren  des  konstanten  Produkts, 

also    die   Winkel   (<y|)  und  (r,  g,)    einander   gleich   werden, 

mithin  das  Produkt  in  ein  Quadrat  übergeht;  diese  besonderen 

Ebenenpaare: 

y  und  yj,        %  und  %^ 

sollen  Potenzebenen  heifsen;  für  sie  gelten  also  die  Be- 
dingungen : 

(ry)  =  («jj^j)  =  (rx)  =  ((y,Xt). 

Die  hier  ermittelten  ausgezeichneten  Elemente  der  beiden  pro- 
jektivischen Ebenenbüschel  sind  besondere  Fälle  der  beiden 
Systeme  von  entsprechenden  gleichen  Winkeln, 
welche  sich  in  den  beiden  Büscheln  vorfinden,  nämlich  wenn 
die  gleichen  Winkel  die  Werte  0«,  90%  180^  haben. 

Um  das  ganze  doppelte  System  eutsprechender  gleicher 
Flächenwinkel  der  beiden  projektivischen  Ebenenbüschel  zu 
erbalten,  lege  man  durch  die  Äxe  des  ersten  Büschels  eine 
beliebige  Ebene  a  und  bestimme  die  Ebenen  jS  y^  8^  so,  dafs 
die  Winkel: 

werden;  sind  dann  die  den  Ebenen: 

entsprechenden : 

so  werden  die  Winkel: 

-  |(«y)  =  («iyi) 

^  l(/Jy)  =  (yi/J,) 

also     zwei     Paare     von    entsprechenden,    gleichen 
Winkeln  sein. 
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Denn  weil        tg  (aa)  .  tg  («,  t,)  =  c 

tg(y<y).tg(yir,)  =  c 

und  (<ya)  =  (y,r,) 

ist,  so  haben  wir  auch: 

tg(<ya)    .tg(yö)    =c 

tg(a,r,).tg(r,y,)  =  c 
und  da  (ay)  =  (a<y)  +  (<^y) 

ist,  so  folgt:       tg(«.)  =  #g?#^'?^ 

^j— ! \ y—\ 

1  —  c}tg(a,T,)    '    tg(T,yj)) 

=  ig^a,  T,)  +  tg  (tiVi) 
1  -t«(«iT,)tg(T,y,) 

also  («y)  =  («iyi)    U.S.W. 

Durch  Veränderung  der  willkürlichen  Ebene  «  des  ersten 
Büschels  erhalten  wir  das  ganze  doppelte  System  von  ent- 
sprechenden gleichen  Flächenwinkeln  in  den  beiden  projek- 
tivischen  Ebenenbüscheln. 


§  4.    Koaxiale  EbenenbüscheL    Doppelelemente. 

Ebeneninvolution. 

Haben  zwei  projektivische  Ebenenbüschel  dieselbe  Äxe, 
in  welchem  Falle  wir  sie  koaxial  nennen^  so  wird  die  Frage 
nach  zusammenfallenden  entsprechenden  Elementen  (Doppel- 
elementen)  zurückgeführt  auf  die  analoge  Frage  bei  zwei 
konzentrischen  Strahlenbüscheln,  indem  man  irgend  eine  Ebene 
rechtwinklig  zur  gemeinsamen  Axe  legt  und  die  Durch* 
schnittsfigur  betrachtet.  Das  früher  gefundene  Resultat  dieser 
Untersuchung  (Th.  d.  E.  §  14)  läfst  sich  hiernach  so  aus- 
sprechen : 

Zwei  koaxiale  projectivische  Ebenen büschel  haben  im 
allgemeinen  zweimal  zusammenfallende  entsprechende  Ebenen- 
paare (Doppelebenen)  *,  diese  sind  immer  reell  vorhandeni  so- 
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bald  die  Ebenenbüschel  ungleichlaufend  sind ;  sind  sie  dagegen 
gleichlaufend  y  so  entscheidet  die  Lage  der  Potenzebenen  y 
und  y^^  X  ^^^  Zi  ^^  einander  über  die  Realität  der  Doppel- 
ebenen; wird  nämlich  das  eine  Paar  Potenzebenen  yx  <lurch 
das  entsprechende  Paar  y^X\  getrennt ,  so  giebt  es  keine 
Doppelebenen;  wird  das  Paar  yx  durch  y^X\  Glicht  getrennt, 
so  giebt  es  zwei  reelle  Doppelebenen,  und  stofsen  die  Winkel- 
räume yx  und  y^X\  ^^  einander,  so  dafs  sie  eine  Ebene  ge- 
meinschaftlich haben  (was  bei  gleichlaufender  Lage  nur  da- 
durch geschehen  kann,  dafs  entweder  y  und  y^  oder  x  und  X\ 
zosammenfallen),  dann  ist  diese  die  einzige  Doppelebene,  d.  h. 
in  ihr  fallen  beide  Doppelebenen  zusammen. 

Ein  besonderer  Fall  koaxialer  projektivischer  Ebenen- 
büschel ist  für  die  Folge  von  hervorragendem  Interesse,  näm- 
lich der  der  Ebenen-Involution.  Wie  bei  der  Punkt- 
und  Strahlen-Involution  heifsen  auch  hier  zwei  koaxiale  pro- 
jektivische  Ebenenbüschel  involutorisch  liegend,  sobald  es 
einmal  vorkommt,  dafs  einer  Ebene,  als  a  und  /S^  aufgefafst, 
in  dem  doppelten  Sinne  der  projekti viseben  Beziehung  die- 
selbe Ebene  a,  =  /3  entsprechend  ist,  d.  h.  sobald  die  ent- 
sprechenden gleichen  Flächenwinkel  aß  und  /},  «j  so  koinzi- 
dieren,  dass  a  mit  ß^  und  ß  mit  a\  zusammenfällt;  denn,  sobald 
dies  nur  einmal  eintritt,  wird  es  immer  eintreten,  weil  wegen 
der  Projektivität  die  Doppelverhältnisse: 

einander  gleich  sind;  wenn  also  a  und  ß^,  ß  und  a,-,  g  und  17, 
koincidieren,*  so  mufs  auch  17  mit  g^  zusammenfallen.  Es  liegt 
also  das  eine  ganze  System  entsprechender  gleicher  Winkel 
verkehrt  auf  einander.  Eine  solche  Lage  heifst  involu- 
torisch und  die  Ebenenpaare  eines  solchen  Doppelgebildes 
konstituieren  eine  Ebeneninvolution. 

Die  Ebeneninvolution  heifst  eine  hyperbolische,  so- 
bald die  sie  erzeugenden  projektivischen  Ebenenbüschel  un- 
gleicblaufend  sind ;  in  diesem  Falle  hat  sie  zwei  reelle  Doppel- 
eben^n  (Asymptotenebenen)  durch  welche  sämtliche 
Ebenenpaare  der  Involution  harmonisch  getrennt 
werden.  Die  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Halbierungs- 
ebenen der  Neigungswinkel  zwischen  den  Asymptotenebenen 
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heifsen  die  Hauptebenen  der  Involution;  sie  sind  das  einzige 
Paar  rechtwinkliger  konjugierter  Ebenen  der  Involution  und 
sind  hervorgegangen  aus  der  Koincidenz  der  entsprechenden 
rechtwinkligen  Ebenenpaare  der  projektivischen  Ebenenbüschel, 
während  die  Asymptotenebenen  die  zusammenfallenden  Potenz- 
ebenen sind  (y  und  y, ,  %  und  X\)' 

Die  Ebeneninvolution  heisst  eine  elliptische,  sobald 
die  sie  erzeugenden  projektivischen  Ebenenbüschel  gleichlau- 
fend sind  und  (Th.  d.  K.  S.  51)  die  Potenzebenen  verkehrt  auf 
einander  fallen  y  auf  Xi  und  y^  auf  %-  In  diesem  Falle  existieren 
keine  reellen  Doppelebenen  ^  sondern  die  elliptische  flbenen- 
involution  ist  der  Vertreter  eines  imaginären  Ebenenpaares, 
dessen  reelle  Schnittlinie  die  Axe  ist. 

Die  Eigenschaft  der  konstanten  Potenz  ist  für  beide 
Involutionen  dieselbe;  bezeichnen  fi  (und  fl^)  die  Hauptebenen, 
I  und  Ij  irgend  ein  Paar  konjugierter  Ebenen,  so  ist: 

tg(f*S).tg(fi6,)  =  c 

von  konstantem  Werte;  aber  während  bei  der  hyperbolischen 
Involution  jedes  Ebenenpaar  durch  die  beiden  Asymptoten- 
ebenen (harmonisch)  getrennt  wird  und  der  Wert  (c)  der  kon- 
stanten Potenz  positiv  ist,  wird  bei  der  elliptischen  Involution 
jedes  Paar  konjugierter  Ebenen  durch  die  Hauptebenen  getrennt 
und   der  Wert  der  konstanten  Potenz  ist  negativ. 

Ein  besonderer  Fall  der  elliptischen  Ebeneninvolution 
tritt  ein,  wenn  der  Wert  der  konstanten  Potenz: 

c  =  —  l 

ist;  in  diesem  Falle  sind  sämtliche  Paare  konjugierter  Ebenen 
rechtwinklig  zu  einander  und  die  Ebeneninvolution  heifst 
orthogonal. 

Im  allgemeinen  hat  jede  Ebeneninvohition  nur  ein  Paar 
rechtwinkliger  konjugierter  Ebenen;  sobald  sie  aber  zwei 
solcher  Paare  hat,  sind  sämtliche  Paare  konjugierter  Ebenen 
rechtwinklig  zu  einander  und  bilden  die  orthogonale  Ebenen- 
involution. 

Ein  besonderer  Fall  der  hyperbolischen  Ebeneninvolution 
tritt  ein,  wenn  der  Wert  der  konstanten  Potenz: 

c  =  +  1 
ist;  in  diesem  Falle  haben  sämtliche  Paare  konjugierter  Ebenen 
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5.  Ebenenbüschel  und  ebenes  Strahlenbüschel  liegen  per- 
spektivisch, wenn  jede  Ebene  des  Ebenenbüschels  durch  den 
entsprechenden  Strahl  des  Strahlenbüschels  hindurchgeht;  also 
die  Axe  des  Ebenenbüschels  durch  den  Mittelpunkt  des  Strahlen- 
büschels; sobald  dies  nur  bei  drei  Paaren  entsprechender 
Elemente  stattfindet,   ist  es  auch  bei  allen  übrigen  der  Fall. 

6.  Zwei  Ebenenbüschel  in  perspektivischer  Lage  erhält 
man  dadurch ,  dalk  man  ein  ebenes  Strahlenbüschel: 

S3  I  a  &(/...  ^  ...  I 
von  zwei  verschiedenen  Punkten  des  Raumes  91  und  91]  aus^ 
durch  Ebenen  projiziert  [in  gleicher  Weise,  wie  man  zwei 
ebene  Strahlenbüschel  in  perspektivischer  Lage  dadurch  erhält; 
dass  man  eine  gerade  Punktreihe  von  zwei  beliebigen  Punkten 
aus  projiziert].  Hierbei  treffen  sich  also  die  Axen  9133  und 
%j93  der  beiden  Ebenenbüschel  in  einem  Punkte,  d.  h.  sie 
liegen  in  einer  Ebene,  und  die  Ebene  enthält  zwei  ent- 
sprechende Ebenen  beider  Büschel. 

Umgekehrt  heifsen  zwei  projektivische  Ebenenbüschel 
perspektivisch  gelegen,  sobald  die  Durchschnittslinien  ihrer 
entsprechenden  Ebenen  sämtlich  in  einer  Ebene  liegen  und 
in  dieser  ein  ebenes  Strahlenbüschel  bilden  d.  h.  durch  einen 
Punkt  (der  Axe)  laufen. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  hiefür  ist 
die,  dafs  die  Axen  der  beiden  Ebenenbüschel  sich 
treffen  d.  h.  in  einer  Ebene  liegen,  und  dafs  diese 
Ebene  zwei  entsprechende  Ebenen  der  beiden  pro- 
jektivischen  Ebenenbüschel  vereinigt. 

In  der  That,  nennen  wir  entsprechende  Elemente  der 
beiden  projektivischen  Ebenenbüschel: 

«    ß    y    .  .  .  S    .  . ., 

^1   ri   yi  •  •  •   ii   •  •  •; 

und  sollen  die  Schnittlinien  |aai|,  |/}/}i  {  .  .  .  |||i  |  ein  ebenes 
Strahlenbüschel  bilden,  so  mufs  zunächst,  weil  die  Schnittlinie 
aa,  I  die  Schnittlinie  \ßßx\  trifft,  dieser  Punkt,  in  welchem 
sie  sich  treffen,  allen  vier  Ebenen  aa^  ßß^  gemeinschaftlich 
sein,  folglich  müssen  sich  auch  die  Schnittlinien: 

\aß\^=l    und     \(^iß\\  ^^^h 
d.  h.  die  Axen  der  Ebenenbüschel  in  diesem  Punkte  treffen. 
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mit  den  Doppelebenen  der  beiden  projektivischen  Büschel  za- 
sammenfallen. 

Sobald  nur  bewiesen  ist,  dafs  das  Ebenenpaar  £$'  wirk- 
lich eine  Ebeneninvolution  beschreibt;  ist  die  letztgenannte 
Eigenschaft  derselben  unmittelbar  ersichtlich;  denn  sobald 
zwei  zugeordnete  von  vier  harmonischen  Elementen  (|  und  g') 
zusammenfallen,  mufs  auch  eines  (|,)  der  beiden  andern  mit 
jenen  zusammenfallen,  also  ein  Doppelelement  der  Inyolution 
ist  notwendig  ein  Doppelelement  der  projektivischen  ßüschel. 

Für  den  Fall  reeller  Doppelebenen  der  beiden  projektivi- 
schen Büschel  ist  der  Nachweis  für  die  Ebeneninvolution 
[II']  sehr  einfach-,  denn  seien  diese  Doppeiebenen  ö  und  <;,, 
T  jund  T] ,  so  müssen  die  Doppelverhältnisse  einander  gleich  sein : 

und  da  ö  mit  0^ ,  z  mit  r,  zusammenfallt,  so  bilden  die  Ele- 
menteupaare: 

6  und  T;     I  und  ifi^,     rj  und  || 

eine  Ebeneninvolution ,  von  der  das  zusammenfallende  Elle- 
mentenpaar  |  und  rj^  eine  Asjmptotenebene  ist;  die  andere 
Asymptotenebene  mufs  also  die  vierte  harmonische  |'  sein, 
so  dafs  das  Doppelverhältnis : 

(i?s,ir)=»-i 

wird ,  d.  h.  -1  und  |'  trennen  0  und  r  harmonisch,  also  auch 
umgekehrt,  oder  |  und  |'  erzeugen  eine  Ebeneninvolution, 
deren  Asymptotenebenen  0  undr  sind,  w.  z.  b.  w. 

Sobald  aber  die  Doppelebenen  der  koaxial  liegenden  pro- 
jektivischen Ebenenbüschel  nicht  reell  sind,  wird  der  Nach- 
weis für  die  Ebeneninvolution  [||']  etwas  umständlicher.  Wir 
leiten  ihn  aus  den  bekannten  Eigenschaften  der  Doppelver- 
hältnisse und  den  involutorischen  Beziehungen  in  folgender 
Weise  ab: 

Es  werden  drei  beliebige  Ebenen  durch  die  gemeinsame 
Axc  angenommen: 

ß  =  /3,     und  ihre  entsprechenden     «,  und  ß 

«  —  Pi     ji      M  V  «1    „     i3   ; 

sodann  werden  die  vierten  harmonischen  Ebenen: 
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,     y  y  7 

konstruiert,  so  dafs  die  Werte  der  Doppel  Verhältnisse  gelten : 

(a,    ß  a  y)^-l 
(«i  ß'   a  /)  =  —  1 

(«'ir«>")=-l, 
dann  ist  nachzuweisen,  dafs  die  drei  Ebenenpaare: 

a  und  y,     a'  und  y',     «"  und  y" 

einer  Ebeneninvolution  angehören. 

Aus  d6r  Projektivitat  der  beiden  Büschel  folgt: 

(aaßß')  =  («la'i/J,  jSi)  =  (a,  «i««') 

=  (a'aaiaj), 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Ebenenpaare 

a  und  «',    /J  und  «i,     /?'  und  «j 

einer  Involution  angehören,  weil  das  Paar  aa'  verkehrt  mit 
dem  Paare  aa  zusammenfallt. 

Derselben    Involution   muss    auch    das  Ebenenpaar   yy 
angehören;  denn  weil 

{a^ßaa)  =  {ß^cc[aa) 

~  1  ^{a.ßya)  =(ß'aiya) 1, 

so  folgt  nach  dem  Moebiusschen  Satze:  (Th.  d.  Eeg.  §  6) 

(a,/Jya  )  =  (/?' «;/«), 

folglich   gehören  auch  yy  als  Paar  konjugierter  Ebenen  der 
vorigen  Involution  an. 

Wir  haben  in  dieser  Weise  dreimal  vier  Paare  konjugierter 
Elemente  je  einer  Involution: 

1)  ««',     yy',     ßa\,     ß' a^ 

2)  ««",     yy%    ßa'{,     ^a, 

3)  «'«",    /y",     ß'a"    /S"«;. 

Nun  ist  aber  wegen  dieser  Involutionen : 

{ayy'f)    ^{ayy'ß)       .{ayßf)      ={ayy'ß)       {a'fa'iy) 

{ayy'y)  =^  {a' y  y" ß')  .  {(xyß'y)      ={ayy'ß')   {aya^y)     ^ 

{a"y"yy)  ^  {a'fyß")  .  {a'fß''y)  =  {ay"yß")  {aya[y') 
(ayy'y-)  .{a^y^'y)  ,  W'fyy)  ={aya,ß)  {ay'alß')  («"yV/r) 

ScHBQfTXK,  Theor.  d.  Oberfi.  2.  Ordn.  2 
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Die  Bedingung: 

(ayyf)  {ayy'y)  (a'y'yy)  =  -  1*) 
ist  aber  gleichwertig  mit  der,  dass  die  drei  Ebenenpaare: 

ay,    a  y  ,    a  y 
einer  Involution  angehören;  denn  da  identisch: 

{ayyy')  ^(y'yya) 
{ayy'y)  =  {yy"y  ol)  .  iyy" aa) 

(rf      ff  f\  /     f  ''      \  /      '  ff\ 

a  y  yy)=-{yyy  a)  .  (y  ycca  ), 

so  folgt  durch  Multiplikation,  weil 

(y'yya)  .  (y/'y  a)  (yyy'a)  =  Je  •  ^^^  •  -^-  =  —  1     ■ 

ist, 

(y/'aa')  =  (««>/); 
d.  h.  die  drei  Elementenpaare  «y,  ccy\  a'y'  gehören  einer 
Involution  an. 

Wenn  wir  nun  zwei  von  den  Ebenenpaaren  ay,  ay, 
a'y*  festhalten  und  das  dritte  der  Konstruktion  gemä&  ver- 
ändern, so  durchläuft  dasselbe  die  ganze  Ebeneninvolution, 
welche  durch  die  beiden  ersten  Ebenenpaare  bestimmt  wird. 
Es  liefert  also  für  beide  Fälle,  seien  die  Doppelelemente  der 
beiden  koaxialen  projektivischen  Ebenenbüschel  reell  oder 
nicht,  eine  und  dieselbe  Konstruktion  eine  bestimmte  Ebenen- 
involution, welche  für  den  hyperbolischen  Fall  zu  ihren 
Asymptotenebenen  jene  Doppelebenen  hat  und  für  den  ellip- 
tischen Fall  als  Vertreter  des  imaginären  Ebenenpaares  der 
Doppelelemente  aufzufassen  ist 

§  5.    Zwei  besondere  Aufgaben. 

Wir  wollen  hier  zunächst  eine  besondere  Aufgabe  an- 
schlieCsen,  welche  später  Verwendung  finden  wird,  nämlich 
folgende: 


*)  Lassen  wir  insbesondere  ay  zusammenfallen,  also  ein  Doppel- 
element sein,  ebenso  uy  das  zweite  Doppelelement,  so  drückt  diese 
Bedingung,  welche  sich  reduziert  auf: 

a   y   y  y)  =  —  1  , 

weiter  nichts  aus,  als  dafs  irgend  ein  Paar  konjugierter  Elemente  durch 
die  Doppelelemente  harmonisch  getrennt  wird. 
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Eine  gegebene  elliptische  Ebeneninvolution 
durch  eine  solche  Ebene  za  durchschneiden^  dafs 
die  Durchschnittsfigur  eine  orthogonale  Strahlen- 
inyolution  wird. 

Mit  dieser  Aufgabe  gleichbedeutend ,  aber  für  die  An- 
schauung einfacher  ist  die  folgende: 

Durch  eine  gegebene  elliptische  Strahleninvo- 
lution  eine  orthogonaleEbeneninvolution  zu  legen. 
Die  eine  dieser  beiden  Aufgaben  ist  auf  die  andere  zurück- 
fQhrbar^  und  die  Lösung  der  einen  giebt  zugleich  die  der 
anderen.  Denn  sei  in  der  ersten  Aufgab^  l  die  Axe  der 
Ebeneninvolution  und  s  die  durchschneidende  Ebene,  und 
legen  wir  durch  den  Schnittpunkt  {l,  s)  einmal  die  Normalen 
der  Ebenenpaare  der  gegebenen  Ebeneninvolution;  so  liegen 
dieselben  sämtlich  in  einer  Ebene  s^  und  sind  Strahlenpaare 
einer  Strahleninvolution;  legen  wir*aber  andererseits  durch 
den  Schnittpunkt  {l,  s)  alle  Ebenenpaare  normal  zu  den 
Strahlenpaaren  der  Strahleninvolution  in  8,  so  laufen  die- 
selben samtlich  durch  eine  Axe  l{,  die  Normale  der  Ebene  s, 
und  bilden  eine  Ebeneninvolution.  Ist  nun  die  Strahlen- 
involution in  £  eine  orthogonale,  so  ist  auch  die  Ebenen- 
involution durch  Z|  eine  orthogonale,  weil  sie  von  den  Normal- 
ebenen zu  allen  jenen  Strahlenpaaren  gebildet  wird.  Die 
Aufgabe,  die  Ebeneninvolution  [l]  durch  eine  orthogonale 
Strahleninvolution  [£]  zu  schneiden  kommt  also  mit  der  Auf- 
gabe überein,  durch  die  Strahleninvo- 
lution [£,]  eine  orthogonale  Ebenen- 
involution [2,]  zu  legen  und  die  Lösung 
der  einen  Aufgabe  liefert  zugleich  die 
der  anderen. 

Nehmen  wir  demgemäfs  die  Strah- 
leninvolution als  gegeben  an  und  legen 
sie  in  die  Ebene  des  Papiers,  ermit- 
teln ihre  Axen  st  (d.  h.  die  recht- 
winkligen konjugierten  Strahlen)  und 
ilire  Potenzstrahlen  (^A;  deren  Winkel 
and  Nebenwinkel  durch  s  und  t  halbiert  werden,  dann  bilden 
stgh  vier  harmonische  sich  in  0  durchkreuzende  Strahlen  (Fig.  l) ; 
es  soll  nun  durch  0  eine  solche  Axe  x  im  Baume  gelegt  werden, 


Flg.  1. 
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dafs  sowohl  das  Ebenenpaar  [xSj  xt]  als  auch  das  Ebenen- 
paar [xg,.  xh]  je  ein  Paar  rechtwinkliger  Ebenen  werden; 
dann  ist  offen})ar  x  die  Axe  einer  orthogonalen  durch  die 
gegebene  Strahleninvolution  gelegten  Ebeneninvolution.  Da 
aber  die  vier  Ebenen  xlstgh]  ebenfalls  harmonisch  sein  müssen 
und  jedes  Paar  zugeordneter  ein  'rechtwinkliges  Paar  ist,  so 
müssen  die  Ebenen  des  einen  Paares  die  Winkel  des  andern 
Ebenenpaares  halbieren  und  umgekehrt,  also  müssen  alle  vier 

Winkel : 

(xg,  xs)  =  45^ 

{x8j  xh)  =  45® 

{xh,  xt)^A!b^ 

{xt,  xg)  =  45» 

sein,  und  hieraus  folgt,  dafs  der  Strahl  x  nur  in  je  einer  der 
Ebenen  gesucbit  werde»  kann,  welche  durch  s  und  t  recht- 
winklig zur  Ebene  der  gegebenen  Strahleninvolution  (des 
Papiers)  gelegt  werden.  Denken  wir  uns  daher  in  0  auf  der 
Ebene  des  Papiers  das  Perpendikel  r  errichtet  und  suchen 
den  Strahl  x  zuerst  in  der  Ebene  [r5];  errichten  wir  zu  diesem 
Zweck  in  einem  beliebigen  Punkte  A  des  Strahles  8  das 
Perpendikel  AB,  welches  in  B  dem  Strahle  h  begegne  und 
fällen  aus  A  das  Perpendikel  A  C  auf  den  gesuchten  Strahl  x 
in  der  Ebene  [rs],  so  wird  AB  eine  Normale  sein  der  Ebene 
[rs]  =  [sa:]  =  J.OC;  daher  werden  die  Ebenen  AOC  und 
ABC  zu  einander  rechtwinklig  sein,  und  weil  auf  ihrer  Schnitt- 
linie AC  der  Strahl  CO  =^  x  rechtwinklig  ist,  so  ist  x  eine 
Normale  der  Ebene  ABC,  folglich  der  Winkel  ACB  der 
Neigungswinkel  der  Ebenen  {xs,  xh)  =  45®,  und  da  der  Winkel 
BAC=^  90®  ist,  so  ist  das  Dreieck  BAC  ein  gleichschenk- 
liges rechtwinkliges  Dreieck,  mithin 

AB^AC 
oder 

OA.  ig (sh)  =  OA  .  sin  {sx) 

tg(sÄ)  =  sin  {sx). 

Durch  diese  Bedingung  ist  der  Strahl  x  in  der  Ebene  [rs] 
bestimmt  und  leicht  zu  konstruieren,  unter  der  Voraussetzung, 
dafs  der  Winkel  {sh)  <  46®  ist;  von  den  beiden  Winkeln 
{sh)  und  (^A),    welche  sich  zu  90®  ergänzen,  ist  aber  einer 
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immer  kleiner  als  4ö^  und  der  andere  daher  grofser  als  45^ 
(mit  der  einzigen  Ausnahme^  wenn  beide  gleich  45^  sind); 
wenn  daher  der  gesuchte  Strahl  x  in  der  Ebene  [rs]  reell  vor- 
handen ist;  so  kann  er  in  der  Ebene  [rt]  nicht  reell  sein 
und  umgekehrt;  die  Bedingung: 

tg  (sä)  as  sin  ißx) 

liefert  zwei  gesuchte  Strahlen  x  und  x' ,  deren  Konstruktion 
(unter  Annahme  {sh)  <  45®)  sich  so  bewerkstelligen  läfst: 
Man  schlage  über  A  0  als  Durchmesser  in  der  Ebene  [rs\ 
einen  Kreis  und  trage  das  Perpendikel  AB  m  diesen  Kreis 
als  Sehne  AG  oder  A  C  ein,  dann  ist  jeder  der  beiden  Strahlen 
0C=^  X  und  OC  ^^x  der  gesuchte,  d.  h.  er  genügt  der 
Forderung  der  Aufgabe  oder  ist  Axe  einer  orthogonalen 
Ebeneninyolution;  die  durch  die  gegebene  Strahleninvolution 
gelegt  werden  kann.  Die  Aufgabe  hat  also  zwei  und  immer 
nur  zwei  reelle  Losungen,  während  die  beiden  anderen  Lö- 
sungen, welche  der  Bedingung: 

tg  (th)  =  sin  (ty) 

entsprechen,  in  der  Ebene  [r^]  immer  imaginär  sind;  die  Strahlen 
X  und  x'  liegen  selbstverständlich  symmetrisch  zur  Ebene 
der  Strahleninvolution.  Hierdurch  ist  die  vorgelegte  Aufgabe 
vollständig  gelost.  Mit  ihr  ist  aber  zugleich  eine  zweite 
Aufgabe  gelost,  nämlich  folgende: 

Eine  gegebene  hyperbolische  Ebeneninvolution 
durch  eine  solche  Ebene  zu  schneiden,  dafs  die 
Durchschnittsfigur  eine  gleichseitig-  hyperboli- 
sche Strahleninvolution  wird,  oder  die  mit  ihr  gleich- 
bedeutende : 

Durch  eine  gegebene  hyperbolische  Strahlen- 
iuYol  ution  eine  gleichseitig-hy  perbo  lisch  e  Ebenen- 
involution zu  legen. 

Beide  Aufgaben,  von  denen  die  eine,  wie  oben,  auf  die 
andere  zurückfährbar  ist,  werden  in  ganz  gleicher  Weise  ge- 
löst, wie  die  vorigen. 

Nennen  wir  in  einer  gegebenen  Strahleninvolution  s  und  t 
die  Axen,  g  und  h  die  Asymptotenstrahlen,  so  wird  die  Axe  x 
einer  gleichseitig- hyperbolischen  Ebeneninvolution,  welche 
durch  die  Strahleninvolution  gelegt  werden  soll,  so  liegen 


22  §  Ö*  Zwei  besondere  Aufgaben. 

müssen,  dafo  die  beiden  Ebenen  [xg]  und  [xh],  welche  Asym- 
ptotenebenen der  Ebeneninvolution  werden  müssen,  recht- 
winklig zu  einander  sind  und  die  beiden  Halbierungsebenen  der 
Winkel  zwischen  den  Asjmptotenebenen  durch  die  Strahlen 
s  und  t  gehen.  Wir  erkennen  hieraus,  da(s  die  gesuchte  Axe 
X  genau  dieselbe  Lage  zu  den  gegebenen  Strahlen  s  t  g  h  hat, 
wie  in  der  oben  gelösten  Aufgabe,  also  auch  in  gleicher  Weise 
gefunden  wird. 

Eine  der  vorigen  sehr  nahestehende  Betrachtung  führt 
zu  der  Losung  der  Aufgabe: 

Zwei  gegebene  projektivische  Büschel:  ein 
ebenes  Strahlenbüschel  und  ein  Ebenenbüschel  in 
perspektivische  Lage  zu  bringen. 

Bestimmen  wir  in  den  beiden  gegebenen  projekti vischen 
Büscheln  die  ausgezeichneten  Elementejipaare,  einmal  das 
rechtwinklige  Strahlenpaar  st  des  Strahlenbüschels  und  das 
ihm  entsprechende  rechtwinklige  Ebenenpaar  0^  und  T|  des 
Ebenenbüschels,  sodann  die  Potenzstrahlen  gh  des  Strahlen- 
büschels und  die  entsprechenden  Potenzebenen  yxZi'  des 
Ebenenbüschels,  so  dafs  die  Gleichheit  der  Winkel  stattfindet: 

{sg)  =  (r^y^)  =  (hs)  —  (xitrO 

und  die  konstante  Potenz  der  projekti  vischen  Beziehung: 

tg  (sx) .  tg  (r,  li)  =  c 
oder 

tg  (tx)  .  ig  (<fj|,)  =  1 

ihrem  absoluten  Werte  nach  durch  tg^  (sg)  «•  c  repräsentiert 
wird;  denken  wir  uns  sodann  das  Strahlenbüschel  in  die 
Ebene  des  Papiers  gelegt,  so  wird  die  Axe  des  Ebenen- 
büschels, welches  mit  dem  Strahlenbüschel  perspektivisch  ge- 
legt werden  soll,  so  dafs  also  das  rechtwinklige  Ebenenpaar 
a,rf  resp.  durch  das  rechtwinklige  Strahlenpaar  st  geht, 
seine  Axe  nur  in  einer  der  beiden  Ebenen  haben  können, 
welche  durch  s  und  t  rechtwinklig  zur  Ebene  des  Papiers 
gelegt  werden.  Errichten  wir  also  in  dem  Mittelpunkte  0 
des  Strahlenbüschels  ein  Perpendikel  r  auf  der  Ebene  des 
Papiers,  so  kann  die  gesuchte  Axe  x  des  Ebenenbüschels  nur 
entweder  in  der  Ebene  [rs']  oder  in  der  Ebene  \rt]  liegen. 
Suchen  wir  x  zunächst  in  der  Ebene  [r$],  und  errichten  wir 
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in  einem  beliebigen  Punkte  A  des  Strahles  s  das  Perpendikel 
ÄBy  welches  g  in  B  trifiFt  (Fig.  2),  dann  ist     - 

OA.ig{sg)=AB. 

Denken  wir  uns  sodann  aus  A  ein  Perpendikel  AC  auf  den 

gesuchten  Strahl  x  herabgelassen 
in  der  Ebene  [rs],  so  wird,  weil 
AB  eine  Normale  der  Ebene  \rs\ 
ist,  die  Ebene  AGB  rechtwinklig 
zur  Ebene  [rs]  oder  J.OCsein, 
und  weil  x  rechtwinklig  ist  auf 
der  Schnittlinie  A  G  beider  recht- 
winkligen Ebenen  AGB  und 
AGO,  so  mufs  x  eine  Normale 
der  Ebene  AGB  sein,  folglich 
ist  auch  GB  normal  auf  ^;  also 
der  ebene  Winkel  AGB  ist  der 
Neigungswinkel  der  Ebenen  \xs] 
und  [xg]  oder  ö^  und  y^.  .Nun 

haben  wir  aber  in  dem  bei  A  rechtwinkligen  Dreieck  GAB: 

AC.tg{6,y,)^AB 
und  in  dem  Dreieck  OAG: 


Flg.  2. 


folglich : 


OA  .  sm(sx)  «=  -4(7, 

tg  (sg)  ==  sin  (5  a;)  .  tg  (<y,  y{) 

• 

oder,  da  die  Winkel  (^jyj)  und  (r^y^)  sich  zu  90®  ergänzen, 

*«(sg)tg{t^y^)  =  sin{sx). 

Dies  ist  aber  der  Wert  der  konstanten  Potenz  der  projek- 

tivischen  Beziehung,   also  entweder  c  oder  — ;    von   diesen 

beiden  Werten  mufs  notwendig  einer  >  1,  der  andere  <  1 
sein  (mit  einziger  Ausnahme,  wenn  beide  =  1  sind);  nennen 
wir  X  den  gesuchten  Strahl  in  der  [r 5] -Ebene  und  y  in  der 
[r^]- Ebene,  so  wird  von  den  beiden  Gleichungen: 

sin  (sx)  ==  c 
8in(^y)  =  -i 
nnr  eine  reelle  Auflösungen  zulassen,  weil  der  Sinus  <  1  sein 
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mufs;  also  wird  ein  reeller  Strahl  nur  in  einer  der  beiden 
Ebenen  [sr]  oder  [tr]  möglieh  sein,  wie  es  auch  die  hieraas 
hervorgehende  Konstruktion  des  Strahles  x  selbst  zeigt.  Da 
nämlich  g  und  y^  Potenzstrahl  und  Potenzebene  sind^  so  sind 
die  Winkel  {$g)  und  (r, yj)  einander  gleich;  die  Winkel  {sg) 
und  (ö^yi)  ergäi\^en  sich  also  zu  90^,  und  da  mithin 

wird^  so  folgt: 

OÄ.AC  =  AB^, 

woraus  folgende  Konstruktion  von  C  und  damit  des  Strahles  x 
hervorgeht:  Man  errichte  in  der  Ebene  des  Papiers  in  einem 
beliebigen  Punkte  Ä  des  Strahles  s  das  Perpendikel  AB, 
welches  in  B  dem  Strahl  g  begeguet;  in  B  errichte  man  auf 
dem  Strahl  g  das  Perpendikel;  welches  in  D  dem  Strahl  s 
begegnet.  Beschreibt  man  sodann  in  der  [rsj -Ebene  über  OA 
als  Durchmesser  einen  Kreis  und  trägt  in  denselben  AC  ==  AD 
als  Sehne  ein^  was  in  doppelter  Weise  geschehen  kann^  so 
erhält  man  zwei  Punkte  G  und  C  dieses  Kreises ;  welche 
mit  0  verbunden  die  gesuchten  Strahlen: 

OC  =  x,     OC'^x' 

in  der  [rs] -Ebene  liefern.  Sobald  ^D  >  -4  0  ist,  d.  h.  der 
Winkel  {sg)  >  45®,  wird  die  Konstruktion  in  der  [rs]- Ebene 
zu  keiner  reellen  Lösung  führen,  dagegen  dieselbe  Konstruk- 
tion in  der  [r^] -Ebene  die  reellen  Strahlen  y  und  y'  liefern 
und  unjgekehrt,  so  da(s  auch  diese  Aufgabe,  wie  die  früheren, 
nnr  zwei  reelle  Lösungen  hat  und  dieselben  immer  vorhan- 
den sind. 

Li  dem  Grenzfalle,  wenn  (sg)  «=  45®,  fallen  offenbar  beide 
reelle  Lösungen  in  dem  Strahle  r  zusammen,  zu  dem  sie  im 
allgemeinen  symmetrisch  liegen.*) 

• 

§  6.    Der  Kegel  sweiter  Ordnung. 

Nachdem  wir  die  drei  Grundgebilde  erster  Stufe,  die 
gerade  Punktreihe,  das  ebene  Strahlenbüschel  und  das  Ebenen- 
büschel, die  projektivische  Beziehung  derselben  und  ihre  aus- 
gezeichneten Elemente  kennen  gelernt  haben,  wollen  wir  sie 

*)  Vgl.  die  Auflösung  dieser  Aufgabe  in  Stein er*s:  „Systematische 
Entwickelung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  etc.**  S.  231» 
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bei  beliebiger  Lage  im  Baume  auffassen  und  ihre  Erzeugnisse 
aufsuchen. 

Wir  beginnen  mit  einer  geraden  Punktreihe: 

auf  dem  Träger  l  und  einem  ebenen  StrahleubQschel: 

33  I  abc  ...  o; ...  I; 

die  beliebig  im  Baume  liegend  angenommen  und  in  projek- 
tiyische  Beziehung  gesetzt  werden.  Vorausgesetzt,  dafs  der 
Mittelpunkt  Sd  des  Strahlenbüschels  nicht  in  dem  Träger  l  der 
Punktreihe  liegt;  können  wir  jeden  Punkt  x  der  Punktreihe 
mit  dem  entsprechenden  Strahl  x  des  Strahlenbüschels  durch 
eine  Ebene  |  verbinden  und  den  Ort  sämtlicher  Ebenen  i 
untersuchen. 

Verbinden  wir  den  Mittelpunkt  93  des  Strahlenbüschels  mit 
den  Punkten  abc .  .  .  ^  .  .  .  der  Punktreihe,  so  erhalten  wir 
ein  zweites  mit  dem  ersten  projektivisches  Strahlenbüschel; 
welches  denselben  Mittelpunkt  ^J3  hat,  und  dessen  Ebene  [^  l\ 
ist;  nennen  wir  den  Strahl  \3dx\  desselben  ^j,  so  haben  wir 
zwei  projektivische  Strahlenbüschel: 

Sä  \abc  .  ,  .  X  .  .  .\    und    33  | aift^ c,  .  .  .  arj  . . .  |j 

welche  denselben  Mittelpunkt  haben,   aber  in  verschiedenen 

Ebenen  liegen  und  wir  erkennen,   dass  das  Erzeugnis  dieser 

beiden   Gebilde   mit    dem   vorigen  Erzeugnis   identisch    ist, 

indem  die  Ebene 

g  =  [xx]  =  [a?i,] 
ist 

Legen   wir   durch   die   räumliche  Figur   eine   beliebige 

Transversalebene  6,  so  schneidet  dieselbe  die  beiden  ebenen 
StrahlenbüBchel  33|^|  und  ^\x^\  in  zwei  geraden  Punktreihen 
(r)  und  ()r,),  welche  projektivisch  sind,  weil  es  die  Strahlen- 
büschel sind;  die  Gerade  \j:Xi\  umhüllt  also  in  der  Transversal- 
ebene 8  einen  Kegelschnitt  (Th.  d.  E.  §  20)  und  der  ge- 
suchte Ort  der  Ebene  g  wird  nichts  anderes  sein  als  der 
Ort  sämtlicher  Ebenen;  welche  einen  festen  Punkt 
S  im  Baume  mit  den  Tangenten  eines  ebenen  Kegel- 
schnitts verbinden. 

Diese  Gesamtheit  von  Ebenen  nennen  wir  einen  Kegel 
zweiter  Klasse.    Dieselbe  Gesamtheit  von  Ebenen  erhalten 
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wir  auch,  wenn  wir  zwei  beliebige  Punktreihen  (x)  und  (>:,), 
die  mit  den  Strahlenbüscbeln  3d\x\  und  3d\x^\  perspektivisch 
liegen^  ohne  in  derselben  Ebene  enthalten  zu  sein,  zur  Er- 
zeugung verwenden.    Also: 

Wenn  ein  beliebiger  fester  Punkt'  93  im  Baume 
mit  je  zwei  entsprechenden  Punkten  irgend  zweier 
projektivischen  geraden  Punktreihen: 

Z(abc  . .  .)c. . .)  und  /^(aibiCi .. . Pt  •  •  0 
durch  eine  Ebene  [$7:)Ci]  verbunden  wird,  so  umhüllt 
dieselbe  einen  Kegel  zweiter  Klasse.  Ebenso  wie  der 
Kegelschnitt  gleichzeitig  als  Tangentengebilde  (von  Geraden 
eingehüllt)  und  als  Punktgebilde  (von  Punkten  beschrieben) 
auftritt  [die  Identität  beider  Gebilde  ist  in  d.  Th.  d.  K.  §  23 
nachgewiesen],  tritt  nun  auch  der  Kegel  gleichzeitig  als  Ebenen- 
gebilde (von  Ebenen  umhüllt)  und  als  Strahlengebilde  (von 
Strahlen  beschrieben)  auf;  in  letzterem  Sinne  heifst  er  Kegel 
zweiten  Grades  und  ist  als  die  Gesamtheit  aller 
Strahlen  aufzufassen,  welche  einen  festen  Punkt  33 
im  Räume  mit  sämtlichen  Punkten  eines  ebenen 
Kegelschnitts  verbinden. 

Aus  der  Perspektive  von  dem  Punkte  3d  aus,  dem  Mittel- 
punkt des  Kegels^  nach  den  Punkten  oder  nach  den 
Tangenten  eines  ebenen  Kegelschnitts  geht  also  der  Kegel 
zweiter  Ordnung  als  Strahlen-  oder  als.Ebenengebilde  hervor, 
und  die  Identität  beider  Gebilde  folgt  aus  derjenigen,  welche 
für  den  Kegelschnitt  nächgewiesen  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  eine  Erzeugung  des  Kegels  als 
Strahlengebilde: 

Wenn  zwei  projektivische  Ebenenbüschel: 

l[aßy  .  .  .  5  .  .  .]     und    Z,[ai/J,y,  .  .  .  gj  . .  .] 

so  liegen,  dafs  ihre  Axen  l  und  2|  sich  in  einem 
Punkt  33  treffen,  ohne  dafs  die  sie  verbindende 
Ebene  zwei  entsprechende  Ebenen  beider  Büschel 
vereinigt  (perspektivische  LeLge,  §  2),^  dann  schneiden 
sich  entsprechende  Ebenen  |S,  in  Strahlen^  deren 
Gesamtheit    einen    Kegel    zweiten    Grades    bildet. 

Femer  folgt  als  Haupteigenschaft: 

Jede    Ebene    hat    als    Durchschnittsfigur    mit 
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einem  Kegel  einem  Kegelschnitt,  denn  diese  Durch- 
Schnittsfigur  ist  das  Erzeugnis  zweier  projektivischen  Strahlen- 
büschel|  welche  die  Ebene  aus  den  beiden  erzeugenden  Ebenen- 
büscheln 2[S]  und  liHi]  ausschneidet.  (Die  Durchschnittsfigur 
zerfallt  in  ein  Linienpaar,  sobald  die  schneidende  Ebene  durch 
den  Mittelpunkt  SS  des  Kegels  geht.) 

Es  folgen  femer  hieraus  die  Konstruktionen  des  Kegels 
durch  ffinf  Strahlen  oder  fünf  Berührungsebenen^  die  dem 
Pascal  sehen  und  Brianchon  sehen  Satze  analogen  Sätze  für 
den  Kegel  und  eine  grofse  Menge  von  Eigenschaften,  welche 
unmittelbar  aus  dieser  perspektivischen  Beziehung  abzulesen 
sind,  und  deren  besondere  Aussprache  eine  unnötige  Wieder- 
holung wäre;  es  treten  nur  bei  dieser  perspektivischen  Auf- 
fassung an  Stelle  von 

Punkten  und  Strahlen  .  . .  beim  Kegelschnitt 
Strahlen  und  Ebenen  .  .  .  beim  Kegel. 

Dagegen  giebtes  besondere  Eigenschaften  des  Kegelschnitts, 
welche  beim  Kegel  ihre  Eigentümlichkeit  verlieren,  nämlich 
alle  diejenigen,  welche  an  die  unendlich-entfernte  Gerade  g^ 
in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  geknüpft  sind.  Legen  wir 
durch  den  Mittelpunkt  Sd  des  Kegels  eine  Ebene  parallel  zu 
derjenigen  des  Kegelschnitts,  aus  dessen  Perspektive  der  Kegel 
hervorgeht,  so  hat  diese  Ebene  nichts  voraus  vor  jeder  andern 
durch  33  gelegten  Ebene,  während  die  unendlich -entfernte 
Gerade  g^  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  eine  ausgezeichnete, 
ein  für  alle  Mal  voraus  bestimmte  Gerade  dieser  Ebene  ist. 
Während  also  beim  Kegelschnitt  die  g^  eine  Einteilung  in 
drei  Gattungen  (Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel,  ITi.  d.  K.  §  25) 
hervorruft,  fallt  diese  beim  Kegel  fort. 

Hiervon  macht  nur  ein  Fall  eine  Ausnahme,  nämlich 
wenn  der  Mittelpunkt  9  des  Kegels  selbst  im  Unendlichen 
liegt,  also  sämtliche  Kegelsirahlen  einander  parallel  sind. 
In  diesem  Falle  nennt  man  den  Kegel  einen  Cylinder  und 
die  unendlich-entfernte  Ebene  £^,  welche  im  Räume  eine 
unveränderliche,  ein  für  alle  Mal  gegebene  ist,  wie  in  der 
Ebene  cue  unendlich-entfernte  Gerade  g^,  geht  beim  Cylinder 
durch  den  Mittelpunkt  desselben.  Sie  schneidet  also,  wie 
jede  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kegels  gelegte  Ebene,  den 
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üylinder  im  allgemeinen  in -einem  Linienpaar ^  welches  ent- 
weder aus  zwei  reellen  Geraden  oder  aus  zwei  zusammeo- 
fall^den  Geraden  bestehen  oder  imaginär  sein  kann.  Dem- 
gemäfs  heifst  der  Cylinder  entweder  ein  hyperbolischer^ 
oder  ein  parabolischer  oder  ein  elliptischer,  je  nachdem 
er  die  parallele  Perspektive  einer  Hyperbel^  Parabel  oder 
Ellipse  ist. 

Die  ebenen  Durchschnittskurven  durch  ii^end  einen  Cy- 
linder dieser  drei  Gattungen  gehören  also  auch  immer  einer 
und  derselben  Gattung  an  und  es  kann  [durch  eine  Trans- 
versalebene]  z.  B.  aus  einem  elliptischen  Cylinder  niemals 
eine  Hyperbel  geschnitten  werden. 

Dagegen  können  aus  einem  und  demselben  Kegel  (mit 
endlichem  Mittelpunkt  93)  alle  drei  Gattungen  von  Kegel- 
schnitten durch  eine  Ebene  ausgeschnitten  werden.  Dies  häng^ 
allein  von  der  Stellung  der  schneidenden  Ebene  ab.  Jede 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegels  gelegte  Ebene  schneidet 
denselben,  wie  wir  wissen,  in  einem  Linienpaar^  welches  ent- 
weder reell  oder  imaginär  sein  oder  zusammenfallen  kann. 
Nennen  wir  diese  drei  Gattungen  von  Ebenen  (hyperbolisehe, 
elliptische,  parabolische  oder  Berührungsebenen) 

80  wird  eine  beliebige  Durchschnittsebene,  die  durch .  den 
Kegel  gelegt  wird,  denselben  in  einer  Hyperbel,  Ellipse  oder 
Parabel  schneiden,  je  nachdem  sie  die  Stellung  €^9  f«  oder 
6p  hat;  in  letzterem  Falle  mufs  sie  also  einem  Kegelstrahle 
parallel  sein. 

Obwohl  der  Kegel  S5^*>  aus  der  Perspektive  des  Kegel- 
schnitts hervorgeht,  so  tritt  er  doch  andererseits  selbst  als 
dualistisch  gegenüberstehendes  Gebilde  des  ebenen 
Kegelschnitts  auf;  wenn  wir  nämlich  anstatt,  wie  zu  An- 
fang, von  Strahlenbüschel  und  Punktreihe  in  projektivischer 
Beziehung  und  beliebiger  räumlicher  Lage  auszugehen ,  von 
Strahlenbüschel  und  Ebenenbüschel  ausgehen: 

331  a&c  ...  a; .  .|    und    ^i  [aj/Sjy,  .  .  .  |,  .  .  .] 

in  projektivischer  Beziehung  und  bei  beliebiger  räumlicher 
Lage,  so  tri£ft  jeder  Strahl  x  die  entsprechende  Ebene  S|  in 
einem  Punkte ;  dessen  Ort  offenbar  ein  ebener  Kegelschnitt 
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ist,  welcher  ganz  in  der  Ebene  des  Stralenbüschels  93  [x  \  liegt 
und  als  Erzeugnis  der  beiden  projektivischen  Strahlenbüschel 
erscheint;  deren  eins  SÖ\x\  ist  und  das  andere  der  Durch- 
schnitt der  Ebene  des  ersteren  mit  dem  Ebenenbüschel  !i[S|]* 
Hiernach  steht  dieser  Kegelschnitt  dualistisch  gegenüber  dem 
vorigen  Kegel.    Den  Punkten  des  Kegelschnitts  entsprechen 
die  Berührungsebenen  des  Kegels;  der  Ebene  des  Kegelschnitts 
der  Mittelpunkt  des  Kegels,  den  Tangenten  des  Kegelschnitts 
die  Strahlen  des  Kegels.    Überhaupt  steht  dem  Kegelschnitt 
in  der  Geometrie  der  Ebene  dualistisch  gegenüber  der  Kegel 
in  der  Geometrie  des  Punktes.    Ebenso  wie  wir  uns  die  Ebene 
erfüllt  denken  mit  Punkten  und  Strahlen  (als  Punkt-feld 
und  Strahlen-feld),   können. wir    durch   einen  Punkt  im 
Baume  die  gleiche  Mannigfaltigkeit  von  Strahlen  und  von 
Ebenen  hindurchlegen  und  nennen  dieses  Gebilde  gleichzeitig 
Strahlenbündel  und  Ebenenbündel.    Obwohl  nun  diese 
Gebilde  der  zweiten  Stufe  angehören  und  demgemäfs  auch 
erst  in  dem  zweiten  Abschnitt  näher  untersucht,  werden  sollen/ 
so  ist  es  doch  ein  von  ihnen  abhängiges  Gebilde ,  welches 
wir  schon  beim  Kegelschtiitt  kennen  gelernt  haben,  und  dessen 
dualistisch  gegenüberstehendes  Gebilde  bei  der  Untersuchung 
des   Kegels   unser  hauptsächlichstes   Interesse   in   Anspruch 
nimmt.    Wir  haben  in    der  Theorie    der  Kegelschnitte  das 
ebene  Polarsystem  kennen  gelernt,  als  dessen  besondere 
Elemente  die  Punkte  und  Tangenten  des  Kegelschnitts  auf- 
treten (Th.  d.  K.  §  56)  und  welches  als  der  Vertreter  des 
Kegelschnitts  anzusehen  ist,    auch  wenn  derselbe  gar  keine 
reellen  Punkte  und  Tangenten  hai    Dem  entsprechend  ist  die 
Perspektive  des  ebenen  Polarsystems  von  irgend  einem  Punkte 
S  des  Baumes  aus  genommen,  das  Polarbündel,  der  Ver- 
treter des  Kegels,  und  in  dem  reellen  Falle  sind  die  incidenten 
konjugierten  Elemente  des  Polarbündels  die  Strahlen  und  Be- 
rühningsebenen  des  Kegels,  welche  aber  auch  sämtlich  imaginär 
sein  können. 

Bevor  wir  auf  die  nähere  Untersuchung  des  Polarbün- 
dels eingehen,  bemerken  wir  einen  charakteristischen  Unter- 
schied zwischen  ihm  und  dem  ebenen  Polarsystem.  Dieses 
hat  nämlich  eine  ausgezeichnete  von  vom  herein  gegebene 
Gerade  a  ,  die  unendlich-entfernte  Gerade,  während  ein  ein- 
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ziges  analoges  ausgezeichnetes  Element  beim  PolarbQndel  nicht 
vorhanden  ist.  Welche  besonderen  Elemente  «hier  an  die 
Stelle  treten^  werden  wir  später  sehen, 

§  7.    Das  Polarbündel.     Konstruktion  desselben  aus  den 
Elementen  der  projektivischen  Gebilde. 

Obwohl  wir  die  allgemeinen  Eigenschaften  des  Polar- 
bündels aus  der  Perspektive  des  ebenen  Polarsystems  ableiten 
können;  so  ziehen  wir  es  doch  vor^  dieselben  aus  den  Ele- 
menten der  projektivischen  Gebilde  ^  welche  den  Kegel  er- 
zeugen ;  unabhängig  herzuleiten  und  das  PolarbQndel  in  fol- 
gender Weise  zu  konstruieren: 

Gegeben   sind  zwei  projektivische  Gebilde:    ein  ebenes 

Strahlenbüschel: 

S8\abc  .  .  .  X  .  . .  I 

und  eine  gerade  Punktreihe: 

t  \^l  v^  C|  •  •  •  ]Cj  •  •  •^• 

Eine  beliebige  durch  ^  gelegte  Ebene  6  schneidet  die  Ge- 
bilde im  allgemeinen  in  zwei  sich  nicht  entsprechenden  Ele- 
menten,  einem  Strahl  x  und  einem  Punkt  ^,,  denen  ent- 
sprechen mögen  der  Punkt  j:^  und  der  Strahl  y\  durch  y 
und  >*,  wird  eine  Ebene  gelegt,  welche  a  in  einem  Strahle  l 
schneidet;  von  Sä  aus  gehen  dann  drei  Strahlen  in  einer 
Ebene,  nämlich  der  letzte  Schnittstrahl  l  und  die  Strahlen  y 
und  1 3)  jCj  I ;  zu  diesem  wird  der  vierte  harmonische  dem  Schnitt- 
strahl l  zugeordnete  Strahl  s  konstruiert  und 

der  Ebene  6  .  . .  der  Strahl  s 

zugeordnet,  dann  konstituieren  0  und  $  als  Polarebene  und 
Polarstrahl  ein  Polarbündel,  dessen  Kemfiäche  der  Kegel  ist, 
welcher  von  den  gegebenen  projektivischen  Gebilden  erzeugt 
wird,  (d.  h.  für  diesen  Kegel  sind  allemal  6  und  s  Polarebene 
und  Polarstrahl). 

Die  Betrachtung  gestaltet  sich  symmetrischer,  wenn  wir 
statt  der  Punktreihe: 

ein  mit  derselben  perspektivisches  Strahlenbüschel  von  iB  aus 
legen  und  dessen  Strahlen  bezeichnen: 
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* 

93 1 6^1  Z) j  C|  • .  .  ^]  .  . .  I ; 

wo  ISy,  I  =  x^  ist. 

Dann  haben  wir  zwei  projektivische  Strahlenbüschel  mit 
gemeinsamem  Mittelpunkt  in  verschiedenen  Ebenen.  Die 
Schnittlinie  der  beiden  ebenen  Trager  vereinigt  zwei  nicht 
entsprechende  Strahlen  e  und  /*, ,  deren  entsprechende  Strahlen 
«,  und  f  seien;  diese  werden  darch  eine  Ebene  r  verbunden. 
Nehmen  wir  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  xxy^ 
und  y^i  hinzu,  so  giebt  die  Projektivitat  der  Büschel  die 
Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

iefxy)  =  {e,Ux^y^) 

oder  («/^^y)  =  (Aöiyi^i); 

da  nun  e  mit  f^  koinzidiert^  so  liegen  diese  vier  Strahlenpaare 
perspektivisch,  d.  h.  in  demselben  Ebenenbüschel,  durch  dessen 
Axe  also  die  drei  Ebenen  gehen: 

[/"«il;    [^yi]>    [y^j]- 

Dies  sagt  aus,  dass.die  Schnittlinie: 

in  der  festen  Ebene  z  sich  bewegt  ^  welche  die  Strahlen  f 
und  ß,  verbindet. 

Wir  bezeichnen  nun  die  veränderliche  Ebene  [xy^  durch 
6  und  suchen  zu  dem  Schnittstrahl  l  und  den  Strahlen  yx^ 
den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Stra.hl  s,  so  dafs 

{yx^ls)  =  '-l 

wird.  Dadurch  wird  der  Ebene  0  der  Strahl  s  zugeordnet 
und  wir  wollen  die  Abhängigkeit  dieser  einander  zugeord- 
neten Elemente  untersuchen,  indem  wir  zeigen,  dass 

1)  wenn  einer  beliebigen  Ebene  a  (durch  93)  mittelst  der 
angegebenen  Konstruktion  der  Strahl  s  zugeordnet  ist^  als- 
dann irgend  einer  durch  s  gelegten  Ebene  ^  ein  Strahl  s 
zugeordnet  ist,  welcher  in  der  ersten  Ebene  6  liegen  mufs. 

Beweis. 

Möge  eine  beliebige  durch  s  gelegte  Ebene  ^  die  Träger 

£  und  £,  der  beiden  projektivischen  Strahlenbüscbel  in    den 

Strahlen 

u  und  «;, 

schneiden,  deren  entsprechende 
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u^  and  V 
seien,  dann  wird  sowohl  die  Schnittlinie 

I  MVi,  vu^  \  =  m 
als  auch  die  Schnittlinie 

nach  dem  Obigen  in  derselben  festen  Ebene  r  liegen,  in 
welcher  auch  l  liegt. 

Werden  nun  die  vier  harmonischen  Strahlen: 

y  x^l  8 

mit  Vy  durch  vier  Ebenen  verbunden ,  so  erhalten  wir  vier 
harmonische  Ebenen,  welche  die  Ebene  r  wieder  in  vier  har- 
monischen Stralilen  schneiden  müssen,  nämlich: 

und  diese  vier  harmonischen  Strahlen  werden  mit  y^  ver- 
bunden vier  neue  harmonische  Ebenen  liefern^  deren  Durch- 
schnitt   mit    der   Ebene    \vu{\    folgende    vier    harmonische 

Strahlen  liefert: 

V  u^  s  w, 

wo  8  den  Schnittstrahl  der  Ebene  [y^  l\  oder  <f  mit  der  Ebene 
[vu,]  bedeutet;  hiemach  ist  also  s  der  vierte  harmonische 
Strahl  zu  vu^  und  m,  dem  letzteren  Strahle  zugeordnet  und 
liegt  in  der  Ebene  ö,  wodurch  unser  Satz  bewiesen  ist. 

2)  Wenn  wir  die  Ebene  a  um  eine  beliebige  in  ihr  fest- 
gehaltene Axe  8  herumdrehen,  so  verändert  sich  auch  ihr 
zugeordneter  Strahl  5  und  beschreibt  eine  bestimmte  Ebene  (f\ 
so  dafs  das  Ebenenbüschel  ^  [ö]  und  das  ebene  Strahlenbüschel 
<^\s]  projektivisch  sind  und  involutorisch  liegen. 

Beweis. 

Bei  der  Drehung  der  veränderlichen  Ebene  a  um  den 
in  ihr  festgehaltenen  Strahl  s  beschreiben  die  beiden  Strahlen 
X  und  y^  zwei  perspektivisch  liegende  Strahlenbüschel  in  den 
Ebenen  €  und  e^y  welche  das  Ebenenbüschel  8[o]  durch- 
schneiden. Wegen  der  Projektivität  der  beiden  gegebenen 
Gebilde  beschreibt  nun  x^  ein  mit  x  und  y  ein  mit  yi  pro- 
jektivisches  Strahlenbüschel,  folglich  sind  auch  die  von  den 
Strahlen  x^  nnd  y  beschriebenen  Strahlenbüschel  mit  dem 
Ebenenbüschel  s'  [a],  also  auch  unter  sich  projektivisch. 
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Die  veränderliche  Ebene  [x^  y]  wird  daher  einen  Kegel  um- 
hüllen, welcher  aufser  den  beiden  Trägem  €  und  £|  offenbar  auch 
die  Ebene  t  berührt,  denn  sobald  die  veränderliche  Ebene  6  in  . 
die  Lage  [se]  (oder  [s'f^J)  gelangt,  geht  x^  in  e^  und  y  in  /'über, 
also  ist  [e^f]=r  auch  eine  Berührungsebene  des  vorigen  Kegels. 
Dieser  Eegel  (der  ein  anderer  ist,  als  der  von  den  gegebenen 
projektivischen  Strahlenbüscheln  erzeugte)  hat  drei  feste  Beruh- 
rungsebenen  s  8^  r,  und  eine  veränderliche  Berührungsebene 
schneidet  dieselben  in  drei  Strahlen  y  x^  l,  zu  denen  allemal 
der  vierte  harmonische,  dem  l  zugeordnete  Strahl  s  konstruiert 
wird.  Wir  wissen  aber,  dafs  „wenn  vier  feste  Ebenen,  die 
durch  einen  Punkt  3ß  gehen,  von  einer  durch  diesen  Punkt 
gelegten  veränderUchen  Ebene  in  vier  Strahlen  geschnitten 
werden,  deren  Doppel  Verhältnis  bei  gegebener  Zuordnung 
einen  konstanten  Wert  hat  (hier  =  —  1),  die  veränderliche 
Ebene  einen  Kegel  umhüllt,  welcher  die  vier  festen  Ebenen 
berührt",  und  können  diesen  Satz  so  umkehren :  „Wenn  drei 
feste  Berührungsebenen  {a  s^  r)  eines  Kegels  von  einer  ver- 
änderlichen Berührungsebene  desselben  in  drei  Strahlen  (yXiJ) 
geschnitten  werden  und  in  dieser  Ebene  ein  vierter  Strahl  (s)  so 
konstruiert  wird,  dafs  das  Doppelverhältnis  derselben  {yx^ls) 
bei  gegebener  Zuordnung  einen  unveränderlichen  Wert  behält 
(hier^ l),dann  mufs  derStrahl  seine  vierte  feste  Berührungs- 
ebene des  Kegels  durchlaufen"  (vergl.  Th.  d.  K.  S.  124). 

Hierdurch  ist  also  nachgewiesen,  dafs  bei  der  Drehung 
der  Ebene  0  um  einen  festen  Strahl  s'  der  ihr  zugeordnete 
Strahl  s  eine  Ebene  &  beschreibt  und  in  dieser  ein  Strahlen- 
büschel um  den  Punkt  iB  erzeugt.  Die  Projektivität  dieses 
Strahlenbüschels  mit  dem  vorigen  Ebenenbüschel  s'  [ö']  leuchtet 
unmittelbar  ein,  weil  eine  veränderliche  Berührungsebene 
eines  Kegels  irgend  zwei  fesf.e  Berührungsebenen  allemal  in 
projektivischen  Strahlenbüscheln  schneidet,  also  hier  die  ver- 
änderliche Berührungsebene  [x^  y]  des  vorigen  Kegels  die  beiden 
festen  Berührungsebenen  &  und  t  in  den  Strahlen  s  und  l 
schneidet,  welche  projektivische  Strahlenbüschel  beschreiben 
müssen.  Das  von  l  beschriebene  Strablenbüschel  liegt  aber 
perspektivisch  mit  dem  Ebenenbüschel,'  welches  6  beschreibt, 
also  sind  auch  Ebenenbüschel  s'[0]  und  Strahlenbüschel  0'\s\ 
projektivisch.    Dafs  endlich  die  beiden  projektivischen  Gebilde 

Scmfim,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Oidn.  3 
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involutorisch  liegen*;  zeigt  der  Satz  1)^  welcher  aussagt,  dafs, 
wenn  man  eine  Ebene  a  und  den  ihr  zugeordneten  Strahl  s 
hat;  einer  durch  s  gelegten  Ebene  (f  ein  Strahl  $'  zugeordnet 
ist;  welcher  in  ö  liegen  mufs.  Hierdurch  ist  aber  die  involn- 
torische  Lage  erwiesen ;  und  es  folgt  zugleich;  dafs  zu  der 
Ebene  &  der  zugeordnete  Strahl  s'  sein  mufs.  Denn  denken 
wir  uns  zwei  Ebenen  6  durch  $'  gelegt;  eine  erste  und  eine 
zweite,  so  sind  ihnen  zwei  Strahlen  s  zugeordnet;  welche  die 
Ebene  &  bestimmen.  Da  nun  diese  Ebene  ö'  durch  den 
ersten  und  auch  durch  den  Zweiten  der  Strahlen  s  geht,  so 
mufs  der  ihr  zugeordnete  Strahl  sowohl  in  der  ersten  als 
auch  in  der  zweiten  der  Ebenen  iS  liegen  kraft  des. Satzes  l), 
folglich  der  Strahl  s  sein. 

Hierdurch  ist  nun  die  Natur  des  Polarbündels  vollständig 
klar  gelegt: 

Jeder  durch  den  Mittelpunkt  SB  des  Polarbündels  gellten 
Ebene  6  wird  ein  bestimmter  durch  S3  gehender  Strahl  s 
(vermittelst  der  oben  angegebenen  Konstruktion)  zugeordnet; 
er  soll  der  Polarstrahl  der  Ebene  heifsen.  Gleichzeitig  wird 
jedem  Strahl  s'  durch  33  'eine  bestimmte  Ebene  (/  zugeordnet, 
welche  die  Polarebene  des  Strahls  heisst;  indem  für  alle  durch 
s'  gelegten  Ebenen  die  Polarstrahlen  in  der  Polarebene  d'  liegen. 
Dreht  sich  die  veränderliche  Ebene  ö  um  einen  in  ihr  fest- 
gehaltenen Strahl  s,  und  beschreibt  also  ein  Ebenenbüsehel, 
so  bewegt  sich  ihr  Polarstrahl  s  in  einer  festen  Ebene  &y  der 
Polarebene  des  Strahls  s  und  beschreibt  ein  ebenes  Strahlen- 
büschel; welches  mit  dem  von  <f  beschriebenen  Ebenenbüschel 
projektivisch  ist  und  involutorisch  liegt,  d.  h.  legt  man  durch 
s'  ein  Ebenenbüschel  [0']  und  verbindet  zugleich  s'  mit  den 
Polarstrahlen  s  der  Ebenen  a,  so  erhält  man  Ebenenpaare 
einer  Ebeneninvolution.  Dreht  man  in  einer  beliebigen  Ebene 
ö'  einen  Strahl  8  um  den  Mittelpunkt  Sß  und  bestimmt  zugleich 
den  Schnittstrahl  der  Polarebene  0  von  s  mit  der  Ebene  6, 
so  erhält  man  in  dieser  Ebene  eine  Strahleninvolution.  Im 
Polarbündel  ist  also  jede  durch  93  gelegte  Ebene  der  Träger 
einer  bestimmten  Strahleninvolution  und  jeder  durch  i^ 
gehende  Strahl  die  Äxe  einer  bestimmten  Ebeneninvolution; 
sind  0  und  s  Polarebene  und  Polarstrahl;  so  li^en  die  ihnen 
zugehörigen  Involutionen  perspektivisch. 
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Unter  den  samtlichen  Strahlen-  und  Ebenen-Involutionen, 
welche  in  einem  Polarbündel  enthalten  sind,  kann  es  hyper- 
bolische^  parabolische  und  elliptische  geben ;  die  parabolischen 
erfüllen ;  wie  wir  sehen  werden ,  einen  gewissen  Ort;  die 
andern  gewisse  Gebiete,  welche  durch  jenen  Ort  von  einander 
getrennt  werden. 

Im  allgemeinen  werden  Polarebene  und  Polarstrahl  eines 
Polarbündels  nicht  in  einander  liegen;  suchen  wir  zunächst 
solche  besondere  Ebenen  im  Bündel  {ß)  auf,  deren  Polar- 
strahlen in  ihnen  selbst  liegen.  Wenn  eine  Ebene  [xy^]  ^=o 
(§7),  welche  in  l  die  Ebene  x  schneidet,  ihren  Polarstrahl 
selbst  enthalten  soll,  so  mufs  die  Ebene  [o^^y],  welche 
sowohl  den  Polarstrahl  s  als  auch  den  Strahl  {  enthält,  mit 
der  vorigen  zwei  Strahlen  gemein  haben,  die  zusammenfallen, 
d.  h.  es  mnss  x  mit  y  und  y^  mit  x^  zusammenfallen,  oder 
die  gesuchte  Ebene  ö  muis  eine  Berührungse1»ene  des  Kegels 
sein,  welcher  das  Erzeugnis  der  beiden  ursprünglich  gegebenen 
projektivischen  Büschel  S3|^|  und  ^\x^\  ist.  In  diesem  Falle 
wird  der  Polarstrahl  s  der  vierte  harmonische  zu  l  zugeordnete 
und  ist  als  Schnittstrahl  zweier  unendlich-naher  Berührungs- 
ebenen {[xx^']  und  [yj/]])  d.  h.  als  Berührungsstrahl  oder 
Eegelstrahl  erkennbar. 

Eine  Berührungsebene  des  Kegels  [des  Erzeugnisses  der 
gegebenen  projektivischen  Büschel  ^\x\  und  S|^i|]  hat  also 
zu  ihrem  Polarstrahl  den  in  ihr  liegenden  Kegelstrahl  (Be- 
rahrungsstrahl),  und  umgekehrt  hat  ein  Kegelstrahl  zu  seiner 
Polarebene  die  Berührungsebene  am  Kegel  längs  dieses 
Strahles.  Berührungsebene  und  Kegelstrahl  erscheinen  hier- 
nach als  besondere  Fälle  von  Polarebene  und  Polarstrahl; 
die  zugehörigen  Strahlen-  und  Ebeneninvolutionen  nehmen 
in  diesem  Falle  den  parabolischen  Charakter  an.  Da  die 
Strahlen  und  Berührungsebenen  des  Kegels  unabhängig  sind 
von  der  Erzeugung  desselben  durch  die  ursprünglichen  Büschel 
331a;|  und  iB|a?il,  so  bleiben  auch  die  parabolischen  Strahlen- 
und  Ebeneninvolutionen  unabhängig  von  der  Erzeugung  des 
Kegels.  Sie  trennen  die  Gebiete  der  hyperbolischen  und 
elliptischen  Involutionen  von  einander. 

3* 
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Nehmen  wir  einen  Strahl  s-  (durch  33)  als  die  Axe  einer 
hyperbolischen  Ebeneninvolution  im  Polarbündel  an,  so  müssen 
die  beiden  Asymptotenebenen  derselben  offenbar  Berührungs- 
ebenen  des  Kegels  sein,  weil  ihre  Polarstrahlen  in  ihnen  selbst 
liegen ;  also  die  Polarebene  6  des  Strahls  s  ist  nichts  anderes, 
als  diejenige  Ebene,  welche  die  beiden  Berührangsstrahleu 
der  durch  s  an  den  Kegel  gelegten  Berührungsebenen  ver- 
bindet. Diese  Ebeneninvolution  ist  aber  durch  die  beiden 
Asymptotenebenen  vollständig  bestimmt,  also  auch  unabhängig 
von  der  Erzeugung  des  Kegels.  Ebenso  ist  der  Polarstrahl  s 
einer  Ebene  a^  welche  den  Kegel  in  zwei  Strahlen  schneidet, 
nichts  anderes  als  die  Schnittlinie  der  beiden  Berührungs- 
ebeuen  des  Kegels  längs  jenen  Strahlen  und  die  Strahleninyoln- 
tion,  welche  einer  Ebene  ö  im  Polarbündel  zugehört ,  hat  zu 
Asymptoten  die  beiden  Kegelstrahlen,  in  welchen  die  Ebene 
6  den  Kegel  schneidet. 

Für  den  hyperbolischen  Fall  sind  also  ebenso  wie  für 
den  parabolischen  Fall  Polarebene  und  Polarstrahl  mit  ihren 
Involutionen  unabhängig  von  der  ursprünglichen  Erzeugung 
des  Kegels.  Hyperbolische  Strahlen  s  sind  diejenigen  in  dem 
ganzen  Gebiete  auCserhalb  des  Kegels,  welches  von  sämtlichen 
Berührungsebenen  des  Kegels  erfüllt  wird;  hyperbolische 
Ebenen  a  alle  diejenigen,  welche  den  Kegel  in  reellen  Strahlen- 
paaren schneiden.  Jetzt  bleiben  für  das  übrige  Gebiet  nur 
noch  die  elliptischen  Involutionen.  Dafs  auch  diese  unab- 
hängig sind  von  der  ursprünglichen  Erzeugung  des  Kegels, 
folgt 'daraus,  dafs  die  hyperbolischen  und  parabolischen  es 
sind  und  die  elliptischen  vermittelst  der  hyperbolischen  kon- 
struiert werden  können. 

Nehmen  wir  einen  Strahl  s  (durch  iß)  als  die  Axe  einer 
elliptischen  Ebeneninvolution  im  Polarbündel  an,  so  darf 
keine  Berührungsebene  des  Kegels  durch  ihn  gehen ;  er  mufs 
also  ganz  in  dem  Gebiete  innerhalb  des  Kegels  liegen,  welches 
von  keiner  Berührungsebene  getroffen  wird.  Hieraus  folgt, 
dass  jede  durch  s  gelegte  Ebene  &  eine  hyperbolische  sein 
mufs,  d.  h.  den  Kegel  in  zwei  reellen  Strahlen  schneidet; 
denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müfste  die  Ebene  6'  ganz 
in  dem  von  den  Berührungsebenen  erfüllten  Gebiete  liegen, 
und  es  müfsten  in  jedem  durch  ^  gehenden  Strahle  der  Ebene 
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f/  (also  auch  in  i)  zwei  Berühnmgsebenen  des  Kegels  sich 
schneiden  ^  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Die  Polarebene 
6  des  elliptischen  Strahls  s  ist  aber  offenbar  der  Träger  einer 
eUiptischen  Strahleninvolution  w^gen  der  perspektivischen 
Lage  zweier  Involutionen ;  deren  Träger  Polarebene  und  Polar- 
strahl sind. 

Wir  nennen  kurz  elliptischen  oder  hyperbolischen  Strahl 
im. Polarbündel,  elliptische  oder  hyperbolische  Ebene  solche^ 
welche  die  Äxen  oder  Träger  bez.  zugehöriger  elliptischer 
oder  hyperbolischer  Involutionen  sind^  und  haben  demgemäfs 
folgendes  Verhalten: 

Durch  einen  elliptischen  Strahl  im  Polarbündel  gehen 
nur  hyperbolische  Ebenen  9  in  einer  elliptischen  Ebene  liegen 
nur  hyperbolische  Strahlen;  durch  einen  byperbolischen  Strahl 
gehen  sowohl  elliptische ;  als  auch  hyperbolische  Ebenen^ 
welche  durch  zwei  parabolische  Ebenen  (Berührungsebeuen) 
von  einander  getrennt  werden;  in  einer  hyperbolischen  Ebene 
liegen  sowohl  elliptische  als  auch  hyperbolische  Strahlen^ 
welche  durch  zwei  parabolische  Strahlen  (Eegelstrahlen)  von 
einander  getrennt  werden. 

Konjugierte  Strahlen  im  Polarbündel  (oder  in  Bezug 
auf  den  Kegel)  heifsen  zwei  solche  Strahlen  durch  ®^  welche 
konjugierte  Strahlen  in  derjenigen  Strahleninvolution  sind, 
deren  Träger  die  Verbindungsebene  beider  Strahlen  ist^  oder 
auch:  zwei  solche  Strahlen ,  von  denen  jeder  in  der  Polar- 
ebene  des  andern  liegt. 

KonjugierteEbenenim  Polarbündel  heifsen  zwei  solche 
Ebenen  durch  $,  welche  konjugierte  Ebenen  in  derjenigen 
Ebeneninvolution  sind,  d^ren  Axe  die  Schnittlinie  beider 
Ebenen  ist,  oder  auch:  zwei  solche  Ebenen,  deren  jede  durch 
den  Polarstrahl  der  andern  geht. 

Konjugierte  Strahlen  und  Ebenen  im  Polarbündel  bieten 
mehrere  bemerkenswerte  Sätze  dar: 

Wenn  wir  in  einer  beliebigen  durch  93  gelegten  Ebene 
£  einen  veränderlichen  Stiiahl  x  bewegen,  so  ist  das  von  ihm 
beschriebene  Strahlenbüschel  projektivisch  mit  dem  Ebenen- 
büschel, welches  die  Polarebene  \  des  Strahles  x  beschreibt; 
möge  diese  Polarebene  %  irgend  eine  zweite  durch  33  gelegte 
Ebene  d  in  dem  Strahle  oi  schneiden,  so  sind  x  und  x  kon- 
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jugierte  Strahlen  im  Polarbüudel  Ulid  beschreiben  in  den 
Ebenen  b  und  €  zwei  projektivische  Strahlenbüschel.  Dem 
Schnittetrahl  \€b\  entspricht,  weil  er  in  beiden  Ebenen  liegt, 
je  einmal  ein  konjugierter  Strahl  in  jeder  der  beiden  Ebenen 
und  die  Ebene  r,  welche  diese  beiden  Strahlen  verbindet^ 
mufs  die  Polarebene  des  Strahles  \6s\  sein,  weil  sie  zwei 
zu  ihm  konjugierte  Strahlen  enthält.  Wir  wissen  aber  (§  7), 
dafs  in  der  Ebene  r  allemal  die  Schnittlinie: 

liegen  mufs,  wo  xx'  und  yy  irgend  zwei  Paare  konjugierter 
Strahlen  in  den  Ebenen  a  und  b  bedeuten ;  folglich  liegt  der 
Schnittstrahl  \xyy  xy\  in  der  Polarebene  des  Schnittstrahls 
l^y  >  ^'y'  \}  d-  h-  diese  beiden  Strahlen  sind  ebenfalls  konjugierte. 
Wir  haben  also»  folgenden  Satz: 

Wenn  im  Polarbündel  (33)  irgend  zwei  Paare 
konjugierter  Strahlen  xx  und  yy  sind,  so  sind  die 
Strahlen 

\xy\  x'y\    und    \xy,  xy\ 

allemal  ein  drittes  Paar  konjugierter  Strahlen. 

Und  in  gleicher  Weise  gilt  der  polar-gegenüberstehende 
Satz: 

Wenn  im  Polarbündel  (33)  irgend  zwei  Paare 
konjugierter  Ebenen  |6'  und  lyij'  sind,  so  sind  die 
y  er  b  in  dungs  ebenen: 

[U,  1'V\     und     [Iri,  l'ri] 

allemal  ein  drittes  Paar  konjugierter  Ebenen. 

Wenn  wir  irgend  zwei  konjugierte  Strahlen  xx  im  Polar- 
bündel durch  eine  Ebene  verbinden  und  von  derselben  den 
Polarstrahl  x"  nehmen,  so  ist  offenbar  nicht  blofs  a?"  der 
Polarstrahl  der  Ebene  [xx'^,  sondern  auch  x  der  Polarstrahl 
der  Ebene  [a;'a?"]  und  x  der  Polarstrahl  der  Ebene  [xx]\  es 
ist  also  jeder  der  drei  Strahlen  xxx"  der  Polarstrahl  der  die 
beiden  übrigen  verbindenden  (gegenüberliegenden)  Ebene,  und 
zugleich  jede  der  drei  Ebenen  [xx\  [a;a;"],  [xx'']  die  Polar- 
ebene  des  dritten  (gegenüberliegenden)  Strahles.  Ein  solches 
Tripel  von  Strahlen  und  gleichzeitig  Ebenen  ^ennt  man 
ein  Polardreikant  und  gleichzeitig  Polardreiflach  im 
PolarbündeL 
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Ist  einer  von  drei  Strahlen  eines  Polardreikants  ein 
elliptischer,  so  müssen  nach  dem  Vorigen  die  beiden  durch 
ihn  gehenden  Ebenen,  also  auch  die  beiden  übrigen  Strahlen 
des  Polardreikants  hyperbolische  sein;  ist  dagegen  einer  der 
drei  Strahlen  eines  Polardreikants  hyperbolisch,  so  muis  die 
ihm  gegenüberliegende  Ebene  auch  eine  hyperbolische  sein, 
und  da  die  beiden  in  ihr  liegenden  konjugierten  Strahlen  des 
Polardreikants  durch  die  Asymptoten  harmonisch  getrennt 
werden ,  so  mufs  einer  derselben  ein  elliptischer,  der  andere 
ein  hyperbolischer  sein;  wir  haben  also  wie  im  vorigen  Fall 
dasselbe  Ergebnis: 

Von  den  drei  Strahlen  eines  Polardreikants 
(und  den  drei  El)enen  eines  Polardreiflachs)  ist 
immer  einer  (eine)  elliptisch  and  die  beiden  anderen 
hyperbolisch. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Paare  konjugierter  Strahlen : 

XX     und    yy 

und  seien  die  Polarstrahlen  der  Ebenen  [xx]  und  [yy]  durch 
X   und  y'  bezeichnet,   dann  haben  wir  zwei  Polardreikante: 

XX  x"    und    yyy"\ 

da  nun  nach  dem  vorigen  Satze  die  beiden  Strahlen 

\x]l^  xy\    und    \xy,  xi/\ 

auch  konjugierte  Strahlen  sein  müssen,  also  der  eine  in  der 
Polarebene  des  andern  liegen  mufs  und  die  Polarebene  des 
ersteren  die  Yerbindungsebene  der  beiden  Strahlen: 

\xx'\  yy'\    und    \xa!',  yy"\     ist, 

80  müssen  die  drei  Strahlen: 

\^y,  ^y'\y   \^^\  yy'\i   \^^'>  yy"\ 

in  einer  Ebene  liegen;  diese  sind  aber  die  Durchschnitts- 
linien der  gegenüberstehenden  Seitenflächen  eines  einfachen 

Sechskants : 

/ff  ff     f 

XX    X  y  y    y, 

dessen  sechs  Kanten  infolge  der  Umkehrung  des  Pasc  alschen 
Satzes  auf  eiuemKegel  liegen  müssen ;  wir  erhalten  also  den  Satz : 
Die  sechs  Strahlen  zweier  Pdlardreikante  im 
Polarbündel  sind  allemal  sechs  Strahlen  eines 
Kegels,  und  ebenso  den  polaren  Satz: 
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Die  sechs  Ebenen  zweier  Polardreiflache  im 
Polarbündel  sind  allemal  sechs  Berührungsebenen  ' 

eines  Kegels. 

Eine  weitere  Folge  des  obigen  Satzes  liefert  eine  Be- 
Ziehung  zwischen  irgend  einem  Dreikant  und  seinem  Polar- 
dreiflach. 

Seien  drei  beliebige  durch  den  Mittelpunkt  Sß  eines  Polar- 
bündels gezogene  Strahlen  oc  y  0  und  ihre  drei  Polarebenen 
i  ri  i]  bezeichnen  wir  die  Schnittlinien: 

Dann  sind  offenbar  x'  und  y  ein  Paar  konjugierter  Strahlen 
und  ebenso  auch  y  und  x,  mithin  nach  dem  vorigen  Satze 
auch 

ein  drittes  Paar  konjugierter  Strahlen;  nun  ist  aber  [a;'y']  =  £ 
die  Polarebene  von  z  und  [xy]  die  Polarebene  von  [gi^j«/, 
also  der  Strahl  \xy,  x'y'\  der  Polarstrahl  der  Ebene  [j?/j,  in 
in  welcher  notwendig  der  zweite  Strahl  \xx\  yy\  liegen 
muss^  d.  h. 

Die  drei  Ebenen  [a;ic'],  [yy"],  [^/]  schneiden  sich  in 
einem  Strahle  und  daher  gilt  der  Satz: 

Im  Polarbündel  liegen  ein  beliebiges  Dreikant 
und  seine  Polarfigur  perspektivisch  d.  h. 

Sind  X  y  z  drei  beliebige  Strahlen  im  Polarbündel  und 
ihre  Polarebenen  S  1^  S,  und  bezeichnen  wir  die  Schnittlinien: 

und  die  Yerbindungsebenen: 

[y^]  =  i\    [ex']  =  fi\    [xy]  =  r, 

so  schneiden  sich  sowohl  [xx'],  [yy'J,  [jsg]  in  einem  Strahle, 
als  auch  liegen  \^i'\,  1^7 17'!,  \tt\  in  einer  Ebene  und  diese 
ist  die  Polarebene  des  vorigen  Strahls. 

Zu  den  Kegelstrahlen  (parabolischen  Strahlen  des  Polar- 
bündels) steht  ein  beliebiges  Polardreikant  in  eigentümlicher 
Beziehung,  die  wir  noch  hervorheben  wollen: 

Seien  x  y  0  die  drei  Kanten  eines  Polardreikants  im 
Polarbündel  (oder  in  Bezug  auf  den  Kegel),  und  wird  durch 
einen  Polarstrahl  x  eine  solche  Ebene  gelegt,  welche  den 
Kegel  in  zwei  reellen  Strahlen  b  und  c  schneidet;  möge  ferner 
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die  Ebene  [cy]  dem  Eegel  in  dem  zweiten  Eegelstrahl  a  be- 
gegnen, dann  mufs  die  Ebene  [y^],  als  Polareoene  yon  x 
durch  den  vierten  harmonischen  Strahl  x  gehen,  so  dafs 

{bcxx')  =  —  1 

ist  und  ebenso  muis  die  Ebene  [xg]y  als  Polar  ebene  von  y, 
durch  den  vierten  harmonischen  Strahl  y  gehen,  so  dais 

.     (cayy)  =  —  1 

ist;  aus  der  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse 

(cbxx)  =  (cayy) 

folgt  die  Projektivitat  und  aus  der  Koinzidenz  von  c  die  per- 
spektivische Lage  der  beiden  ebenen  Strahlenbüschel,  so  dafs 
also  die  drei  Ebenen: 

[ah],    [xy"],  [xy] 

sich  in  einem  Strahle  schneiden  müssen;  die  Ebene  [xy]  ist 
aber  identisch  mit  [x0]  und  die  Ebene  [yx']  identisch  mit  [yz], 
also  die  Schnittlinie  \xy',  xy\=£i  und  daher  mufs  [a&]  durch 
e  gehen;  die  drei  Flächen  des  Dreikants  abc  gehen  also 
durch  die  drei  Strahlen  xyz  des  Polardreikants;  [bc]  durch  x, 
[cd]  durch  y,  [ab]  durch  z. 

Durch  Veränderung  der  ersten  durch  x  gelegten  Ebene  er- 
halten wir  unendlich  viele  dem  Eegel  einbeschriebene 
Dreiflache,  deren  Ebenen  durch  die  drei  Eanten 
eines  gegebenen  Polardreikants  gehen. 

Halten  wir  andererseits  in  der  Figur  den  Strahl  c  und 
den  Strahl  z  fest,  verändern  aber  das  Paar  konjugierter 
Strahlen  x  und  y  in  der  fest  bleibenden  Polarebene  von  jer, 
welches  die  dieser  Ebene  zugehörige  Strahleninvolution  erzeugt, 
so  werden  die  Ebenen  [ex']  und  [cy]  eine  Ebeneninvolution 
erzeugen,  und  während  die  Eegelsixahlen  a  und  b  sich  ver- 
ändern, wird  die  Verbindungsebene  [ab]  durch  den  festen 
Strahl  jg  laufen.     Wir  erhalten  hierdurch  folgenden  Satz: 

Wenn  man  irgend  einen  Eegelstrahl  (c)  mit  den 
Strahlenpaaren  der  einer  beliebigen  Ebene  im 
Polarbündel  zugehörigen  Strahleninvolution  durch 
Bbenenpaare  verbindet,  so  durchschneiden  die- 
selben den  Eegel  zum  andern  Male  in  Strahlen- 
paaren {ab),   deren  Verbindungsebene  durch  einen 
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festen   Strahl   läuft^    den   Polarstrahl   der   ebenen      "j 
Strahleninvolution. 

Oder  umgekehrt: 

Wenn  man  einen  beliebigen  Eegelstrahl  zur 
Axe  einer  Ebeneninvolution  wählt,  so  durchbohren 
die  Ebenenpaare  derselben  den  Eegel  zum  andern 
Male  in  Strahlenpaaren,  deren  Yerbindungsebeue 
durch  einen  festen  Strahl  läuft,  welcher  ein  ellip- 
tischer oder  hyperbolischer  Strahl  ist,  je  nachdem 
die  gegebene  Ebeneninvolution  elliptisch  oder 
hyperbolisch  ist. 

Wir  unterdrücken  die  weitere  Umkehrung  dieses  Satzes, 
sowie  die  Aussprache  des  polaren  Nebensatzes. 

In  dem  Vorstehenden  sind  die  hauptsächlichsten  allge- 
meinen Eigenschaften  des  Polarbündels  abgeleitet  aus  der 
Konstruktion  desselben  yermittelst  der  Elemente  der  pro- 
jektivischen  Gebilde,  welche  den  Eegel  erzeugen,  der  die 
parabolischen  Elemente  des  Polarbündels  enthält.  Wir  können 
aber  auch  das  Polarbüudel  konstruieren  durch  gewisse  Be- 
stimmungsstücke aus  seinen  eigenen  Elementen,  nämUch: 
Polarstrahlen  und  Polarebeneu,  konjugierte  Strahlen  und 
konjugierte  Ebenen,  Polardreikante  und  Polardreiflache,  unab- 
hängig davon,  ob  das  Polarbündel  parabolische  Elemente 
enthält  oder  nicht.  In  der  That  führen  solche  Eonstruktionen 
(vgl.  Th.  d.  E.  §  58)  auch  zu  Polarbündeln,  welche  kein 
einziges  parabolisches  Element  besitzen.  In  diesem  Falle  sagen 
wir,  der  Eegel  sei  imaginär  und  in  dem  Polarbündel  haben 
wir  ein  reelles  Gebilde  als  Vertreter  des  imaginären  Kegels. 
Alle  übrigen  Eigenschaften  des  Polarbündels  bleiben  unver- 
ändert bestehen,  nur  diejenigen  hören  auf,  welche  sich  auf 
die  parabolischen  Elemente  (Eegelstrahlen  und  Berührungs- 
ebenen)- beziehen.  Sämtliche  Strahlen-  und  Ebeneninvo« 
lutionen  in  einem  solchen  Polarbündel  sind  natürlich  ellip- 
tische; und  ein  solches  Polarbündel  heifst  daher  ein  ellip- 
tisches, gegenüber  dem  hyperbolischen,  dessen  Eegel 
der  Eern  des  Polarbündels  genannt  wird. 

Der  elliptische  oder  hyperbolische  Charakter  des  Pol€kr- 
bündeis  wird  am  einfachsten  erkannt  aus  den  Inyolutionen 
zweier  konjugierter  Strahlen  oder  Ebenen: 
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1)  Sind  irgend  zwei  konjugierte  Strahlen  im  Polarbündel 
die  Äxen  zweier  zugehöriger  elliptischer  Ebeneninvolutionen^ 
so  sind  sämtliche  Ebenen-  und  Strahleninvolutionen,  die  im 
Polarbündel  yorkommen,  elliptisch;  das  Polarbündel  ist  ein 
elliptisches  und  besitzt  keinen  reellen  Eemkegel. 

2)  Wenn  di^egen  von  den  Ebeneninvolutionen,  welche 
zweien  konjugierten  Strahlen  im  Polarbündel  zugehören,  nur 
eine  (oder  beide)  hyperbolisch  sind,  so  ist  das  Polarbündel 
ein  hyperbolisches  und  hat  einen  reellen  Eemkegel.  Die 
Involutionen  zerfallen ,  wie.  wir  gesehen  haben,  in  hyper- 
bolische und  elliptische,  welche  durch  die  parabolischen 
(Kegelstrahlen  und  Berührungsebenen)  von  einander  getrennt 
werden. 

Nehmen  wir  im  Falle  1)  zwei  beliebige  konjugierte  Ebenen 
des  Polarbündels  und  die  ihnen  zugehörigen  Strahleninvo- 
lutionen  als  elliptisch  an;  sei  a.  die  Schnittlinie  der  beiden 
Träger,  b  und  c  die  dem  a  konjugierten  Strahlen  in  den  beiden 
Strahleniuvolutionen ,  so  daCs  also  abc  ein  Polardreikant  im 
Bündel  ist.  Schneidet  endlich  eine  beliebige  Ebene  e,  die 
durch  den  Mittelpunkt  des  Bündels  gelegt  wird,  die  Ebenen 

[ab],    [bc],    [ca] 
in  den  Strahlen 

^y        ^1       Vy 

80  werden  in  den  beiden  konjugierten  Ebenen  [ab']  und  [ac] 
die  zu  z  und  y  konjugierten  Strahlen  z  und  y"  der  Annahme 
gemäfs  so  li^en  müssen,  dafs  sowohl  die  Strahlenpaare  ab 
und  zz'y  als  auch  die  Strahlenpaare  ac  und  yy'  einander 
trennen.  Nun  ist  aber  von  y  die  Polarebene  oflFenbar  [ftt/J 
und  von  z  die  Polarebene  [cjEf'J;  schneiden  sich  daher 

\by\  cz\  ^s 

in  dem  Strahle  s,  so  ist  s  der  Polarstrahl  zur  Ebene  e. 

Nun  ist  bekanntlich  der  Wert  eines  Doppelverhältnisses 
negativ  oder  positiv,  je  nachdem  das  eine  Paar  zugeordneter 
Elemente  durch  das  andere  Paar  getrennt  wird  oder  nicht; 
folglich  sind  unserer  Annahme  gemäfs  die  Doppel  Verhältnisse: 

$[abcz]  negativ, 
s[acby}  negativ. 
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Wenn  aber  s[ahc0]  negativ  ist,  so  mufs  s[aceb]  positiv  sein, 
und  weil  das  Produkt: 

B[ac0h]  .  s[acby]  =  8[ac0y] 

den  ersten  Faktor  links  positiv,  den  zweiten  negativ  hat,  so 
ist  es  negativ.     Da  also  das  Doppelverbältnis: 

s[acey]  ' 

negativ  ist,  so  mu&  s[aycz]  positiv  sein,  oder,  was  dasselbe 
ist  slcBay"]  positiv;  nun  ist  aber  der  Voraussetzung  nach 
s[cisba]  negativ,  also  das  Produkt: 

s[ceba]  .  s[c0ay]  =s[cBby] 

negativ  und  hieraus  folgt,  dafs  das  Ebenenpaar  [sc],  [sz]  durch 
das  Ebenenpaar  [sb],  [sy]  getrennt  werden  mufs.  Die  dem 
Strahl  s  im  Polarbündel  zugehörige  Ebeneninvolution  ist  also 
notwendig  eine  elliptische,  ebenso  wie  die  der  Ebene  €  zu- 
gehörige Strahleninvolution*,  welche  mit  der  Ebeneninvolution 
perspektivisch  liegt.  Da  nun  die  Ebene  s  ganz  willkürlich 
im  Polarbündel  angenommen  war,  so  enthalten  samtliche 
Ebenen  und  also  auch  sämtliche  Strahlen  des  Polarbündels 
in  diesem  Falle  elliptische  Involutionen.  Die  einzfge  Aus- 
nahme, bei  welcher  der  von  uns  geführte  Nachweis  illusorisch 
wird,  macht  die  Ebene  [bc]  und  ihr  Polarstrahl  a;  denn  so- 
bald die  willkürliche  Ebene  £  in  die  Lage  von  [bc]  rückt,  geht 
s  nach  a  und  die  vorige  Betrachtung  läfst  uns  im  Stich. 
Wir  können  aber  auch  für  die  Ebene  [bc]  den  elliptischen 
Charakter  auf  folgende  Art  nachweisen: 

Die  dem  Strahle  s  zugehörige  Ebeneninvolution  ist,  wie 
wir  nachgewiesen  haben,  eine  elliptische,  und  wir  kennen  von 
ihr  drei  Paare  konjugierter  Ebenen,  nämlich: 

[s&],  [sy],        [sc],  [S0]        und        [sa],  [sx], 

von  denen  jedes  Paar  ein  anderes  trennen  mufs. 

Da  nun  das  Doppelverbältnis  s[acby]  der  Annahme  nach 

negativ  ist,  so  mufs  s[abcy]  positiv  sein;  da  temer  s[axby] 

negativ  ist,  so  muh  ekxxch  s[abxy]  positiv  sein,  folglich  auch 

das  Produkt: 

s[abcy]  .  s[abyx]  =  s[abcx] 

positiv  d.  h.  s[abcx']  ist  positiv. 

Zweitens  haben  wir  der  Annahme  nach  s[abce]  negativ. 
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folglich  s[acb0]  positiv,  ferner  s[axc0]  negativ,  also  slacxß] 
positiv^  mithin  auch  das  Produkt:  ^ 

s[acb0]  .  s[ac0x]  '^ slacbx] 

positiv,  d.  h.  s[acbx]  ist  positiv. 

Weil  aber  s[abcx']  und  slacbx}  beide  positiv  sind  und 
zusammen  1  geben,  so  mufs  der  Wert  eines  jeden  von  beiden 
unter  1  liegen,  folglich  mufs  das  Doppel  Verhältnis 

slboax"] 

negativ  sein,  d.  h.  die  Ebene  [sb]  und  [sc]  werden  durch  die 
Ebenen  [sa]  und  [sx]  getrennt;  mithin  werden  auch  die  Ebenen 
[ab]  und  [ac]  durch  die  Ebenen  [as]  und  [ax~\  getrennt,  also 
ist  die  Ebeneninvolution  des  Strahles  a  eine  elliptische  d.  h. 
die  drei  Strahlen  des  Polarbündels  abc  also  auch  die  drei 
Ebenen  [bc],  [cd],  [ba]  sind  sämÜich  elliptischen  Charakters. 

In  dem  andern  Falle  2)  aber,  sobald  nur  irgend  ein 
hyperbolischer  Strahl  oder  eine  hyperbolische  Ebene  im  Polar- 
bündel vorkommen,  giebt  es  natürUch  parabolische  Elemente, 
also  einen  reellen  Eernkegel. 

Ein  besonders  einfacher  Fall  von  Polarbündeln  elliptischen 
Charakters  ist  das  orthogonale  Polarbündel;  wir  ver- 
stehen darunter  sämtliche  Strahlen  x  und  die  darauf  recht- 
winkligen Ebenen  |  als  Polarstrahlen  und  Polarebenen  durch 
den  Mittelpunkt  93  des  Bündels  gelegt.  Dieses  Gebilde 
erfoüt,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  alle  Bedingungen  des 
Polarbündels,  indem  alle  Strahlen-  und  Ebeneninvolutionen 
orthogonale  werden,  und  die  projektivische  Beziehung  in 
Gleichheit  übergeht;  auch  ist  ersichtlich,  dafs  das  orthogonale 
Polarbündel  keine  parabolischen  Elemente  d.  h.  keinen  reellen 
Eernkegel  haben  kann. 

Suchen  wir  den  Durchschnitt  dieses  besonderen  (ortho- 
gonalen) Polarbündels  mit  der  unendlich*entiemt*en  Ebene 
u  auf,  so  haben  wir  in  derselben  ein  ebenes  elliptisches 
Polarsystem  mit  imaginärer  Kernkurve  und  erkennen  zugleich 
welchen  besonderen  Charakters  dieser  imaginäre  Kegelschnitt 
sein  mufs.  Irgend  eine  Ebene,  durch  den  Mittelpunkt  des 
Polarbündels  gelegt,  schneidet  nämlich  aus  demselben  eine 
orthogonale  (cirkulare)  Strahleninvolution  aus,  deren  imaginäre 
Doppelstrahlen  nach  den  beiden  unendlich-entfernten  imagi- 
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nären  Kreispunkten  hingehen  (Th.  d.  K.  S.  78,  162),  durch 
welche,  unserer  Auffassung  nach,  sämtliche  Kreise  der 
Ebene  hindurchgehen.  Denken  wir  uns  demgemäfs  um  den 
Mittelpunkt  ^  des  Polarbündels  eine  beliebige  Kugel  gelegt, 
so  schneidet  dieselbe  £00  in  allen  deujenigen  imaginären 
Punkten ,  welche  als  imaginäre  Kreispunkte  auf  irgend  einer 
Ebene,  die  £«  in  einer  unendlich- entfernten  Geraden  schneidet, 
aufzufasseii  sind.  Da  aber  eine  Ebene  eine  Kugel  im  all- 
gemeinen in  einem  Kreise  schneidet,  so  halten  wir  dies  kon- 
sequent auch  für  den  imaginären  Schnitt  mit  £«  fest  und 
sprechen  von  dem  imaginären  Kreise  in  der  unendlich- 
entfernten Ebene;  durch  ihn  gehen  sämtliche  Kugeln,  die 
irgendwie  im  Räume  liegend  angenommen  werden,  und  wir 
haben  ihn  als  einen  unveränderlichen  ein  für  alle  Mal  ge- 
gebenen aufzufassen,  der  durch  keine  Verscbiebung  des 
Raumes  geändert  wird.  Das  orthogonale  Polarbündel 
hat  einen  imaginären  Kernkegel,  dessen  Strahlen 
von  dem  Mittelpunkte  3d  des  Bündels  nach  dem 
imaginären  Kreise  der  unendlich-entfernten  Ebene 
hingehen.  Jedes  irgendwie  im  Räume  gestellte  orthogonale 
Polarbündel  schneidet  aber  £»  immer  in  demselben  ebenen 
Polarsystem,  folglich  bleibt  auch  der  imaginäre  Kreis  in  e» 
immer  derselbe,  und  alle  Kugeln  im  Räume  müssen  durch  ihn 

gehen. 

« 
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Bei  dem  zuletzt  betrachteten  orthogonalen  Polarbündel 
fanden  wir  sämtliche  Polardreikante  als  Tripel  rechtwinkliger 
Strahlen;  es  drängt  sich  daher  die  Frage  auf,  ob  in  dem 
allgemeinen,  beliebig  gegebenen  Polarbündel  auch  solche 
rechtwinklige  Polardreikante  vorkommen.  Unmittelbar  leuchtet 
ein,  dafs  höchstens  ein  solches  Tripel  von  Strahlen  vorkom- 
men  kann  im  allgemeinen  Polarbündel;  denn  kämen  zwei 
vor,  so  wäre  dasselbe  dadurch  schon  mehr  als  bestimmt  und 
zeigte  sich  als  orthogonales  Polarbündel.  Ob  aber  wirklich  und 
immer' ein  rechtwinkliges  Dreikant  als  Polardreikant  im  Bündel 
vorhanden  ist,  erfahren  wir  durch  Beantwortung  der  Fr^e: 

Giebt  es  im  Polarbündel  einen  Strahl,  dessen 
Polarebene  zu  ihm  rechtwinklig  ist? 
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Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  93  des  gegebenen  Polar- 
bündels einen  beliebigen  Strahl  Xy  suchen  dessen  Polarebene 
l  auf  und  zugleich  seine  Normalebene  |,  (d.  h.  diejenige 
Ebene,  welche  auf  x  rechtwinklig  steht);  so  schneiden  sich 
die  Ebenen  üt  ii^  einem  Strahle 

«  =  111,1; 

X  und  s  sind  der  Konstruktion  zufolge  konjugierte  Strahlen 
im  Polarbündel  und  rechtwinklig  zu  einander  ^  weil  s  in  der 
Nonnalebene  von  x  liegt.  Verandern  wir  jetzt  den  Strahl  x 
in  einer  beliebigen  durch  S3  gelegten  Ebene  b,  so  yerändert 
sich  auch  |  und  beschreibt  auf  Grund  des  Polarbündels  ein 
Ebenenbüschel  [Z],  welches  projektivisch  ist  mit  dem  Strahlen- 
büscbel  \x\\  l  ist  der  Polarstrahl  der  Ebene  s.  Es  verändert 
sich  aber  auch  ||  und  beschreibt  ein  Ebenenbüschel  [JJ, 
welches  projektivisch-gleich'ist  mit  dem  Strahlenbüschel  \x\\ 
\  ist  die  Normale  der  Ebene  £.     Die  beiden  Ebenenbüschel 

m    und    ?,[!,] 

sind  daher  unter  einander  projektivisch  und  erzeugen  einen 
Kegel  Ä<*> .  Alle  Strahlen  s  =  1 6  Si  |  dieses  Kegels  besitzen 
also  die  verlangte  Eigenschaft,  rechtwinklige  konjugierte 
Strahlen  zu  sein  zu  dem  jedesmaligen  x* 

Legen  wir  jetzt  eine  zweite  Ebene  s  durch  SB  und  drehen 
in  ihr  einen  veränderlichen  Strahl  x  und  wiederholen  die 
vorige  Konstruktion,  so  erhalten  wir  einen  zweiten  Kegel, 
dessen  Strahlen  s  dieselbe  Eigenschaft  haben ,  wie  die  vorigen 
Strahlen  s. 

Die  beiden  Kegel  haben  nun  von  vom  herein  einen 
gemeinschaftlichen  Strahl  Sq  ,  der  leicht  zu  ermitteln  ist.  Die 
beiden  Ebenen  £  und  b  schneiden  sich  nämlich  in  einem 
Strahle  x^,  dessen  Polarebene  und  Normalebene  sich  in  Sq 
schneiden.  Für  diesen  besonderen  Strahl  s^,  der  beiden 
Kegeln  gemeinschaftlich  ist,  fallen  also  die  Strahlen  x^  und 
Xq  zusammen.  Aufserdem  schneiden  sich  aber  die  beiden 
Kegel  im  allgemeinen  noch  in  drei  andern  Strahlen  s^  s^  s^ 
(Th.  d.  K.  §  54),  deren  jeder  die  Eigenschaft  haben  mufs, 
dafs  es  für  ihn  zwei  verschiedene  zu  ihm  rechtwinklige  und 
zugleich  konjugierte  Strahlen  x  und  a!  geben  mufs;  die 
Ebene,  welche  beide  verbindet,   mufs  also  seine  Polarebene 
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sein  und  zugleich  auf  ihm  rechtwinklig  stehen.  Die  vorgelegte 
Aufgabe  läfst  daher  im  allgemeinen  drei  und  nur  drei  Auf- 
lösungen zu. 

Von  diesen  drei  Auflösungen  mufs  wenigstens  eine  (s.  & 
a.  0.)  immer  reell  sein ;  sei  dieser  reelle  Strahl  s^  und  seine 
zu  ihm  rechtwinklige  Polarebene  ö^ ,  dann  ist  diese  der  Trager 
einer  Strahleninvolution  im  Polarbtindel,  welche  immer  zwei 
reelle  rechtwinklige  konjugierte  Strahlen  (Axen)  hat;  diese 
sind  nichts  anderes ,  als  die  beiden  übrigen  gesuchten  Strahlen 
$2  und  $^,  denn  offenbar  ist  Sj  der  Polarstrahl  der  Ebene  [s^s^] 
und  auf  ihr  rechtwinklig  und  ebenso  s^  der  Polarstrahl  der 
Ebene  [s^  S2]  und  auf  ihr  rechtwinklig ;  da  es  aber  nicht  mehr 
als  drei  solcher  rechtwinkliger  Paare  geben  kanU;  so  sind 
dies  die  gesuchten;  die  drei  Strahlen 

und  die  drei  Ebenen 

0^  =  [«2  S3]  >    ^2  =  [^s^j] »     ^3  =  [«1  «2] 
bilden  zugleich;  wie  wir  sehen^  ein  Polardreikant  und  Polar- 
dreiflach im  Bündel.     Also: 

Es  giebt  im  Polarbündel  immer  drei  reelle 
Strahlen,  deren  Polarebenen  zu  ihnen  rechtwinklig 
sind;  jene  sind  selbst  zu  einander  rechtwinklig  (bil- 
den ein  rechtwinkliges  Dreikant),  und  diese  sind  die 
Ebenen,  welche  je  zwei  von  ihnen  verbinden.  Die 
Strahlen  und  Ebenen  dieses  rechtwinkligen  Polar- 
dreikants und  Polardreiflachs  im  Bündel  heifsen 
die  Hauptaxen  und  Hauptebenen  desselben. 

Jede  der  Hauptebenen  ist  der  Träger  einer  Strahlen- 
involution,  jede  der  Hauptaxen  die  Axe  einer  Ebeneninvolution 
im  Polarbünde].  Aus  unserer  frühern  Untersuchung  über 
die  Art  dieser  Involutionen  bei  jedem  •  Polar-Dreikant  oder 
-Dreiflach  folgt  in  dem  Falle  des  elliptischen  Polarbündels 
(mit  imaginärem  Eernkegel),  dafs  sämtliche  Involutionen 
elliptisch  sind,  dagegen  beim  hyperbolischen  Polarbündel 
(mit  reellem  Kemkegel): 

Von  den  drei  Haupt  ebenen  des  Kegels  schneiden 
zwei  denselben  in  reellen  Linienpaaren,  die  dritte 
nicht    (in     einem     imaginären     Linienpaar);     von 
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den  drei  Hauptaxen  ist  eine  elliptisch  (liegt  im 
inneren  Räume  des  Kegels,  welcher  von  keiner 
Berührungsebene  getroffen  wird),,  die  beiden  an- 
dern sind  hyperbolisch  (die  Schnittlinien  von 
Paaren  reeller  Berührungsebenen  des  Kegels). 

Dasselbe  Resultat  folgt  auch  aus  einer  Beziehung  zwischen 
den  Potenzen  der  drei  Strahleniuvolutionen,  welche  in  den 
Hauptebenen  des  Polarbündels  liegen.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich abweichend  von  der  früher  gewählten  Bezeichnung  die 
drei  Hauptaxen  durch: 

a,     b,    c 

und  die  drei  Hauptebenen  durch: 

a^[bc]y 
ß  =  [ca], 

seien  die  Potenzen  der  Strahleninvolutionen  in  den  drei 
Hauptebenen  P^c,  Pca,  Pab  d.  h.  indem  wir  irgend  ein  Paar 
konjugierter  Strahlen  in  der  [S(?]-Ebene  durch  xx,  in  der  [ca]- 
Ebene  durch  yy\  in  der  [a&]-Ebene  durch  0z'  bezeichnen: 

P»c  =  ig(bx)  .  tg(Ja;')  =  tg(ca.)!tg(c.=')  =  ^' 

p«.  =  tg(a^) .  tg(o/)  =  -^-^--  ;^^^^^-  =  -J-. 

Denken  wir  uns  nun  irgend  eine  Ebene  rechtwinklig  zur 
fl-Axe,  also  parallel  zur  [&c]-Ebene  gelegt  in  der  Entfernung 
r  vom  Mittelpunkte  35  des  Bündels^  so  wird  die  Durchschnitts- 
figiur  ein  ebenes  Polarsystem  sein ,  dessen  Mittelpunkt  in  dem 
Durchschnittspunkt  mit  der  a-Axe  liegt^  und  dessen  Haupt- 
^en  die  Schnittlinien  mit  der  [ac]-Ebene  und  [afc]-Ebene  sind. 
Die  Strahleninvolution  der  konjugierten  Durchmesser  dieses 
ebenen  Polarsystems  wird  parallel  und  gleich  sein  der  Strahlen- 
involution in  der  [ftc]-Ebene  unseres  Bündels,  also  die  Potenz 
dieser  Involution  ist  Pi,e\  nun  läfst  sich  diese  leicht  ausdrücken 
durch  die  Potenzen  auf  den  beiden  Hauptaxen  des  ebenen 
Polarsystems ;  sie  ist  nämlich  gleich  dem  negativen  Quotienten 

ScHBfOrn,  Theor.  d.  Ob«zfl.  2.  Ordn.  4 
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dieser  beiden  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  den  Haapi- 
axen*)  und  diese  sind: 

r2.tg(ay).tg(ay  )«»-/-• 
Der  negative  Quotient  ist  also: 

f*  1       _  p 

oder: 

Da  das  Produkt  der  drei  Potenzen  dieser  Strahleninyolutionen 
in  den  drei  Hauptebenen  gleich  —  1  ist,  so  müssen  entweder 
alle  drei  elliptisch  oder  zwei  hyperbolisch  und  eine  elliptisch 
sein,  wie  oben  gefunden  wurde. 

Für  den  Fall  des  reellen  Kegels  sei  a  die  elliptische  Axe 
desselben,  durch  welche  die  beiden  hyperbolischen  Haupt- 
ebenen gehen;  jede  derselben  enthält  zwei  reelle  Strahlen- 
paare des  Kegels,  und  die  Halbierungslinien  der  Winkel  jedes 
Strahlenpaars  sind  die  Hauptaxen  des  Kegels;  die  Potenzen 
Vah  und  Tac  werden  also  die  Quadrate  der  Tangenten  der 
halben  Winkel,  welche  die  Kegelstrahlen  in  der  [aJJ-  und  [ac]- 
Ebene  bilden,  (die  man  auch  Kegelofhung  zu  nennen 
pflegt.)  Die  obige  Relation  liefert  die  Potenz  der  Strahlen- 
involution in  der  dritten  (elliptischen)  Hauptebene,  aus- 
gedrückt durch  die  beiden  KegelofiQiungen. 

*)  Siehe  Th.  d.  K.  S.  452.    Bei  der  BestimmuDg  der  Hauptaxen 
des  ebenen  Polarsystems  wurde  gefunden: 

Mx.1ILx^:B^    und    JtfJ  .  Jf{' «P^, 
es  sind  aber  die  Verhältnisse: 

S=-±tg(aSB).       -gi;  =  ±tg(««). 

und  tg  (aS).tg(a9l)  ist  die  Potenz  der  Strahleninvolution  der  kon- 
jugierten Durchmesser,  welche  wir  mit  T^  bezeichnen  wollen.  Das 
Vorzeichen  in  dem  Ausdruck: 

Pm'-±^ 


bestimmt  sich  leicht  daraus,  dafs  für  entgegengesetzte  Werte  von 
P^  und  Pj  die  Strahleninvolution  der  koiyugierten  Durchmesser  hyper- 
bolisch, für  gleichartige  dagegen  elliptisch  werden  mufs;  also  gilt  nur 
das  untere  Zeichen. 
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Vermittelst  der  Hauptaxeu  und  Hauptebenen  des  Kegels 
können  wir  uns  leicht  eine  anschauliche  Vorstellung  von  der 
Gestalt  der  Eegeloberfläche  machen;  denn  sei  a  die  elliptische 
Eegelaxe^  also  die  [b  cJ-Ebene  dfe  elliptische  HauptebenC;  und 
drehen  wir  um  a  eine  veränderliche  Ebene ,  so  mufs  dieselbe 
allemal  zwei  reelle  Eegelstrahlen  ausschneiden^  und  diese  sind 
die  Asymptoten  der. Strahleninvolution,  von  welcher  die  Axe 
a  Dnd  die  Schnittlinie  mit  der  [&(;]-Ebene  ein  Paar  konjugierter 
Strahlen  sind;  da  aber  letztere  immer  rechtwinklig  auf 
einander  bleiben,  so  sind  sie  für  jede  dieser  Strahleninvolutionen 
die  Axen  und  halbieren  also  allemal  die  Winkel  zwischen  den 
Asymptoten  und  hieraus  folgt: 

DieE  egelstrahlen  liegen  paar  weise  symmetrisch 
in  jeder  durch  eine  der  Hauptaxen  gelegten  Ebene 
zu  dieser  Hauptaxe. 

Hieraus  folgt  auch,  dafs  die  Eegelstrahlen  symmetrisch 
liegen  zu  der  [&c;]-Ebene,  der  Normalebene  des  Strahls  a, 
und  demnach  teilt  auch  jede  der  drei  Hauptebenen 
den  Eegel  in  symmetrische  Hälften.  Ebenso  folgt, 
dafs  jede  Ebene,  welche  zu  einer  der  drei  Hauptaxen  normal 
gestellt  wird,  den  Eegel  in  einem  Eegelschnitt  schneidet,  für 
welchen  der  Schnittpunkt  mit  jener  Axe  der  Mittelpunkt  und 
die  Schnittlinien  mit  den  beiden  durch  diese  Axe  gehenden 
Hauptebenen  die  Hauptaxen  der  Durchschnittsfigur  sind. 
Wenn  wir  also*  zur  elliptischen  Hauptaxe  des  Eegels  eine 
rechtwinklige  Ebene  legen,  so  schneidet  dieselbe  den  Eegel 
in  einer  Ellipse,  deren  beide  Axen  gegeben  sind,  und  die 
Kegeloberfläche  entsteht  durch  die  Bewegung  eines  Strahls, 
welcher  sich  um  einen  Punkt,  der  senkrecht  über  dem  Mittel- 
punkt der  Ellipse  liegt,  dreht  und  sich  an  den  Umring  der 
Ellipse  anlehnt. 

§  10.    Die  Brennstrahlen  und  Kreisebenen  des  Folar- 

bündelB  (Eegels). 

Eine  Frage  von  besonderer  Wichtigkeit  beim  Polarbündel, 
mag  dasselbe  einen  reellen  oder  imaginären  Eernkegel  haben, 
ist  die  nach  solchen  Ebenen-  und  Strahleninvolutionen, 
welche  orthogonal  sind,  d.  h.  die  Doppelfrage: 
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Giebt  es  Strahlen  im 
Polarbündel,  deren  zuge- 
hörige Eben  eninvolutio  n 
eine  orthogonale  ist,  und 
wie  findet  mandieselben? 


Giebt  es  im  Polarbün- 
del  Ebenen,  deren  zuge- 
höriges trahleninvolution 
eine  orthogonale  ist,  and 
wie  findet  mandieselben? 


Von  diesen  beiden  Fragen  ist  die  eine  auf  die  andere 
zurückzuführen.  Denken  wir  uns  nämlich  in  dem  gegebenen 
Polarbündel  ^  zu  jedem  Strahle  x  die  Normalebene  S'  nind 
zu  der  entsprechenden  Polarebene  i,  den  Normalstrahl  x  ge- 
zogen, so  bestimmen  die  Elementenpaare  z  und  £'  ein  neues 
Polarbündel,  welches  wir  das  reziproke  nennen  wollen; 
denn  es  ist  leicht  zu  erkennen,  dafs  die  Paare  x  und  ^  alle 
notwendigen  Bedingungen  eines  Polarbündels  erfüllen.  Ist 
das  gegebene  Polarbündel  ein  hyperbolisches  mit  reellem 
Kernkegel,  so  ist  auch  das  reziproke  Polarbündel  ein  hyber- 
bolisches,  und  die  Berührungsebenen  seines  Kernkegels  sind 
die  Normalebenen  zu  den  entsprechenden  Strahlen  des  Kern- 
kegeis  im  gegebenen  Polarbündel;  ebenso  die  Strahlen  des 
Kemkegels  im  reziproken  Polarbündel  die  Normalen  auf 
den  entsprechenden  Berührungsebenen  des  Kernkegels  im 
gegebenen  Polarbündel.  Ist  nun  in  dem  gegebenen  Polar- 
bündel ein  Strahl  von  der  verlangten  Beschaffenheit  gefunden, 
so  wird  die  Normalebene  desselben  eine  Ebene  der  verlai^n 
Beschaffenheit  für  das  reziproke  Polarbündel  sein  und  um- 
gekehrt. Wenn  wir  daher  die  beiden  obigen  Fragen  betrachten; 
so  liefert  die  Antwort  der  Frage  links  für  das  gegebene 
Polarbündel  zugleich  die  Antwort  der  Frage  rechts  für  das 
reziproke  Polarbündel  und  umgekehrt. 

Die  eine  Frage  ist  also  auf  die  andere  zurückgefQhrt. 
Jede  der  beiden  einander  gegenüberstehenden  Fragen  ist  in 
ganz  gleicher  Weise  selbständig  zu  beantworten,  wie  aus 
der  dualen  Natur  des  Polarbündels  hervorgeht;  wir  werden 
daher  nur  eine  der  beiden  Fragen  beantworten  und  die 
erlangten  Resultate  in  bekannter  Weise  übertragen. 

Um  eine  solche  Ebene  im  Polarbündel  zu  ermitteln,  deren 
zugehörige  Strahleninvolution  eine  orthogonale  ist  d.  h.  aus 
Paaren  rechtwinkliger  Strahlen  besteht,  bemerken  wir  zuerst, 
daCs  diese  Ebene  notwendig  durch  eine  der  drei  ELauptaxen 
d^s  Polarbündels  gehen  mufs.  *  Denn  ginge  die  gesuchte  Sbene 
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Dicht  durch  eine  der  Hauptaxen  (z.  B.  nicht  durch  die  a-Axe), 
so  würde  sie  die  [&c]-Ebene  in  einem  Strahle  s  schneiden^  dessen 
Polarebene  ö  sowohl  durch  den  zu  s  rechtwinkligen  Strahl  t  in 
ihrer  Ebene^  als  auch  durch  a  gehen  müfste ;  folglich  müfste  die 
Polarebene  0  des  Strahles  s  auf  demselben  rechtwinklig  stehen^ 
d.  h.  ein  viertes  Paar  von  zu  einander  rechtwinkligen  Polar- 
strahlen and  Polarebenen  sein ;  das  Polarbündel  selbst  würde 
also  den  partikularen  Charakter  haben  ^  dafs  die  [6  c] -Haupt- 
ebene eine  orthogonale  Strahleninvolution  enthielte,  was  bei 
einem  gegebenen  Polarbündel  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
sein  wird.  Wir  haben  daher  eine  Ebene  von  der  verlangten 
Beschaffenheit  nur  unter  denjenigen  Ebenen  zu  suchen,  welche 
durch  eine  der  Hauptaxen  des  Bündels  gehen. 

Wir  drehen  nun  um  die  a-Axe  des  Polarbündels  eine 
veränderliche  Ebene  |',  welche  einer  festen  durch  den  Mittel- 
punkt iB  des  Bündels  gelegten  Ebene  €  in  dem  Strahle  x 
beg^e,  der  ein  ebenes  Strahlenbüschel  \x\  beschreibt.  Die 
Polarebene  |  des  Strahles  x  beschreibt  zufolge  der  Natur  des 
Polarbündels  ein  Ebenenbüschel,  dessen  Axe  e  der  Polarstrahl 
der  festen  Ebene  s  ist.  Legen  wir  ferner  noch  die  Normal- 
ebene zu  dem  veränderlichen  Strahl  x  und  bezeichnen  sie  durch 
£i,  so  wird  bei  der  Bewegung  von  x  die  Ebene  Si  sich  um  einen 
festen  Strahl  e^  drehen,  die  Normale  der  Ebene  6,  und  die  drei 
Ebenenbüschel: 

«cn,  e[i],  «ji,] 

müssen  projektivisch  sein,  das  erste  mit  dem  zweiten  zufolge 
der  Natur  des  Polarbündels,  das  erste  mit  dem  dritten  pro- 
jektivisch-gleich ;  folglich  sind  auch  die  beiden  Ebenenbüschel: 

e  [6]  und  Cj  [|J 
mit  einander  projektivisch,  und  der  veränderliche  Schnittstrahl 
l^lil  entsprechender  Ebenen  beschreibt  daher  einen  Kegel, 
welcher  offenbar  auch  durch  die  a-Axe  gehen  mufs;  denn 
sobald  der  Strahl  x  in  die  Schnittlinie  von  e  mit  der  [&c]-Ebene 
fallt,  mnfs  sowohl  |  als  auch  i]  durch  a  gehen  Wenn  wir 
daher  a  mit  der  veränderlichen  Schnittlinie  || § J  verbinden, 
so  erhalten  wir  um  die  Axe  a  zwei  koaxiale  projektivische 
Ebenenbüschel,  einmal  das  ursprüngliche  a[|']  und  zweitens 
das  Ebenenbüschel,  dessen  Element  durch  die  feste  Axe  a 
mid  die  veränderliche  Schnittlinie  |§||{  geht. 
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Diese  beiden  koaxialen  Ebenenbüschel  sind  nicht  allein 
projektivischy  sondern  sie  liegen  auch  involutorisch ;  denn 
gelangt  die  Ebene  |'  insbesondere  in  die  [a&]-Ebene,  so  mnfs 
von  dem  Schnittstrahl  der  Ebene  6  mit  [ab']  sowohl  die  Polar- 
ebene ^  als  auch  die  Normal  ebene  durch  den  Strahl  c  gehen, 
also  ist  der  zugehörige  Schnittstrahl  |§|,  { in  diesem  besonderen 
Falle  Cf  und  gelangt  andererseits  die  Ebene  g'  in  die  Lage 
von  [ac],  so  mufs  von  dem  Schnittstrahl  der  Ebene  s  mit  [ac] 
sowohl  die  Polarebene  als  auch  die  Normalebene  durch  den 
Strahl  b  gehen ^  also  ist  der  zugehörige  Schnittstrahl  |||il 
in  diesem  besonderen  Falle  b ;  die  Strahlen  b  und  c  entsprechen 
sich  also  in  beiderlei  Sinn  und  dadurch  ist  die  involutorische 
Lage  nachgewiesen.  Die  veränderliche  Ebene  §'  und  die  durch 
den  Schnittstrahl  |H^|  und  die  feste  Axe  a  gelegte  Ebene 
sind  also  ein  Paar  konjugierter  Ebenen  einer  Ebeneninvolution. 

Da  die  Ebene  l^  rechtwinklig  ist  zu  dem  Strahle  x=  i'lt 
so  wird  auch  der  Strahl  m,  |  rechtwinklig  sein  zu  X]  diese 
beiden  Strahlen  sind  also  konjugierte  rechtwinklige  in  der 
sie  verbindenden  Ebene,  also  die  Axen  der  Strahleninvolution, 
welche  dieser  Ebene  im  Polarbündel  zugehört;  umgekehrt 
giebt  es  in  jeder  beliebigen  durch  den  Mittelpunkt  des  Bündels 
gelegten  Ebene  nur  ein  einziges  bestimmtes  Axenpaar  st]  sei 
dieses  gefunden,  und  fassen  wir  dann  die  Ebene  [as]  als  unsere 
frühere  s  auf,  so  mufs  die  Polarebene  von  s  durch  t  gehen, 
die  Normalebene  aber  auch,  folglich  wird  t=  ||§]|  und  wir 
können  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  man  im  Polarbündel  für  jede  beliebige 
Ebene  das  Axenpaar  s^  der  ihr  zugehörigen  Strahlen- 
involution ermittelt  und  durch  eine  dex  Hauptaxen, 
z.  B.  die  a-Axe,  das  Ebenenpaar  [as]  und  [af]  legt, 
so  gehören  alle  diese  Paare  einer  bestimmten  neuen 
Ebeneuinvolution  an. 

Wir  erhalten  also  die  drei  Hauptaxen  des  Polarbündels 
als  die  Axen  dreier  bestimmter  Ebeneninvolutionen,  deren 
Konstruktion  wir  kennen;  diese  können  nun  entweder  elliptisch 
oder  hyperbolisch  sein;  ist  aber  eine  hyperbolisch,  so  fallen 
in  eine  Asymptotenebene  dieser  Involution  zwei  Ebenen  [as] 
und  [af]  zusammen;  folglich  liegen  in  ihr  zwei  rechtwinklige 
konjugierte  Strahlen  st  und  außerdem  der  Strahl  a  und  der 
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Schnittstrahl  derEbeue  mit  der  [&c]-Ebene,  welches  offenbar 
ein  zweites  Paar  konjugierter  rechtwinkliger  Strahlen  ist. 
Daraus  folgt  nun^  dafs  diese  Asymptotenebene  der  Träger 
einer  im  Polarbündel  ihr  zugehörigen  orthogonalen  Strahlen- 
involution  sein  mufs,  weil  diese  zwei  Paare  rechtwinkliger 
Strahlen  hat.  Die  Ebenen  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
sind  also  gefunden  als  die  Asymptotenebenen  dreier  bestimmter 
Ebeneninvolutionen ,  deren  Axen  die  drei  Hauptaxen  des 
Polarbündels  sind.  Es  kommt  jetzt  darauf  an ,  zu  ermitteln^ 
ob  und  welche  Yon  diesen  drei  Ebeneninvolutionen  hyper- 
bolisch sind. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Behufe  irgend  ein  Paar  recht- 
winkliger konjugierter  Strahlen  s  und  i  im  Polarbündel  an  und 
legen  die  Ebenenpaare: 


[ah]     lac] 
[as]     [ai] 


[ca]  [ch] 
Ics]   [et], 


[bc]    [ba] 
[bs]     [bt] 

so  wird  zu  untersuchen  sein^  ob  in  jedem  dieser  drei 
Fälle  das  eine  Ebenenpaar  durch  das  andere  getrennt  wird 
oder  nicht. 

Jede  der  drei  Hauptaxen  des  Polarbündels  wird  durch 
den  Mittelpunkt  93  in  zwei  unendlich-lange  Hälften  geteilt, 
die  nach  entgegengesetzten  Richtungen  verlaufend  unter- 
schieden werden  sollen  durch  die  Bezeichnung: 

a  und  a,        b  und  b,        c  und  c. 

+  -         +  -         +         - 

Die  Halbstrahlen  teilen  jede  der  Hauptebenen  in  vier  Qua- 
dranten ^  die  paarweise  als  Gegenquadranten  auftreten  und  so 
bezeichnet  werden  sollen: 


b  c 

b  c 

b  c 

b  C 

+  + 

— 

+  - 

-  + 

c  a 

c  a 

c  a 

c  a 

+  + 



+  - 

-  + 

a  b 

a  b 

a  b 

a  b  ; 

+  + 



4-- 

-4- 

endlich  teilen  die  drei  Hauptebenen  den  ganzen  unendlichen 
Baum  um  den  Mittelpunkt  %  des  Bündels  in  acht  Oktanten, 
die  paarweise  als  Gegenoktanten  auftreten  und  so  bezeichnet 
werden  sollen: 
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a  b  c 

4-  +  + 

a  b  c 


a  b  c 

4-  -  + 

a  b  c 

-  4-- 


-  +  4- 

a  b  c. 

4- 


a  b  c         a  b  c         a  b  c 

4-4-- 

a  b  c 

Nach  dieser  Bezeichnung  können  wir,  ohne  die  Allgemein- 
heit zu  beschränken ;  denjenigen  Oktanten^  in  welchen  der 
Strahl  s  hineinfallt^  als   den    Oktanten  a  b  c  und  zugleich 

-f  4-  4- 

seinen  Gegenoktanten  ab  c  annehmen;  der  zu  s  rechtwinklige 

Strahl  t  kann  alsdann  nur  in  einem  der  drei  übrigen  OktanteB- 
paare  liegen;  wir  haben  also  nur  drei  Falle  zu  untersuchen: 


1) 


2) 
3) 


s  in    a  b  c,     t  in 

+  +  + 

s  in    a  b  c,     t  in 
s  in    a  b  Cj      t  in 

4-  4-4- 


a  b  c 

+  4-- 
4- 

a  b  c 

+  -  + 

a  b  c , 

-  4-  + 

+ 


.  Bestimmen  wir  nun  die  Durchschnittslinien  der  Ebenen 
[as]  und  [at]  mit  der  Ebene  [bc],  so  erkennen  wir  in  jedem  der 
drei  Fälle,  in  welchen  Quadranten  dieselben  liegen  (denn  ist  der 
Oktant  ab  c  mit  irgend  welchen  Vorzeichen  gegeben  und  fallt 
der  Strahl  s  in  denselben  hinein ,  so  kann  die  Ebene  [a$\  die 
Ebene  [bc]  nur  in  einem  solchen  Strahle  schneiden ,  der  in 
denjenigen  Quadranten  hineinfallt,  welchen  die  Yorzeicheu  von 
b  und  c  bestimmen),  nämlich: 


as,  bc 

at,  bc 

1) 

b  Cj 

2)    bc, 

3) 

b  c, 

») 

b  c, 

2)    bc, 

3) 

b  c, 

4-  + 

4-4- 

[65,  ca 

+  + 

4-  - 
-  + 

-  4- 
+  — 

bt,  ca 

44 

1) 

c  a, 

2)    ca, 

3) 

c  a, 

1) 

c  a, 

2)    ca, 

3) 

c  a, 

+  4- 

+  4- 

cs,  ab 

+  + 

-  4- 
+  - 

4  + 

et,  ab 

n 

1) 

a  bj 

2)    a  fc, 

3) 

a  b, 

1) 

a  b, 

2)   ab, 

3) 

a  b. 

4-  + 

+  4- 

4- 4- 

+  + 

4  - 

-  + 

—  — 

—  — 

—  — 

-  4- 

4- 

Aus  dieser  Tabelle  ersehen  wir  unmittelbar,  dafs  in  jedem 
der  drei  Fälle  1),  2),  3),  welche  eintreten  können,  immer 
eine  der  zu  untersuchenden  Ebeneninvolutionen 
hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sein 
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müssen.  Hieraus  folgt;  dafs  von  den  gesuchten  Ebenen 
immer  zwei  reell  und  die  vier  übrigen  imaginär  sein  müssen. 
Also:  es  giebt  durch  den  Mittelpunkt  des  Polar- 
bündels nur  zwei  bestimmte  reelle  Ebenen,  deren 
zagehorige  Strahleninvolutionen  orthogonal  sind. 
Diese  gehen  durch  eine  der  drei  Hauptaxen  des 
Bündels  und  sind  gleich  geneigt  zu  den  beiden 
Haaptebenen,  welche  durch  diese  Axe  gehen. 

Wir  nennen  diese  Ebenen  die  Ereisebenen  des  Polar- 
bündels, weil  jede  von  ihnen  den  Kernkegel  in  demjenigen 
imaginären  Linienpaar  schneidet,  welches  nach  den  imaginären 
Ereispunkten  im  Unendlichen  hingeht.  Hieraus  folgt,  dafs 
jede  Ebene,  die  zu  einer  dieser  beiden  Ereisebenen 
parallel  ist,  den  Eernkegel  des  Polarbündels  in 
einem  (reellen  oder  imaginären)  Ereise  schneiden 
mafs,  also  für  den  Fall  des  hyperbolischen  Polarbündels: 

Eine  Ebene  kann  nur  in  zwei  bestimmten  reellen 
Stellungen  einen  gegebenen  Eegel  zweiter  Ord- 
nung in  einem  Kreise  schneiden;  diese  beiden 
Stellungen  haben  die  Richtung  einer  der  dreiHaupt- 
axen  gemeinschaftlich  und  gleiche  Neigung  gegen 
die  beiden  Hauptebenen,  welche  durch  diese  Haupt- 
axen gehen. 

Hieraus  folgt  umgekehrt,  dafs  jeder  Eegel  zweiter  Ord- 
nung erzeugt  werden  kann  durch  die  Bewegung  eines  Strahles, 
welcher  bestandig  durch  einen  festen  Punkt  iB  läuft  und  sich 
an  die  Peripherie  eines  Ereises  anlehnt.  Eine  Hauptebene 
des  Kegels  ist  diejenige,  welche  durch  den  Punkte  und  den 
Mittelpunkt  des  Ereises  rechtwinklig  zu  seiner  Ebene  gelegt 
werden  kann.  Diese  Ebene  schneidet  den  Ereis  in  einem 
Durchmesser,  dessen  Endpunkte  mit  iB  verbunden  die  zwei 
Kegelstrahlen  in  dieser  Hauptebene  sind;  die  Halbierungs- 
linien zwischen  den  Winkeln  dieser  Eegelstrahlen  sind  zwei 
Hauptaxen  des  Eegels,  die  dritte  ist  die  Normale  zur  ersten 
Hauptebene  im  Punkte  B.  Legen  wir  durch  diese  Hauptaxe 
eine  Ebene^  welche  zu  den  beiden  andern  Hauptaxen  die 
symmetrische  Stellung  hat  mit  der  Ebene  des  ursprünglichen 
Kreises,  so  hat  dieselbe  die  Stellung  der  zweiten  Ereisebene 
des  Eegels. 
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Die  der  vorigen  Untersuchung  dual  gegenüberstehende 
führt  zu  einem  durchaus  analogen  Resultat;  welches  wir,  wie 
oben  bemerkt  ist,  unmittelbar  aus  dem  reziproken  Bfindel 
ablesen  können: 

Wenn  man  im  Polarbündel  durch  jeden  belie- 
bigen Strahl  das  rechtwinklige  konjugierte  Ebenen- 
paar der  dem  Strahle  zugehörigen  Ebeneninvolu- 
tion  ermittelt,  so  schneiden  alle  solcheEbenenpaare 
eine  der  drei  Hauptebenen  in  Strahlenpaaren,  die 
einer  neuen  Strahleninvolution  angehören.  Für 
jede  dieser  drei  Strahleninvolutionen  in  den  drei 
Hauptebenen  sind  die  beiden  in  einer  Hauptebene 
liegenden  Hauptaxen  des  Polarbündels  gleich- 
zeitig ein  Paar  konjugierter  Strahlen  der  neuen 
Strahleninvolution,  also,  da  sie  rechtwinklig  zu 
einander  sind,  di^  Äxen  dieser  Strahleninvolution. 

Von  den  drei  neuen  Strahleninvolutionen  in 
den  drei  Hauptebeneu  sind  zwei  elliptisch  und  eine 
hyperbolisch;  die  letztere  hat  zwei  reelle  Asynoip- 
toten;  jede  derselben,  welche  „Brennstrahlen'' 
heifsen,  besitzt  die  ausgezeichnete,  ihr  allein  zu- 
kommende Eigenschaft,  dafs  die  im  Polarbündel 
ihr  zugehörige  Ebeneninvolution  eine  orthogonale 
ist.  Die  beiden  reellen  Brennstrahlen  liegen  in 
einer  der  drei  Hauptebenen  symmetrisch  zu  jeder 
der  beiden  in  dieser  Hauptebene  liegenden  Haupt- 
axen. 

Femer  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs  jede  Ebene, 
welche  auf  einem  der  beiden  Brennstrahlen  des 
Kegels  rechtwinklig  steht,  denselben  in  einem 
Kegelschnitt  schneidet,  für  welchen  der  Durch- 
bohrungspunkt  des  Brennstrahles  ein  Brenn- 
punkt ist. 

Wenn  wir  zudem  gegebenen  Polarbündel  das  reziproke, 
wie  es  oben  genannt  wurde,  dadurch  herstellen,  dafs  wir 
zu  jedem  Paar  von  Polarstrahl  und  Polarebene  die  auf  dem 
Polarstrahl  rechtwinklige  Ebene  und  den  auf  der  Polarebene 
rechtwinkligen  Strahl  als  die  Elementenpaare  eines  neuen 
Polarbündels  auffassen,  so  haben  wir  zwischen  den  Brenn- 
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strahlen    und  Ereisebenen   dieser  beiden   reziproken  Bündel 
die  Beziehung: 

Die  auf  den  Brennstrahlen  des  gegebenen  Polar- 
bündels rechtwinklig  gestellten  Ebenen  sind  die 
Ereisebenen  des  reziproken  Polarbündels,  und  die 
zu  den  Ereisebenen  des  gegebenen  Polarbündels 
rechtwinkligen  Strahlen  sind  die  Brennstrahlen 
des  reziproken  Polarbündels. 


§  11.    Einige  Eigenschaften  der  Brennstrahlen  und 

Kreisebenen.. 

Legen  wir  jetzt  der  Betrachtung  ein  Polarbündel  mit 
reellem  Eemkegel  zu  Grunde,  so  bieten  die  Brennstrahlen 
und  Ereisebenen  des  Eegels  mehrere  besonders  einfache 
Eigenschaften  desselben  dar. 

Zunächst  erkennen  wir,  dafs,  wenn  wir  irgend  zwei 
Berührungsebenen  rr,  des  Eegels  nehmen,  die  sich  in  einem 
Strahle  s  schneiden,  die  hyperbolische  Ebeneninvolution  für 
s  durch  diese  beiden  Asymptotenebenen  gegeben  ist.  Sind 
nun  f  und  f^  die  beiden  Brennstrahlen  in  einer  der  drei 
Hauptebenen,  so  sind  [sf]  und  [sf^]  die  Asymptotenebenen  einer 
neuen  Ebeneninvolution ,  deren  rechtwinklige  konjugierte 
Ebenen  die  Winkelhalbierenden  zwischen  r  und  r,  sein  müssen; 
also  gilt  der  Doppelsatz: 


Irgend  zwei  Berüh- 
rungsebenen  des  Eegels 
und  die  beiden  durch 
ihren  Schnittstrahl  und 
die  Brennstrahlen  des 
Kegels  gelegten  Ebenen 
haben  dieselben  Winkel- 
halbierungsebenen. 


Irgend  zwei  Eegel- 
strahlen  unddasStrahlen- 
paar,  iu  welchem  die  sie 
verbindende  Ebene  von 
den  beiden  Ereisebenen 
des  Eegels  geschnitten 
wird,  haben  dasselbe  Paar 
Halbierungsstrahlen. 


F^len  insondere  die  beiden  Berührungsebenen  zusammen, 
80  wird  ihr  Schnittstrahl  der  Berührungsstrahl,  und  fallen 
zwei  Eegelstrahlen  zusammen,  so  ist  die  sie  verbindende  Ebene 
die  Berührungsebene;  wir  haben  also  den  speciellen  Fall  des 
Yorigen  Satzes: 
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Verbindet  man  irgend 
einenEegelstrahl  mit  den 
beidenBrennstrahlen  des 
Kegels  durch  Ebenen,  so 
halbiert  die  Berührungs- 
ebene amKegelstrahl  den 
Winkel  des  Ebenenpaars. 


Eine  Berührungsebene 
des  Kegels  wird  von  den 
beiden  Kreisebenen  alle- 
mal in  einem  Strahlen- 
paar geschnitten,  dessen 
Winkel  halbiert  wird 
durch  den  Kegelstrahl 
der  Berührungsebene. 
Sei  s  der  Schnittstrahl  zweier  beliebiger  Berührongs- 
ebenen  rt]  des  Kegels,  dessen  Brennstrahlen  ff^  seien  und 
wir  denken  uns  zu  f  den  gegen  die  Ebene  t  symmetrisch 
liegenden  Strahl  g  bestimmt,  ßo  dals  die  Winkel  (jsf)  und 
(sg)  einander  gleich  sind  und  die  Ebene  t  den  Neigungswinkel 
der  Ebenen  [sf],  [sg"]  halbiert;  denken  wir  uns  in  gleicher 
Weise  zum  Strahl  /*,  den  gegen  die  Ebene  T|  symmetrischen 
Strahl  g^  ermittelt,  dann  werden  die  beiden  Dreikante: 

gsf^    und    fsg^ 

einander  kongruent  sein,  weil  sie  zwei  Flächenwinkel  and 
den  eingeschlossenen  Eantenwinkel  gleich  haben,  also  mnfs 
auch  der  Winkel  der  dritten  Fläche  bei  beiden  Dreikanten  gleich 
sein;  daraus  folgt,  wenn  wir  die  beiden  Berührungsstrahlen 
der  Ebenen  r  und  t^  mit  dem  Kegel  durch  t  und  t^  bezeichnen: 

Halten  wir  nun  den  Eegelsrtrahl  t  fest,  Terändem  aber  f„  so 
bleibt  die  linke  Seite  der  Gleichung  konstant  und  wir  haben 
den  Doppelsatz: 


Die  Summe  der  Winkel, 
welche  ein  veränder- 
licher Kegelstrahl  mit 
den  beiden  Brennstrahlen 
bildet,  ist  konstant. 


Die  Summe  der  Winkel, 
welche  eine  veränder- 
liche Berührungsebene 
desKegels  mit  den  beiden 
Kreisebenen  bildet,  ist 
konstant. 

Wir  können  mit  gleichem  Recht  an  Stelle  der  konstanten 
Summe  auch  eine  konstante  Differenz  einführen;  dei^i  zwei 
Strahlen  bilden  zwei  Paare  von  Scheitelwinkeln  mit  einander, 
die  sich  zu  180^  ergänzen;  bezeichnen  wir  den  einen  Winkel 
(J^f)  SS  d'^  und  den  komplementären  mit  -&•'  =»  180  —  ^,,  so 
haben  wir  aus  der  Beziehung: 
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«.  +  e-,  =  c 

die  andere 

»  +  180«  —  »'^c    oder 

»      d'  —  c      180« 

Je  nachdem  wir  also  den  einen  oder  den  andern  der  Halb- 
strahlen oder  Halbebenen  auffassen^  in  welche  ein  Strahl 
durch  einen  auf  ihr  befindlichen  Punkt;  eine  Ebene  durch 
einen  in  ihr  befindlichen  Strahl  geteilt  wird,  gelangen  wir 
zü  einer  konstanten 'Summe  oder  einer  konstanten  Differenz. 
Die  bei  Ellipse  und  Hyperbel  getrennt  auftretenden  Fokal- 
eigenschaften fliefsen  beim  Kegel  zusammen  (s.  o.  S.  27). 

Ans  dieser  Eigenschaft  der  konstanten  Summe  der  Winkel 
zwischen  einem  veränderlichen  Kegelstrahl  und  den  zwei 
festen  Brennstrahlen  ergiebt  sich  die  bekannte 'und  einfachste 
mechanische  Konstruktion,  des  Kegels,  welche  zugleich  die 
deutUchste  Anschauung  von  seiner  Gestalt  gewährt. 

Wir  können  nach  dem  Vorigen  leicht  die  Lage  der  Brenn- 
strahlen und  der  Eüreisebenen  zu  den  Hauptaxen  und  Haupt- 
ebenen des  Kegels  aus  metrischen  Relationen  ermitteln.  Sei 
a  die  elliptische  Axe  des  Kegels  ^  welche  also  in  den  innern 
Baum  desselben  hineinfällt ,  und  durch  welche  die  beiden 
hyperbolischen  Hauptebenen  des  Kegels^  die  [a&]-Ebene  und 
die  [ao]-Ebene  gehen  ^  deren  jede  zwei  reelle  Kegelstrahlen 
enthält;  bezeichnen  wir  die  Kegeloffiiungen  in  diesen  beiden 
Hauptebenen,  d.  h.  die  Winkel  zwischen  den  beiden  Kegel- 
strahlen und  zwar  denjenigen  Winkelraum,  in  welchen  die 
elliptische  Axe  a  hineinfällt: 

in  der  [a&]-Ebene  durch  2(pj 
7}    9>    [ac]-Ebene      „     2^^ 

and  nehmen  aufserdem,  da  diese  beiden  Winkel  im  allgemeinen 
nicht  gleich  sein  werden^  an: 

die  beiden  Brennstrahlen  mögen  den  Winkel  2^  mit  einander 
bilden;  und  zwar  sei  dies  derjenige  Winkelraum,  in  welchen 
die  o-Axe  hineinfällt.  Die  beiden  Brenustrahlen  müssen 
entweder  in  der  [a6]-  oder  in  der  [acJ-Ebene,  liegen,  und  wir 
können  nun  leicht  erkennen,  in  welcher  Ton  beiden  sie 
wirklich  liegen,  und  welche  Winkel  sie  mit  der  a-Axe  bilden; 
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die  konstante  Summe  ist  nämlich  =  2g?  oder  =  2-9',  je 
nachdem  die  reellen  Brennstrahlen  in  der  einen  oder  andern 
Hauptebene  liegen;  nehmen  wir  an,  sie  liegen  in  der  [atJ-Ebene 
und  es  sei  s  einer  der  beiden  Kegelstrahlen  in  der  [ac]-Ebene, 
dann  bilden  die  drei  Strahlen  afs  ein  Dreikant ,  welches 
von  einer  zu  a  rechtwinkligen  Ebene  in  dem  Dreieck  a  f  ^ 
getroffen  wird.    Nun  sind  die  Winkel 

wenn  wir  also  die  Seite  \ä  doppelt  ausdrücken  in  dem  Dreieck 
fa§  und  in  dem  Dreieck  \^^,  so  folgt: 

to2  ^     .     i^2  £ \—  +  —L 2C0Bq>_: 

^  '      ^  cos*  ^       '        COS*  8  COS  d"  .  COS  £  ' 

woraus  folgt: 

(I)  .  .  . 


1 

cos*^ 

+ 

1 

cos*  e 

cos  s 

= 

COBtp 
COB-Ö-  ' 

und  hieraus  ergiebt  sich;  dafs  s  nur  reell  sein  kann,  wenn 
<p>&\  die  beiden  Brennstrahlen  liegen  also  in  der  [a6]-Ebeiie, 
d.  h.  in  derjenigen  der  beiden  hyperbolischen  Hauptebenen, 
welche  die  gröfsere  Eegelöffiiung  darbietet.  Vertauschen  wir 
in  dör  letzten  Formel  9  und  9",  so  ei^iebt  sich  kein  reeller 
Wert  für  s,  weil  der  Cos  >  1  wird. 

Wir  können  aber  auch  für  die  imaginären  Brennstrahlen 
die  Potenzen  der  sie  vertretenden  elliptischen  Strahleninvolu- 
tionen ermitteln ;  wenn  wir,  wie  in  §  9,  die  Potenzen  der 
Strahleninvolutionen  in  den  drei  Hauptebenen  einführen, 
nämlich  die  Werte: 

P^   —     ^  P    _     ^  p     _     ^ 

-*■  oe  p       >        "^  oa  — ~     p       }        -^ ab  ^™     t>       ; 

"^  eb  -^ae  ^ba 

welche  der  Bedingung  unterworfen  sind: 

Für  die  beiden  hyperbolischen  Hauptebenen  ist  nämlich: 

Pab^ig'ip,        Pa,  =  tg^^ 
also,  da  aus   • 

cosa  =  i?!^    folgt:    tg^  ^  =  Jg'^  ~  ^!^-, 

und  tg^  B  die  Potenz  der  Strahleninvolution  in  der  [a  6]-Ebene 
ist,  deren  Doppelstrahlen  die  Brennstrahlen  sind,  folgt: 
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tg' 


P      —  P 

ab        -^  ac 


und 


X  a, 


--      oder,  da    Pao 


ca 


ca 


5—  =  —  Pcb  ist, 


bc 


tg^a 


Pcb+^ 


P.a+^ 


Bezeichnen  wir  demgemäfs  die  Potenzen  der  drei  Strahlen- 
involutionen  in  den  Hauptebenen  des  Kegels,  deren  Doppel- 
strahlen die  Brennstrahlen  sind,  durch 


so  ergiebt  sich: 


Faby      Fi 


bO) 


F. 


ca9 


Fah   >=    


Fha   = 


F     = 

-*•  ca    ~" 


Pc, 

+  1 

Pca 

+  1' 

P 

■  ac 

+  1 

Pal 

*+l' 

Pöa+i 

Pb.+^ 


woraus  die  Beziehung  folgt: 

Fab  .  Ff,c  •  Fca  =  +  1 . 

Hiernach  konnten  entweder  alle  drei  Strahleninvolutionen 
hyperbolisch  oder  zwei  elliptisch  und  eine  hyperbolisch  sein; 
dafs  der  erste  Fall  aber  in  der  That  nicht  eintreten  kann, 
folgt  leicht  aus  der  Bedingung: 

•*a6  "^dc  -t^ea  ^^  ~~'   *■  f 

V 

denn  sowohl  fär  den  Fall,  da(s  alle  drei  Werte  Pab  Pbe  Pca 
negativ  sind  (imaginärer  Kegel),  als  auch  für  den  Fall,  dafs 
von  den  drei  Werten  Pa  b  Pbc  Pea  zwei  positiv  und  der  dritte 
negativ  ist  (reeller  Kegel),  immer  mufs  von  den  drei  Werten 
Fab  Ff,c  Foa  einer  positiv  und  die  beiden  andern  negativ  sein. 
Aus  der  Beziehung  (I),  welche  die  Lage  der  beiden  reellen 
Brennstrahlen  liefert,  läfst  sich  sofort  eine  zweite  Relation 
ableiten,  aus  welcher  die  Lage  der  beiden  Kreisebenen  hervor- 
geht. Wenn  wir  nämlich  den  reziproken  Kegel  bilden,  dessen 
Berührungsebenen  normal  sind  zu  den  Strahlen  des  gegebenen 
Kegels,  so  ist  ersichtlich,  dafs  die  elliptische  Axe  a  für  beide 
Kegel  denselben  Charakter  hat;  dagegen  sind  in  den  beiden 
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Hauptebenen,  welche  durch  diese  Axe  gehen,   für  den  rezi- 
proken Kegel  9ie  Kegelöffnungen: 

in  der  [a&]-Ebene         180<>  —  2q>, 
„     „    [ac]-Ebene        180«  — 2-^ 
und  da  9  >  «•,  so  mufs  90^  —  <p  <  90^  -  d'  sein. 

Die  Btennstrahlen  des  reziproken  Kegels  müssen  daher 
notwendig  in  der  [ac]-Ebene  liegen,  und,  bezeichnen  wir  den 
Winkel,  welchen  sie  mit  einander  bilden  und  zwar  den 
Winkelraum,  in  welchen  die  a-Axe  hineinfallt,  durch 

ISO«  —  2E, 
dann  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  Beziehung: 

rrTv  •  rt  SiO  ^ 

W «^^^^IS-^- 

Die  KJreisebenen  gehen  also  durch  die  6- Axe  des  Kegels, 
d.  h.  diejenige  von  den  beiden  hyperbolischen  Axen  des  Kegels, 
deren  Berührungsebenen  an  den  Kegel  den  kleineren  Winkel 
einschlief sen.  Wenn  daher  die  a-Axe  diejenige  (elliptische) 
Hauptaxe  des  Kegels  ist,  welche  in  denselben  hineinfallt,  die 
beiden  andern  (hyperbolischen)  die  &-Axe  und  c-Axe,  wenn 
ferner  die  beiden  durch  die  6-Axe  an  den  Kegel  gelegten 
Berührungsebenen  einen  Neigungswinkel  =  20*,  die  beiden 
durch  die  c-Axe  an  den  Kegel  gelegten  Berührungsebenen 
einen  Neigungswinkel  =  2<p  einschliefsen,  wobei  die  Winkel- 
räume gemeint  sind,  in  denen  der  Kegel  selbst  enthalten  ist, 
wenn  endlich 

<P>  ^ 
angenommen  wird,  dann  liegen  die  beiden  Brennstrahlen  m 
der  [a6]-Ebene  und  die  beiden  Kreisebenen  gehen  durch  die 
6-Axe.  Vertauschen  wir  -^  und  9),  so  ergiebt  sich  kein  reeller 
Wert  für  E,  weil  der  Sin  >  1  wird.  Der  Winkel,  welchen 
die  beiden  Kreisebenen  mit  einander  bilden,  und  zwar  der 
jenige  Winkelraum,  in  welchem  die  Kegelflache  nicht  liegt, 
ist  =2E. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  g)  €=*  -9-  ist,  d.  h.  die 
Kegelöffnungen  in  den  beiden  Hauptschnitten  einander  gleich 
sind,    wird    a  «=  0,    d.   h.    die    beiden    Brennstrahlen   feilen 
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mit  der  a-Axe  zusammen  und  E  =»  90^  ^  d.  h.  die  beiden 
Kreisebenen  fallen  mit  der  [&o]-Ebene  zusammen.  In  diesem 
Falle  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Eigenschaft  der  konstanten 
Winkelsumme ;  dafs  der  Eegel  ein  Rotationskegel  (gerader 
Eegel  oder  Kreiskegel)  ist,  der  nur  in  der  einzigen  Stellung, 
rechtwinklig  zur  RotationsaxC;  Kreisschnitte  zuläfst. 

Die  obige  Betrachtung,  welche  uns  zu  der  Eigenschaft 
der  konstanten  Winkelsumme  führte,  läfst  noch  ein  anderes 
bemerkenswertes  Resultat  erkennen,  welches  zu  weiteren 
Folgerungen  fOhrt: 

Aus  der  Kongruenz  der  beiden  obigen  Dreikante: 

gsf^    und    fsg^ 

folgt,  dafs  der  Winkel  der  Ebenen  [gs]  und  [gf^li  oder,  was 
dasselbe  ist,  der  Ebenen  [fs]  und  [ft]  gleich  sein  mulB  dem 
Winkel  zwischen  den  Ebenen  [fs]  und  [/fl'i],  also  auch  dem 
Winkel  zwischen  den  Ebenen  [fs]  und  [ft{].  Hieraus  folgt, 
wenn  wir  die  polar  gegenüberstehende  Betrachtung  ergänzen, 
der  Doppelsatz: 


Verbindet  man  einen 
Brennstrahl  mit  den  bei- 
den Berührungsstrahlen 
zweier  beliebiger  Berüh- 
rungsebenen des  Kegels 
and  zugleich  mit  dem 
Schnittstrahl  beider  Be- 
rührungsebenen, so  wird 
der  Winkel  des  so  ent- 
stehenden Ebenenpaars 
durch    die    dritte    Ebene 


Zw  ei  Berührungsebenen 
des  Kegels  schneiden  auf 
einer  Kreisebene  dessel- 
ben einen  Winkel  aus,  wel- 
cher halbiert  wird  durch 
denjenigen  Strahl, in  wel- 
chem die  Verbindungs- 
ebene der  Berührungs- 
strahlen der  beiden  vori- 
gen B  er  ührungs  ebenen 
die  Kreisebene  schneidet. 


halbiert 

TriU  noch  eine  dritte  Berührungsebene  hinzu,  so  finden 
diese  Sätze  dreimal  statt  und  ergeben  folgendes  Resultat: 


Werden  die  Schenkel 
eines  veränderlichenWin- 
kels,  welcher  durch  eine 
veränderliche  Berüh- 
rungsebene auf  zwei  fest- 
gehaltenen Berührungs- 

SchbAtsb,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn. 


Wird  ein  veränderlicher 
Kegelstrahl  mit  zwei 
festen  Kegelstrahlen 

durch.Ebenen  verbunden, 
so  schneiden  dieselben 
auf  einer  Kreisebene  einen 

5 
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Winkel  von   unveränder- 
ter Gröfse  aus. 


ebenen  des  Kegels  aus- 
geschnitten wird;  mit 
einem  Brennstrahl  durch 
ein  Ebenenpaar  verbun- 
den, so  bleibt  der  Nei- 
gungswinkel dieses  Ebe- 
nenpaars von  unverän- 
derter Gröfse. 

Hieraus  folgt  eine  doppelte  Erzeugungsart  des  Kegels: 


Gehen  durch  einen 
Punkt  des  Raumes  zwei 
feste  Ebenen  und  ein 
fester  Strahl,  und  dreht 
man  um  diesen  einen  die- 
drischen  Winkel  von  un- 
veränderter Gröfse,  so 
schneiden  die  Seiten- 
flächen desselben  die  bei- 
den festen  Ebenen  in  zwei 
Strahlen,  deren  Verbin- 
dungsebene einen  Kegel 
zweiter  Ordnung  umhüllt, 
für  welchen  die  beiden 
festen  Ebenen  Berüh- 
rungsebenenund  der  feste 
Strahl  ein  Brennstrahl 
ist. 


Gehen  durch  eineu 
Punkt  des  Baumes  zwei 
feste  Strahlen  und  eine 
feste  Ebene,  und  dreht 
man  in  letzterer  um  den 
gemeinsamen  Punkt  als 
Scheitel  einen  Winkel 
von  unveränderlicher 
Gröfse,  verbindet  die 
Schenkel  desselben  mit 
den  bei  den  festen  Strahl  an 
durch  Ebenen,  so  schnei- 
den sich  diese  beiden 
Ebenen  in  einem  Strahle, 
der  einen  Kegel  zweiter 
Ordnung  beschreibt,  für 
welchen  die  beiden  festen 
Strahlen  Kegelstrahlen 
und  die  feste  Ebene  eine 
Kreisebene  ist. 


Wir  müssen  uns  hier  versagen,  auf  eine  weitere  Unter- 
suchung der  Eigenschaften  des  Kegels  einzugehen,  welche 
sich  an  die  Brennstrahlen  und  Kreisebenen  desselben  an- 
schliefsen,  und  deren  Analogie  mit  den  bekannten  Brenn- 
punktseigenschaften der  Kegelschnitte  hier  wesentlich  ergänzt 
wird  durch  eine  uneingeschränkte  Dualität.*) 


*)  Vergl.  H.  Vogt,  der  Bpharische  Kegelschnitt,  Breslau  1873. 
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§  12.    Der  orthogonale  Kegel. 

Es  giebt  einen  besonderen  Kegel;  der  in  der  Geometrie 
des  Punktes  eine  ähnliche  Stellung-  einnimmt,  wie  der  Kreis 
in  der  Geometrie  der  Ebene.  Da  dieser  Kegel  sich  mitunter 
bei  räumlichen  Untq^uchungen  darbietet  ^  so  wollen  wir  hier 
näher  auf  ihn  eingehen. 

Drehen  sich  um  zwei  durch  einen  Punkt  93 
gehende  Axen  s  und  5,  zwei  Ebenen;  die  beständig 
zu  einander  rechtwinklig  bleiben;  so  beschreibt 
ihr  Schnittstrahl  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  von 
besonderer  Art. 

Dieser  Kegel  soll  orthogonal  heifsen.  Offenbar  ist 
der  Ort  des  Schnittstrahls  der  beiden  rechtwinkligen  Ebenen 
S  und  I]  ein  Kegel;  legen  wir  nun  eine  beliebige  Transver- 
salebene  r  normal  zu  dem  einen  Strahle  s,  so  schneidet  die- 
selbe alle  Ebenen  ^  des  Büschels  s  in  Strahlen  x  eines 
Strahlenbüschels  D  und  die  Ebenen  Si  ^^  Strahlen  x^  eines 
Strahlenbüschels  Oj ;  da  aber  die  Ebene  gj  zur  Ebene  | 
normal  ist  und  auch  die  Ebene  t  zur  Ebene  £  normal  ist 
ist  (weil  r  durch  die  Normale  s  der  Ebene  |  geht),  so  mufs 
die  Schnittlinie  I  Si^  |  =  ^i  eine  Normale  der  Ebene  i,  also 
auf  dem  Strahle  x  rechtwinklig  sein,  d.  h.  der  Schnittpunkt 
{xx^)  beschreibt  in  der  Ebene  r  einen  Kreis,  von  welchem 
OOi  ein  Durchmesser  ist.  Wird  also  der  Schnittpunkt 
{xx^)  =  j:  bezeichnet;  so  beschreibt  der  Strahl  |  Jg,  |  =  93): 
einen  Kegel;  dessen  Mittelpunkt  3ä  ist;  und  der  die  Ebene  r 
in  einem  Kreise  schneidet.  Ebenso  schneidet  der  Kegel  auch 
jede  zu  dem  andern  Strahle  s^  normale  Ebene  tj  in  einem 
Kreise. 

Die  Stellungen  der  beiden  Kreisebenen  unseres  Kegels 
sind  also  rechtwinklig  zu  den  Kegelstrahlen  s  und  Sj;  wie 
wir  auch  auf  folgende  Weise  einsehen :  der  Kegel  geht  durch 
die  Strahlen  s  und  Sj  selbst  und  hat  zu  Berührungsebenen 
in  denselben  diejenigen  beiden  Ebenen^  welche  zur  Yerbin- 
dungsebene  [ss^]  rechtwinklig  durch  s  und  s^  gelegt  werden. 
Wenn  wir  noch  die  beiden  Normalebenen  zu  den  Strahlen 
s  und  $1  durch  93  legen ;  so  sind  dies  offenbar  die  beiden 
Kreisebenen  [x]  und  [X]]  des  orthogonalen  Kegels;  denn  sei  x 
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ein  beliebiger  Kegelstrahl^  so  müssen  die  beiden  Ebenen  [sx] 
und  [s^x]  auf  einander  rechtwinklig  sein.  Die  Ebene  x  ist 
aber  Normalebene  des  Strahles  s,  folglich  steht  sie  auch 
rechtwinklig  auf  [^o;],  und  daher  müssen  die  beiden  Ebenen 
[sx]  und  [s^x]  auf  der  Ebene  x  einen  rechten  Winkel  aus- 
schneiden d.  h.  einen  Winkel  von  unveündeHicher  Grofse; 
nach  dem  auf  Seite  66  (rechts)  stehenden  Satze  ist  also  [x] 
eine  Kreisebene  des  Kegels  und  aus  demselben  Grunde  [x,]  die 
andere  Kreisebene. 

Der  orthogonale  Kegel  hat  also  die  besondere  Eigen- 
tümlichkeit, dafs  seine  Kreisebenen  rechtwinklig 
stehen  auf  zwei  Kegelstrahlen.  Hieraus  entspringt 
sofort  eine  Bedingung  zwischen  den  Kegelöffiiungen  in  den 
Hauptebenen.     Die  auf  Seite  64  abgeleitete  Beziehung  (IL): 

.  sin  ^  «=  -: — 

ergiebt  nämlich  hier,  da  ^  +  -^  =  90®  ist: 

sin  9)  =  ig  ^ 

als  Bedingung  für  den  orthogonalen  Kegel,  die  sich  auch  so 
schreiben  lässt: 

ctg^-d-  —  ctg'g?  =  1. 

Diese  Bedingung  zeigt  zugleich,  dass  ^  <  45®  d.  h.  die  Kegel- 
o£Fnung  20-  in  der  [ac]-Ebene,  in  welcher  nicht  die  Brenn- 
strahlen liegen,  kleiner  als  90®  sein  mufs.  Die  Kreisebenen, 
welche  durch  die  6-Axe  gehen,  also  auf  der  [a  c]-Ebene  recht- 
winklig stehen,  schliefsen  daher  einen  über  90®  betragenden 
Winkelraum  ein,  in  welchen  der  Kegel  hineinfällt. 

Das  vorige  Resultat  läfst  sich  auch  etwas  anders  aus- 
sprechen. Seien  die  Schnittlinien  der  Ebenen  [50;]  und  [5,/] 
mit  der  Ebene  [x]  die  Strahlen  ^  und  ^^ ,  so  ist  klar,  dafs  die- 
selben mit  X  zusammen  ein  rechtwinkliges  Dreikant  bilden,  weil 
sie  selbst  einen  Winkel  von  90®  einschliefsen  und  die  Ebenen 
[sx]  und  [5,rr]  zu  einander  unter  90"  geneigt  sind;  mithinist 
auch  der  Winkel  (tx)  und  (t^x)  gleich  90®.  Wir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Wenn  ein  rechter  Winkel  (t^x)  sich  so  bewegt, 
dafs  seine  Ebene  sich  um  einen  festen  Strahl  (5,) 
dreht   und   der  eine  Schenkel  (^,)  in   einer   festen 
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Ebene  [x]  sich  bewegt  um  seinen  unveränderten 
Scheitel;  so  beschreibt  der  andere  Schenkel  (o;)  einen 
orthogonalen  Kegel  zweiter  Ordnnng,  welcher 
durch  den  festen  Strahl  (s{)  selbst  geht  und  die 
feste  Ebene  zu  einer  Ereisebene  hat;  während  die 
andere  Ereisebene  auf  dem  festefi  Strahle  (5,)  nor- 
mal steht.  » 

Oder  auch: 

Wenn  man  eine  feste  Ebene  (x)  und  einen  festen 
Strahl  (Sj)  hat  und  um  denselben  eine  veränder- 
liche Ebene  (^j)  dreht,  welche  die  feste  in  dem  ver- 
äiNerlichen  Strahle  t^  schneidet,  so  beschreibt  die 
auf  ^j  rechtwinklig  stehende  in  der  bewegtenEbene 
(«,)  liegende  Gerade  (x)  einen  orthogonalen  Eegel 
zweiter  Ordnung,  welcher  durch  den  festen  Strahl 
(5i)  geht  und  die  feste  Ebene  (x)  zu  einer  Ereis- 
ebene hat,  wärend  die  andere  Ereisebene  auf  dem 
festen  Strahl  (Sj)  normal  steht. 

Wir  erkennen  unmittelbar,  dafs  die  Eben^  [55,]  eine 
Hauptebene  des  orthogonalen  Eegels  33^^^  ist;  denn  nehmen 
wir  irgend  einen  Kegelstrahl  g,  so  wird  der  zu  demselben  in 
Bezug  auf  die  Ebene  [ss^']  symmetrisch  liegende  Strahl  oder 
das  Spiegelbild  g^  des  Strahles  g  in  Bezug  auf  die  Ebene  [ss^'] 
notwendig  auch  ein  Eegelstrahl  von  93^'^  sein;  denn  sobald 
die  Ebenen  [sg']  und  [s^g]  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
müssen  auch  die  Ebenen  [sg^]  und  [s^^J  zu  einander 
rechtwinklig  sein.  Die  Halbierungslinien  der  Winkel  (ss^) 
sind  also  zwei  Hauptaxen  des  orthogonalen  Eegels  33^^^  und 
die  dritte  Hauptaxe  ist  die  Normale  der  Ebene  [ss^]  im 
Punkte®.  Die  vier  Strahlen  \ss^ggy\  sind  vier  harmonische 
Strahlen  des  Eegels  95^.  Wählen  wir  g  und  g^  zu  Axen 
zweier  neuen  den  Eegel  %(^>  erzeugenden  projektivischen 
Ebenenbüschel,  so  erkennen  wir,  dafs  dieselben  projekti- 
visch-gleich  sind.  Denn  die  Berührungsebenen  des  Eegels 
©t'^  längs  der  Strahlen  |  gg^  \  sind  gleich  geneigt  zu  der  Ver- 
bindungsebene [gg{]f  weil  diese  normal  ist  zur  Ebene  [ss^]. 
Bezeichnen  wir  diese  Berührungsebenen  längs  der  Eegel- 
strahlen  g  und  g^  durch  {jgg"]  und  [5^1  S^j],  so  sind  die  vier 
Ebenen  des  Büschels: 
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harmonisch,  und  ebenso  die  Vier  Ebenen  des  Büschels: 

harmonisch;  da  aber  die  Ebenen  [gs]  und  [gs^]  aufeinander 
rechtwinklig  stehen ,  so  halbieren  sie  die  Neigungswinkel 
zwischen  den  beiden  andern  [gg]  und  [14g,]  und  da  ebenso 
die  Ebenen  [g^s]  und  [g^s^]  auf  einander  rechtwinklig  stehen, 
so  halbieren  sie  die  Winkel  zwischen  den  beiden  andern  [g^gi] 
und  [^iS^];  nun  ist  aber  der  Winkel,  welchen  die  Ebenen 
[gg]  und  \gg^]  bilden,  gleich  demjenigen,  welchen  die  Ebenen 
[5^1 5^1]  ^^^  [9\9]  ™^*  einander  bilden,  folglich  sind  auch  die 
Hälften  dieser  Winkel  einander  gleich.  Die  vier  Ebenen  des 
Büschels  gljggiss^]  bilden  also  dieselben  Winkel  mit  einander, 
wie  die  vier  Ebenen  des  Büschels  g][g\gss^\.  Da  femer  die 
Dopelverhältnisse  der  harmonischen  Büschel: 

9[99iSs^']    und   g^lgg^ss^] 

einander  gleich  sind,  so  sind  von  den  beiden  projektivischen 
den  Kegel  iB^^^  erzeugenden  Ebenenbüscheln  mit  den  Axen 
g  und  g^  vier  Paare  entsprechender  Ebenen  unter  einander 
gleich  geneigt,  mithin  die  beiden  Büschel  g  und  g^  projek- 
tivisch-gleich.     Wir  schliefsen  also: 

Ein  orthogonalerKegel  kann  auf  unendlich  viele 
Arten  durch  zwei  projektivisch-gleiche  Ebenen- 
büschel erzeugt  werden. 

Umgekehrt  schliefsen  wir: 

Zwei  projektivisch-gleiche  Ebenenbüschel,  de- 
ren Axen  g  und  g^  sich  in  S  treffen  (und  die  nicht 
perspektivisch  liegen)  erzeugen  allemal  einen  or- 
thogonalen Kegel  33^^^ 

Gehen  wir  nämlich  von  der  Verbindungsebene  [gg\]  der 
Axen  der  gegebenen  projektivisch-gleichen  Ebenenbüschel  aus, 
welche  beiden  gemeinsam  ist  und  nehmen  die  ihr  in  doppeltem 
Sinne  entsprechenden  Ebenen  [ggl  und  [i^iflF,],  halbieren  die 
Neigungswinkel  zwischen  dem  einen  Ebenenpaar  [gg^]  und 
Igg"]  durch  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  und  auch 
die  Neigungswinkel  zwischen  dem  andern  Ebenenpaar  {ß\g] 
und  [^]flF|]  durch  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen,  so 
erhalten  wir  durch  S3  ein  Vierflach,  von  welchem  ein  Paar 
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Gegenkanten  g  und  g^  ist;  dasselbe  hat  noch  zwei  andere 
Paare  von  Gegenkanten  ^  die  wir  s  und  s^^  s'  und  ^i  nennen 
wollen ;  dann  wird,  weil  die  Ebenenbüschel  projektivisch  gleich 
sein  sollen^  entweder  das  eine  Paar  ss^  oder  das  andere  Paar 
ssi  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  sein  müssen.  Wählen 
wir  dieses  Paar  zu  Axen  zweier  neuen  Ebenenbüschel,  deren 
je  zwei  entsprechende  Ebenen  zu  einander  rechtwinklig  sind^ 
so  erzeugen  dieselben  einen  orthogonalen  Kegel,  welcher  mit 
dem  Erzeugnis  der  gegebenen  projektivisch-gleichen  Ebenen- 
büschel g  und  g^  identisch  ist.*) 

Dem  orthogonalen  Kegel  steht  als  duales  Gebilde  gegen- 
über ein  Kegel,  der  auf  folgende  Art  erzeugt  wird: 

Wenn  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels  sich 
in  zwei  beliebigen  festen  Ebenen  6B^  bewegen^  wäh- 
rend der  Scheitel  unverändert  bleibt,  so  umhüllt 
seine  Ebene  einen  besonderen  Kegel,  welcher  die 
beiden  festen  Ebenen  as^  selbst  berührt,  und  dessen 
Brennstrahlen  normal  sind  zu  den  beiden  festen 
Ebenen. 

In  der  That,  sei  33  ein  beliebiger  Punkt  der  Schnittlinie 
f£,  I  und  drehen  wir  um  3J  in  der  Ebene  a  einen  Strahl  x. 
so  schneidet  die  Normalebene  desselben  die  Ebene  a^  in  einem 
Strahle  x^  so,  däfs  der  Winkel 

ist.  Da  aber  die  Normalebene  ein  Ebenenbüschel  beschreibt 
um  eine  Axe,  welche  normal  auf  a  steht  und  dies  Ebenen- 
büschel projektivisch  gleich  ist  mit  dem  von  x  beschriebenen 
Strahlenbüschel,  so  sind  auch  die  von  x  und  x^  beschriebenen 
Strahlenbüschel  projektivisch  und  ihre  Yerbindungsebene  um- 
hüllt einen  Kegel,  welcher  die  Ebenen  a  und  a^  selbst  berührt. 
Die  Berührungsstrahleu  in  diesen  Ebenen  werden  erhalten, 
indem  wir  auf  der  Schnittlinie  \aay\  im  Punkte  iß  in  beiden 
Ebenen  eine  Senkrechte  ziehen.  Mögen  diese  beiden  Be- 
rührangsstrahlen  tt^  heifsen  und  die  in  ihrer  Ebene  zu  ihnen 
rechtwinkligen  durch  iB  gehenden  Strahlen  ff^^  so  dafs  also 


*)  Vgl.  F.  Ruth:  „Über  eine  besondere  Erzeugangsweise  des 
orthogonalen  Hyperboloides  und  über  Büschel  orthogonaler  Kegel  und 
Hyperboloide'*  (Sitzb.  d.  Akad.  d.  Wiss.  Wien  1879). 
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die  vier  Strahlen 

tt.fu 

sämtlich  in  der  Normalebene  der  Schnittlinie  |  ££,  |  liegen 
und  /*/*,  notwendig  in  demjenigen  Winkelraura  zwischen  den 
Strahlen  tt^,  welcher  >  90"  ist,  dann  sind  nach  dem  auf 
Seite  66  ausgesprochenen  Satze  (links)  f  und  /",  die  Brenn- 
strahlen des  Kegels  und  die  oben  gefundene  Beziehui^g:  (1): 

cos  qt 
COS  B  =  — ~  , 

WO  9  >  90'  ist,  giebt,  da  qp  +  «  =  90^  wird, 

COS  d'  =  ctg  9 
oder  anders  geschrieben: 

tg>  —  tg^-Ö"  =  1. 

Das  gewonnene  Resultat  läfst  sich  noch  umformen:  Bei  der 

beschriebenen  Bewegung  dreht  sich  der  Strahl   x  um  33  in 

der  Ebene  e,    die  Normalebene  von  x  dreht  sich   um  den 

festen  Strahl  f  und  steht  also  senkrecht  auf  jeder  durch  x 

gelegten  Ebene;  sie  geht  daher  durch  die  Normale  n  der 

Ebene    Ixx^]^   oder  die  drei  Strahlen  nfx^  liegen  in   einer 

Ebene.    Wir  haben  mithin  ein  rechtwinkliges  Dreikant  xx^n 

und  zugleich  ein  rechtwinkliges  Dreiflach  [a;a;,]   [xn]  [a;,n]. 

Der  von  den  beiden  Ebenen  [^,  n]  und  [x^x]  gebildete  diedrische 

rechte  Winkel  bewegt  sich  so,   dafs  seine  Kante  x^  in  der 

festen  Ebene  e^  sich  um  33  dreht  und  die  Fläche  [x^n]  um 

den  festen  Strahl  f  sich  dreht,  während  die  freie  Ebene  {XiX) 

den  obigen  Kegel  umhüllt.  Wir  haben  hiemach  folgenden  Satz: 

Wenn  ein  diedrischer  rechter   Winkel  sich  so 

bewegt,  dafs  seine  Kante  in  einer  festen  Ebene  (£|) 

um   einen  festen  Punkt  Sß   sich  dreht  und  die  eine 

Seitenfläche  desselben  lx^n']  um  einen  festen  durch 

93  gehenden   Strahl   f   sich  dreht,    so    umhüllt  die 

andere  Seitenfläche  einen  besonderen  Kegel  zweiter 

Klasse,  welcher  die  feste  Ebene  (£,)  berührt,  den 

Punkt    Sß    zu    seinem  Mittelpunkt  und    den    festen 

Strahl  f   zu  einem  Brennstrahl  hat,   während  der 

andere  Brennstrahl  auf  der  festen   Ebene   normal 

steht.  — 

Der  orthogonale  Kegel  besitzt  eine  Eigenschaft,  welche 
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seine  Analogie  mit  dem  ebenen  Kreise  deutlich  hervortreten 
läfst. 

Nehmen  wir  durch  einen  Punkt  95  in  einer  Ebene  vier 
Strahlen  QQxSS^  an^  von  denen  das  erste  Paar  durch  das 
zweite  harmonisch  getrennt  wird^  legen  sodann  durch  s 
und  S|  zwei  veränderliche  Ebenen^  die  beständig  zu  einander 
rechtwinklig  bleiben,  so  wird  ihre  Schnittlinie  o;  den  im  Obigen 
untersuchten  orthogonalen  Kegel  beschreiben.  Weil  nun  auch 
die  vier  Ebenen  des  Büschels: 

vier  harmonische  Ebenen  sind,  von  denen  zwei,  {xs\  und  [xs^^j 
zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  müssen  diese  die  Neigungs- 
winkel zwischen  den  beiden  Ebenen  \xg]  und  [xg^]  halbieren; 
wir  haben  also  die  Winkel: 

ipcgy  xs)  =  {x$,  xg^)    {xg,  xs^)  =  {xs^,  xg^), 

und,  da  die  vier  Strahlen  g  s  g^  s^  in  einer  Ebene  liegen : 

{sx,  sg)  +  (sx,  sg^)  ==  180^ 

Da  aber  in  einem  Dreiflach  die  Sin  der  Winkel  der  Seiten- 
flächen wie  die  Sin  der  Neigungswinkel  an  den  gegenüber- 
liegenden Kanten  sich  verhalten,  so  haben  wir: 

sin(j:^) ßin  (sXy  sg)  ^     ein  (xgj) sin  (sx,  sgj)^ 

sin  {sg)        sin  {xs,  xg)  '     Bm{sgi)        ein  [xs,  xg{)  ' 

und  hieraus  folgt  die  Gleichheit: 

Bin  [xgt)        Bin  {sg^)  ' 

d.  h.  ein  veränderlicher  Strahl  x  des  orthogonalen  Kegels 
bildet  mit  den  beiden  festen  Strahlen  g  und  g^ ,  die  konjugiert 
sind  in  Bezug  auf  den  Kegel,  solche  Winkel,  dafs  das  Ver- 
hältnis ihrer  Sin  unverändert  bleibt.  Dies  können  wir  aber 
umkehren : 

Sind  zwei  in  einem  Punkte  33  sich  schneidende 
Gerade^  und  g^  gegeben,  und  soll  sich  ein  durchs 
gezogener  Strahl  x  im  Baume  so  bewegen,  dafs  das 

Verhältnis   ^"^ ,^\  konstant  bleibt,  so  beschreibt^ 

Bin  (xgi)  ' 

einen  orthogonalen  Kegel  um  iB,  für  welchen    die 

Strahlen  g  und  g^   ein  Paar  konjugierter  Strahlen 

sind. 


74  §  12.  Der  orthogonale  Kegel. 

In  der  Tbat  braucht  man  nur  die  beiden  Strahlen  s  und 
Sj  in  der  Ebene  [ggi]  zu  ermittehi,  was  ein  bekanntes  ebenes 
Problem  ist  und  dann  durch  s  und  s^  rechtwinklige  Ebenen- 
paare zu  legen,  deren  veränderliche  Kante  x  den  gesachten 
Kegel  beschreibt.     Da  das  Verhältnis  der  Sinus: 

«in  {xg) 
sin  (xgi) 

gleichwertig  ist  mit  dem  Verhältnis  der  Abstände  irgend 
eines  Punktes  j:  des  Kegelstrahls  x  von  den  beiden  festen 
Strahlen  g  und  g^ ,  so  können  wir  den  vorigen  Satz  auch  so 
aussprechen : 

Wenn  zwei  in  einem  Punkte  So  sich  treffende 
Gerade  g  und  g^  gegeben  sind;  so  ist  der  Ort  eines 
Punktes,  dessen  Abstände  von  g  und  g^  in  einem 
gegebenen  unveränderten  Verhältnis  stehen,  ein 
orthogonaler  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  93  ist,  und 
für  welchen^  und^j  ein  Paar  konjugierter  Strahlen 
in  derjenigen  hyperbolischen  Hauptebene  des  Ke- 
gels sind,  welche  nicht  die  beiden  Brennstrahlen 
enthält. 

Gehen  wir  umgekehrt  von  zwei  Strahlen  ss^  aus,  die 
sich  in  einem  Punkte  93  schneiden  und  einen  Winkel  2^  <  9(y 
einschliefsen,  ziehen  in  der  Ebene  [ssi]  eine  zu  s  rechtwinklige 
Gerade,  welche  den  Strahlen  5S,  in  den  Punkten '8g|  begegnet 
und  beschreiben  über  ^gj  als  Durchmesser  einen  Kreis  in  einer 
zur  Ebene  [ssj]  rechtwinkligen  Ebene :  dann  wird  der  Kegel, 
welcher  von  93  aus  nach  den  Punkten  dieses  Kreises  geht  ein 
orthogonaler  sein,  und  es  läfst  sich  leicht  zeigen,  dafs  irgend 
ein  durch  93  gelegtes  Strahlenpaar  gg^,  welches  durch  ss^  har- 
monisch getrennt  wird  die  Eigenschaft  besitzt,  dafs  die  Ab- 
stände irgend  eines  Kegelpunktes  von  g  und  g^  dasselbe  Ver- 
hältnis zu  einander  behalten.  Die  Halbierungsstrahlen  des 
Winkels  (ss,)  sind  die  a-Axe  und  c-Axe  des  orthogonalen 
Kegels,  die  zur  Ebene  [ss,]  in  f&  errichtete  Senkrechte  ist 
die  &-Axe;  da  die  Kegelöffnung 

20-  <90» 

angenommen  ist,   so  wird  die  in  den  kleineren  Winkelraum 
hineinfallende  Halbierungslinie   die   (elliptische)  a-Axe  sein. 
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Berechnen  wir  die  Eegeloönung  2  9  in  der  [a&]-£bene^  so 

finden  wir: 

tg  ^  sa  sin  ^ 

also  (p  >  d',  mithin  liegen  die  Brennstrahlen  des  orthogo- 
nalen Kegels  in  der  [a&]-£beney  also  das  Paar  konjugierter 
Strahlen  gg^  in  derjenigen  Hauptebene  des  orthogonalen 
Kegels,  welche  die  kleinere  Eegeloffnung  besitzt,  also  nicht 
die  Brennstrahlen  enthält.  - 

(Wir  werden  später  (§  26)  die  allgemeinere  Aufgabe 
losen,  indem  wir  von  zwei  Geraden  g  und  g^y  die  beliebig 
im  Baame  liegen,  ohne  sich  zu  treffen,  ausgehen.) 

Ist  insbesondere  der  Wert  des  konstanten  Verhältnisses 
=  1,  so  degenerirt  der  Kegel  in  ein  rechtwinkliges  Ebenen- 
paar, welches  die  Winkel  zwischen  g  und  g^  halbiert. 

Der  dem  orthogonalen  Kegel  dual  gegenüberstehende, 
welcher  ebenfalls  vorhin  betrachtet  ist,  bietet  eine  der  letzten 
ganz  analoge  Eigenschaft  dar,  welche  so  lautet: 

Sind  zwei  feste  Ebenen  s  und  s^  gegeben  und 
soll  durch  einen  festen  Punkt  93  ihrer  Schnittlinie 
eine  veränderliche  Ebene  |  derart  gelegt  werden, 

dafs    das    Verhältnis    ^!°  ,/\    einen   unveränderten 

Bin  (I  St) 

Wert  behält,  so  umhüllt  die  Ebene  5  einen  beson- 
deren Kegel  zweiter  Klasse,  für  welchen  e  und  £, 
konjugierte  Ebenen  sind. 

§  13.    Der  gleichseitige  Kegel. 

Wir  haben  gesehen,  dafs  es  im  allgemeinen  für  eine 
Ebene  nur  zwei  Stellungen  giebt,  in  denen  sie  aus  einem 
Kegel  zweiten  Grades  einen  Kreis  ausschneidet,  und  dafs  ins- 
besondere, wenn  die  Normalen  zu  diesen  beiden  Stellungen 
zu  den  Kegelstrahlen  gehören,  der  Kegel  den  Charakter  des 
orthogonalen  Kegels  hat.  Fragen  wir  aber,  wie  eine  Ebene 
gestellt  sein  mufs,  um  eine  gleichseitige  S^yperbel 
ans  einem  gegebenen  Kegel  auszuschneiden,  so  lautet  die 
Antwort,  dafs  sie  im  allgemeinen  unendlich- viele  derartige 
Stellungen  haben  kann ;  denn  nehmen  wir  irgend  einen  Kegel- 
strahl X  und  legen  durch  den  Mittelpunkt  f&  des  Kegels  eine 
Normalebene  |  zu  rr,  so  wird  dieselbe  den  Kegel   im   all- 
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gemeinen  in  zwei  Strahlen  y  und  0  schneiden^  und  es  ist 
ersichtlich^  dafs  jede  Ebene,  die  zu  einer  der  beiden  Ebenen 
[xy]  oder  [xz]  parallel  ist,  den  Kegel  in  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  schneiden  mufs;  nur  in  dem  Falle^  dafs  das  Strahlen- 
paar yz  nicht  reell  ist,  lassen  sich  keine  Ebenen  [xy']  nnd 
[xz"]  legen.  Bei  der  Veränderung  von  x  umhüllt  nun  die 
Normalebene  i  den  reziproken  Eegel  des  gegebenen  und  es 
wird  also  darauf  ankommen,  nachzusehen,  ob  die  Berührungs- 
ebenen  des  reziproken  Kegels  den  gegebenen  in  reellen  Linien- 
paaren schneiden  oder  nicht.  Das  erstere  wird  nur  dann 
der  Fall  sein,  wenn  der  innere  Raum  des  reziproken  Kegels 
ganz  oder  teilweise  in  den  inneren  Baum  des  gegebenen 
hineinfallt.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so  giebt  es  unendUch 
viele  Stellungen  für  eine  Ebene,  die  den  Kegel  in  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  schneiden  soll. 

Eine  besondere  Frage  ist  aber  die,  wann  eine  solche  in 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  durchschneidende  Ebene  auf 
einem  Kegelstrahl  normal  steht.  Ist  dies  nämlich  der  Fall, 
so  wird  die  durch  den  Mittelpunkt  99  parallel  gelegte  Ebene 
zwei  rechtwinklige  Kegelstrahlen  enthalten,  und,  da  der  auf 
beiden  rechtwinklige  Strahl  auch  ein  Kegelstrahl  sein  soll, 
der  Kegel  ein  Tripel  von  drei  zu  einander  rechtwinkligen 
Geraden  als  Kegelstrahlen  haben;  dies  trifft  beim  allgemeinen 
Kegel  nicht  ein,  sondern  kennzeichnet  einen  partikulären 
Charakter  des  Kegels  und  liefert  eine  gewisse  Bedingung, 
welche  er  zu  erfüllen  hat  und  die  wir  sogleich  kennen  lernen 
werden.  Wir  nennen  einen  solchen  Kegel,  welcher  drei  zu 
einander  rechtwinklige  Gerade  zu  Kegelstrahlen  hat,  einen 
gleichseitigen  Kegel.*) 

Nehmen  wir  einen  gleichseitigen  Kegel  93^*^  als  gegeben 
an,  und  sei  ahc  ein  Tripel  von  rechtwinkligen  Kegelsfrahlen, 
dann  wird  eine  Ebene,  die  auf  dem  Strahle  a  rechtwinklig 
steht,  den  Kegel  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  schneiden, 
deren  Asymptoten  parallel  b  und  c  sind.  Sei  a  der  Punkt, 
in  welchem  der  Kegelstrahl  a  von  einer  auf  ihm  rechtwinklig 


*)  Vergl.  Heinrich  Vogt:  Über  ein  besonderee  Hyperboloid, 
BorohardVs  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  86. 
8.  297. 
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stellenden  Ebene  a,  welche  die  gleichseitige  Hyperbel  §<*> 
ausschneidet;  getroffen  wird,  und  werde  ein  beliebiger  Punkt  x 
der  Hyperbel  genommen,  der  Eegelstrahl  ^x  =  ^  gezogen 
und  eine  Normalebene  |  in  dem  Punkte  33  auf  dem  Strahle  x 
errichtet;  dann  muls,  weil  sowohl  a  und  a,  als  auch  x  und  | 
normal  zu  einander  sind,  die  Ebene  \ax']  auf  der  Schnitt- 
linie |a||  normal  sein;  die  Ebene  [ax']  ist  identisch  mit  [Sa 7:], 
der  Schnittstrahl  |aS|  daher  rechtwinklig  gerichtet  zu  jedem 
Strahl  in  der  Ebene  [93 a?:];  insbesondere  auch  zu  \cij:\.  Die 
Gerade  |a||  schneidet  nun  im  allgemeinen  die  gleichseitige 
Hyperbel  §^*^  in  einem  Punktepaare  t)j,  dessen  Verbindungs- 
linie zu  \cLj:\  rechtwinklig  liegt. 

Das  Punktepaar  t)i  ist  immer  reell ,  wie  aus  folgender 
Bemerkung  hervorgeht.  Liegen  nämlich  a  und  x  auf  dem- 
selben Hyperbelzweige;  und  ist  p  der  Schnittpunkt: 

so  mufs,  weil  133 ))|  rechtwinklig  auf  \Söx\  und  |23a|  rechtwinklig 
auf]aj:!,  ^p^  ^  ^ja  .  !|)j:  sein,  folglich  )f  aufserhalb  \cix\  liegen. 
Da  aber  in  diesem  Falle  die  Richtung  von  \cix\  in  denjenigen 
Winkelraum  zwischen  den  rechtwinkligen  Asymptoten  der 
Hyperbel  hineinfallt,  welcher  die  Hyperbelzweige  nicht  ent- 
hält, so  mufs  die  darauf  senkrechte  Richtung  von  |t)}|  in  den- 
jenigen Winkelraum  zwischen  den  Asymptoten  hineinfallen, 
welcher  die  Hyperbelzweige  enthält,  also  mufs  |t)j|  not- 
wendig die  Hyperbel  in  zwei  reellen  Punkten  auf  verschiede- 
nen Hyperbelzweigen  schneiden,  weil 

(Th.  d.  K.  S.  232)  ist;  liegen  dagegen  x  und  a  auf  ver- 
schiedenen Hyperbelzweigen,  so  mufs  !)},  da  esaufserhalb  |ajc| 
liegt,  innerhalb  der  Hyperbel  liegen,  also  die  in  p  auf  \(ix\ 
errichtete  Senkrechte  |t)  j|  der  Hyperbel  in  zwei  reellen  Punkten 
auf  demselben  Hyperbelzweige  begegnen. 

Da  nun  die  Punkte  t)  und  j  immer  reell  sind,  so  sind 
es  auch  die  Strahlen: 

\f8t)\  =  y    und    \^l\=is 

und  da  x  auf  der  Ebene  [yß]  rechtwinklig  steht,  so  ist  sowohl 
X  auf  y,  als  auch  x  auf  0  rechtwinklig ;  aber  es  ist  leicht  zu 
erkennen,  dafs  auch  y  auf  is  rechtwinklig  sein  mufs. 
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In  der  Tbat,  die  vier  Punkte  a  j:  ^  J  liegen  in  der  Ebene 
a  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel  ^^^^  so^  dafs  jeder  der 
Höbenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist, 
also  ist  auch 

I  al)  I  rechtwinklig  auf  { ]C}  |, 

ferner  wird,  weil  |95a  |  =  a  die  Normale  der  Ebene  [j:X)i]  ist, 

I  Sa  I  rechtwinklig  zu  |  >:}  | 

liegen,  folglich  auch  die  Ebene  [93a^]  normal  zu  \ji\  sein; 
hieraus  folgt,  dafs  auch  |$t)|  es»  y  rechtwinklig  zu  |]:g{  ist  und 
da  y  rechtwinklig  zu  {93jc|  ^^^  x  ist,  so  mufs  die  Ebene  [^TÜ 
normal  auf  y  stehen,  also  auch  y  rechtwinklig  auf  |iB}|  =»^ 
sein;  wir  haben  mithin  ein  zweites  von  drei  zu  einander 
rechtwinkligen  Strahlen  xyz  gebildetes  Tripel  auf  dem  gleich- 
seitigen Kegel  nachgewiesen,  sobald  ein  solches  abc  existiert, 
und  da  der  Eegelstrahl  x  ganz  willkürlich  gewählt  war, 
so  folgt: 

Hat  ein  Kegel  ein  Tripel  von  drei  zu  einander 
rechtwinkligen  Kegelstrahlen,  so  hat  er  deren  un- 
endlich viele,  indem  jeder  beliebige  Kegelstrahl  als  eine 
Kante  eines  solchen  rechtwinkligen  Dreikants  gewählt  werden 
kann,  und  die  beiden  andern  durch  die  auf  dem  ersteren 
normal  stehende  Ebene  immer  reell  aus  dem  Kegel  aus- 
geschnitten werden. 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

Jede  Ebene,  welche  rechtwinklig  zu  einem 
Strahle  eines  gleichseitigen  Kegels  gelegt  wird, 
schneidet  denselben  in  einer  gleichseitigen  Hyper- 
bel. Der  Punkt,  in  welchem  jener  Kegelstrahl 
der  gleichseitigen  Hyperbel  begegnet,  ist  Hohen- 
punkt  für  sämtliche  Dreiecke,  in  welchen  irgend 
drei  zu  einander  rechtwinklige  Kegelstrahlen  der 
Hyperbel  begegnen. 

Ein  gleichseitiger  Kegel  ist  also  dadurch  vollkommen 
bestimmt  und  zu  konstruieren,  dafs  man  von  einem  Punkte  '^ 
aus  zwei  Tripel  von  je  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen 
ausgehen  läfst;  diese  sechs  Strahlen  liegen  allemal  auf  einem 
einzigen  bestimmten  Kegel.  Wir  haben  also  zugleich  den  Satz : 

Zwei  Tripel  von  je  drei  zu  einander  rechtwink- 
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ligen  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehen, 
sind  allemal  sechs  Strahlen  eines  gleichseitigen 
Kegels. 

(Dieser  Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  einer  früher  (§  8) 
bewiesenen  Eigenschaft  des  Polarbündels  ^  wonach  die  sechs 
Strahlen  zweier  Polardreikante  immer  auf  einem  Kegel  liegen^ 
sobald  man  nämlich  .  für  das  Polarbündel  das  orthogonale 
nimmt;  welches  die  unendlich  entfernte  Ebene  £»  in  dem 
imaginären  Kreise  schneidet.) 

Damit  überhaupt  auf  einem  Kegel  zweiter  Ordnung  ein 
Tripel  von  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Kegelstrahlen 
möglich  sei;  ist  eiue  gewisse  Bedingung  erforderlich,  zu  der 
wir  auf  folgende  Art  gelangen: 

.  Sei  a  die  elliptische  Hauptaxe  des  Kegels,  durch  welche 
die  beiden  hyperbolischen  Hauptebenen  gehen  und  seien  in 
der  einen  der  letzteren  die  beiden  Kegelstrahlen  ss\  in  der 
andern  tt\  ferner  die  Winkel: 

(a,  5)  =  9  (a,  0  =  -^; 
dann  wird  irgend  eine  in  dem  Abstände  q  vom  Mittelpunkte  93 
des  Kegels;  zur  a-Axe  rechtwinklig  gelegte  Ebene  denselben 
in  einer  Ellipse  schneiden,  deren  Hauptaxen  beziehungsweise 
in  den  beiden  Hauptebenen  des  Kegels  liegen  und  für  welche 
die  Quadrate  der  Halbaxen  die  Werte  haben 

9^  .  tg^9?    und    9^ .  i^%'. 

Der  Kegelstrahl  s  trifft  nun  diese  Ellipse  in  einem  Scheitel  g 
derselben,  während  ihr  die  in  S  auf  dem  Strahl  s  errichtete 
Normalebene  in  zwei  Punkten  )p  und  :p'  begegnet,  deren  Mitte  m 
auf  der  Hauptaxe  der  Ellipse  Kegt.  Wegen  der  Eigenschaft 
des  gleichseitigen  Kegels  müssen  die  drei  Strahlen  |SS|,  |S3))|7 
39^)':  drei  zu  einander  rechtwinklige  Strahlen  sein,  folglich 
mufs  jeder  der  beiden  Winkel  ^)33m  und  m93^)'  =  45^  sein;  also 
ist  das  Dreieck  ^)33m  rechtwinklig  und  gleichschenklig,  mithin 

Bezeichnen  wir  nun  noch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  durch  o, 
so  ist: 

nt®  .  siny  =^  p  =  mo  .  tg9, 
also  nach  dem  Obigen: 

m^) .  sin  9  =«  m 0  .  lg  9>  =  p. 
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Weil  aber  nach  bekannter  Eigenschaft  der  Ellipse: 

mo'       ,       mp'     _.  1 


ist,  so  folgt  die  Bedingung: 

i.     A  I         ctg*  ^  1 

^    ^    '     am*  qp 

oder 

ctg^  <d"  =  sin^  <P(1  —  cig2  g?)  (l  +  ^^S^  9>)'; 

woraus  folgt: 

Dies  ist  die  Bedingung  zwischen  den  beiden  Kegelöfl&iungen 
in  den  hyperbolischen  Hauptebenen,  damit  der  Kegel  ein 
gleichseitiger  sei,  woraus  folgt,  dafs  beide  Kegelöfl&iungeii 
in  den  Hauptebenen  {2(p  und  2-^)  gröfser  als  90«  sein  müssen. 
Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  giebt  es  ein  Tripel  rechtwink- 
'  liger  Kegelstrahlen,    folghch  unendlich -viele    solche  Tripel. 

Der  gleichseitige  Kegel  besitzt  eine  Eigenschaft,  welche 
eine  auffjJlende  Analogie  mit  der  gleichseitigen  5yperbel  in 
der  Ebene  erkennen  läfst. 

Wenn  man  nämlich  drei  beliebige  Strahlen  xx'x"  durch 
einen  Punkt  93  zieht  und  man  legt  durch  den  Strahl  x  eine 
Ebene  normal  zur  Ebene  [xx'!^,  durch  x  eine  Ebene  normal 
zu  [xx"]  und  durch  a?"  eine  Ebene  normal  zu  \xaf]j  so  schneiden 
sich  bekanntlich  diese  drei  Ebenen  in  einem  Strahl  Ä,  dem 
Höhenstrahl   des   Dreikants   xxx""^)   und  die  vier  Strahlen 

•)  Der  Höhensatz  für  dae  ebene  Dreieck  iet  nur  die  Umkehrang 
eines  etwas  allgemeineren  bekannten  Satzes:  „Die  drei  Seitenpaare 
eines  yollständigen  Vierecks  werden  von  einer  geraden  Linie  in  drei 
Punktepaaren  einer  Punktinvolution  geschnitten"  (Th.  d,  K.  §  18). 

Ist  umgekehrt  ein  Dreiek  abc  und  eine  gerade  Linie  Z  als  Träger 
einer  Punktinvolution  gegeben,  und  sind  die  Schnittpunkte: 

(bc,  Z)  =-  a,    (ca,  0  =  6,    (ah^  l)  =-  c, 
die  konjugierten  Punkte   zu   ahc  in  der  gegebenen  Punktinvolution 
aber  crßy,  so  ziehe  man 

aa    und    b|3, 

die  sich  in    b   schneiden  mögen,   dann  sind  von  dem   vollständigen 
Viereck  abcb  zwei  Seitenpaare: 

bc  und  ab,    ca  und  bb, 
welche  bezüglich  die  Qerade  l  in  den  Punktepaaren: 

a  imd  or,    b  und  ß 
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XXX  h  haben  zugleich  die  Eigenschaft,  dafs  jeder  von  ihnen 
der  Hohenstrahl  fär  das  aus  den  drei  übrigen  gebildete  Drei- 
treffen, dnrch  welche  die  Ponktinvolatioii  vollständig  bestimmt  ist. 
Da  nnn  von  dem  dritten  Seitenpaar 

ab    und    cb 
die  Seite  ab  durch  c  geht,  so  mufs  die  Seite  cb  durch  y  gehen,  oder 

cy  durch  b  gehen,  d.  h.  . 

aa,    bjJ,    cy 

schneiden  sich  in  einem  Punkte;  nimmt  man  für  l  die  unendlich-ent- 
fernte Gerade  g^  und  fßr  die  gegebene  Punktinvolution  auf  g^  die- 
jenige, deren  Doppelpunkte  die  beiden  imaginären  Ereispunkte  sind, 
so  erhält  man  aus  dem  vorigen  Satze  den  Höhensatz  fQr  das  ebene 
Dreieck  abc. 

Nimmt  man  nun  von  irgend  einem  Punkte  $  im  Räume  die  Per- 
spektive der  ebenen  Figur,  so  erhält  man  folgenden  Satz: 

Gehen  von  einem  Punkte  @  des  Baumes  vier  Strahlen 
a&cd  ans,  so  scheiden  die  Ebenenpaare: 

[a&]  und  [eä],    \(kc\  und  [&(2],    [&c]  und  [aä] 

eine  beliebige  durch  $  gelegte  Ebene  €  in  drei  Strahlen- 
paaren einer  Strahleninvolution;  und  die  Umkehrung  lautet: 

Wenn  von  einem  Punkte  SB  des  Baumes  drei  Strahlen  a,hc  aus- 
gehen, und  in  einer  durch  SB  gehenden  Ebene  e  eine  Strahleninvolution 
gegeben  ist,  wenn  femer  die  Ebenen  [&c],  [ca],  [a&]  die  Ebene  e  in 
den  Strahlen 

schneiden,  deren  konjugierte  in  der  Strahleninvoltition 

o,,    6,,    c, 

sind,  dann  müssen  sich  die  drei  Ebenen  [aos],  [&&|],  \cc%i  in  einer 
Geraden  schneiden. 

Nehmen  wir  nun  ein  Dreikant  SB  |a&c|,  und  seien  die  Normalen  zu 
den  Ebenen  [5c]  und  \c(i[  im  Punkte  $  die  Strahlen  a^  und  5],  femer 
aa|,  55, 1  e-  ^,  dann  wird  die  Ebene  [ai5i]  von  dem  Ebenenpaar  [5  c] 
and  \aK[  in  einem  Paare  rechtwinkliger  Strahlen  geschnitten,  von  dem 
Ebenenpaar  [ea]  und  [5^]  in  einem  zweiten  Paare  rechtwinkligerstrahlen, 
also  haben  wir  in  der  Ebene  £  «=  [a,  5|]  eine  orthogonale  Strahleninvo- 
lution, und  es  mufs  auch  das  dritte  Ebenenpaar  [a5]  und  \cK[  die 
Ebene  c  in  einem  Paare  rechtwinkliger  Strahlen  schneiden;  c  ist  aber 
die  Normale  der  Ebene  [a5],  wie  ersichtlich,  folglich  ist  [c^]  auf 
[a5]  rechtwinklig,  folglich  mufs,  wenn  C|  die  Normale  von  [a5]  ist  im 
Punkte  S,  die  Ebene  \cK\  durch  Cy  gehen,  also  [cci]  durch  h,  d.  h. 

[aai],    [55,],    \cc^ 

müssen  sich  in  einer  Geraden  schneiden,  dem  Höhenstrahle  h  des  Drei- 
kants a5e.  Dies  ist  der  im  Texte  angeführte  Satz  vom  Höhenstrahl 
im  Dreikant. 

SCHBAm,  Theor.  d.  OberÜ.  2.  Ordn.  6 
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kant  ist,  denn  es  ist: 

[xx]  X  WK],     [xx"]  JL  [xh],     [x'x''\  J_  [xh]. 
Legen  wir  nun  eise  Ebene  £  rechtwinklig  zu  einem  der  vier 
Strahlen  z.  B.  zu  h,  und  wird  dieselbe  von  den  vier  Strahlen 
in  den  Punkten: 

durchbohrt,  dann  ist  leicht  zu  erkennen^  dafs  von  diesen  vier 
Punkten  jeder  der  Hohenpunkt  des  von  den  drei  andern  ge- 
bildeten Dreiecks  sein  mufs.  . 

Denn  die  Ebene  £,  deren  Normalstrahl  h  ist,  enthalt 
nur  Richtungen^  welche  zu  h  rechtwinklig  sind^  also  sind 
auch  die  Richtungen  von  h  und  fy''  zu  einander  rechtwinklig. 
Wenn  aber  zwei  zu  einander  rechtwinklig  gerichtete  Strah- 
len sich  im  Räume  nicht  treffen  und  man  durch  einen  die 
Ebene  rechtwinklig  zum  andern  legt;  so  enthalt  dieselbe 
den  kürzesten  Abstand  zwischen  beiden  Strahlen ,  der  auf 
beiden  zugleich  rechtwinklig  ist.  Folglich  ist  das  aus  ^  auf 
\x  ?:"|  herabgelassene  Perpendikel  der  kürzeste  Abstand  zwischen 
den  Geraden  h  und  |)c'}:"|;  also  mufs  auch  die  Ebene,  welche 
durch  h  und  diesen  kürzesten  Abstand  geht,  die  Gerade  \xf\ 
zur  Normale  haben,  mithin  auf  jeder  durch  \j:'j:"\  gelegtenEbene 
rechtwinklig  stehen,  daher  auch  auf  der  Ebene  [^'^'].  Di^ 
durch  Ä  zur  Ebene  [x'x']  rechtwinklig  gelegte  Ebene  geht  aber 
durch  den  Strahl  x,  mithin  auch  durch  den  Punkt  j:,  daher 
wird  die  durch  h  und  den  kürzesten  Abstand  zwischen  h 
und  \y:x"\  gelegte  Ebene  durch  j:  gehen;  da  der  Punkt  r 
gleichzeitig  in  dieser  Ebene  und  in  der  Ebene  «  liegt,  so 
mufs  er  in  der  Schnittlinie  beider  liegen,  d.  h.  der  Punkt  r 
mufs  in  dem  Perpendikel  liegen,  welches  aus  1^  auf  \x'v'\  herab- 
gelassen ist,  oder  umgekehrt  das  aus  x  s^uf  \j:'ic"\  herabgelassene 
Perpendikel  geht  durch  I).  Da  dasselbe  für  die  beiden  übrigen 
Seiten  des  Dreiecks  xj:'}:"  gilt,  so  ist  1^  der  Hohenpunkt  des 
Dreiecks  xvf'  w.  z.  b.  w. 

Da  die  vier  Punkte  '}:vx''i)  so  liegen,  dafs  jeder  der 
Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks 
ist,  so  liegen  sie  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  (Th.  d. 
K.  S.  232)  oder  vielmehr  geht  ein  ganzes  Büschel  von  gleich- 
seitigen Hyperbeln  durch  diese  vier  Punkte;  weil  aber  die 
Ebene  s  auf  dem  Strahle  h  rechtwinklig  steht  und  eine  gleich- 
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seitige  Hyperbel  aus  einem  darch  xxx"h  gelegten  Kegel 
ausschneidet;  so  mufs  ein  solcher  Eegel  allemal  ein  gleich- 
seitiger sein;  wir  erhalten  also  die  Sätze: 

Konstruiert  man  zu  irgend  drei  Strahlen  eines 
gleichseitigen  Kegels  den  diesem  Dreikant  zugehö- 
rigen Hohenstrahl  (d.  h.  denjenigen  Strahl ,  in  welchem 
sich  die  drei  Ebenen  schneiden,  welche  durch  je  eine  Kante 
des  Dreikants  rechtwinklig  zur  gegenüberstehenden  Fläche 
gestellt  werden  können),  so  liegt  derselbe  allemal  auch 
auf  dem  gleichseitigen  Kegel.     Oder  auch: 

Jeder  Kegel  zweiter  Ordnung,  welcher  durch 
ein  beliebiges  Dreikant  und  seinen  Höhenstrahl 
gelegt  werden  kann,  ist  ein  gleichseitiger  Kegel; 
oder  auch: 

Sämtliche    gleichseitige   Kegel,    welche   durch 
die  drei   Kanten    eines   Dreikants   gehen,    müssen 
noch  einen  vierten  festen  Strahl  gemeinschaftlich 
haben,   nämlich  den  Höhenstrahl  des  Dreikants. 
Wir  können  denselben  Satz  auch  so  aussprechen: 

Enthält  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  vier  Strahlen,  Ton  denen 
jeder  der  Höhenstrahl  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Drei- 
kauts  ist,  so  enthält  er  unendlich  viele  solcher  Quadrupel, 
nämlich  zu  drei  beliebigen  Strahlen  desselben  allemal  den 
zugehörigen  Höhenstrahl.  Hieraus  ergiebt  sich  eine  zwar 
diskontinuierliche,  aber  äufserst  einfache,  netzartig  fortschrei- 
tende Konstruktion  beliebig  vieler  neuer  Kegelstrahlen,  sobald 
Tier  beliebige  Strahlen,  welche  zur  Bestimmung  des 
gleichseitigen  Kegels  notwendig  sind,  gegeben  werden.  Man 
ordne  die  vier  durch  93  gegebenen  Strahlen  ah  cd  auf  alle 
vier  möglichen  Arten  zu  Dreikanten  an  und  suche  für 
jedes  derselben  den  Höhenstrahl  auf;  mit  den  vier  Höhen- 
strahlen kann  man  in  gleicher  Weise  verfahren  und  so  fort- 
fahren oder  die  neu  erhaltenen  Strahlen  mit  den  früheren 
zu  Dreikanten  vereinigen  und  die  zugehörigen  Höhenstrahlen 
aufsuchen.  Sämtliche  auf  diese  Weise  konstruierten  Strahlen 
liegen  auf  einem  und  demselben  gleichseitigen  Kegel. 

Die  vorige  Betrachtung  eines  Dreikants  und  seines  Höhen- 
strahls führt  zugleich  auf  ein  merkwürdiges  Tetraeder  von 

besonderer  Art,   auf  welches  schon  wiederholt   aufmerksam 

•0* 
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gemacht  worden  ist.  *)  Wir  wollen  hier  kurz  auf  die  Haupt- 
eigenschaften dieses  Tetraeders  und  seine  Beziehung  zu  dem 
gleichseitigen  Eegel  eingehen ,  indem  wir  zugleich  die  oben 
gewählte  Bezeichnung  für  den  vorliegenden  Fall  ein  wenig 
abändern : 

Gehen  von  dem  Punkte  b  die  Kanten  |ba|;  |bb|,  |bc|  eines 
beliebigen  Dreikants  aus,  und  schneiden  die  drei  durch  je 
eine  Kante  rechtwinklig  zur  gegenüberliegenden  Fläche  des 
Dreikants  gelegten  Ebenen  sich  in  dem  Hohenstrahle  h^  wird 
ferner  durch  irgend  einen  Punkt  1^  desselben  eine  zu  ihm 
rechtwinklige  Ebene  gelegt,  welche  den  drei  Kanten  des  Drei- 
kants in  a  b  c  begegnet,  so  ist  oben  bewiesen  worden,  dafs 

\)  der  Hohenpunkt  des  Dreiecks  ak 
ist  (Fig.  3).  Da  also  auf  der  Ebene 
[bay  sowohl  die  Ebene  [abc],  als 
auch  die  Ebene  [b  b  c]  rechtwinklig  \%i, 
so  mufs  |bc|  Normale  der  Ebene  [ba^] 
sein,  also  die  beiden  Gegenkanten  |ba| 
und  |bcj  des  Tetraeders  abcb  müssen 
rechtwinklig  zu  einander  gerichtet 
b  sein;  aus  gleichen  Gründen,  die  beiden 
Gegenkanten  |bb{  und  |ca|,  sowie  |bc{ 
und  |ab|,  und  der  vorige  Satz  läfst  sich 
c  auch  so  aussprechen: 

Wenn  bei  einem  Tetraeder 
ein  Paar  Gegenkanten  rechtwinklig  zu  einander 
gerichtet  ist  und  noch  ein  zweites  Paar,  so  ist  es 
auch  das  dritte  Paar. 

Ein  solches  Tetraeder  ist  von  besonderer  Art  und  erfttllt 
gewisse  Bedingungen :  Da  nämlich  |b  c|  die  Normale  der  Ebene 
[bal)]  ist,  so  wird,  wenn  die  Hohe  |a]^|  in  dem  Dreieck  abc 
der  Gegenseite  |bc|  in  a,  begegnet,  |bc|  auch  zu  |bai|  normal 
sein  müssen,  also  IbaJ  eine  Hohe  des  Dreiecks  bbc  sein. 
Hieraus  folgt  aber: 

ab^  — ac2  =  aib2  — a,c^  =  bb"'  -  bcS 


Fig.  3 


also 


ab2  +  bc2  =  ac'  +  bb'  — bc'  +  ba^    d.h.: 


*)  Vergl.  Baltzcr,  Elemente  der  Mathematik  B.  ö,  §  6,  10. 
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In  dem  betrachteten  Tetraeder  ist  die  Summe 
der  Quadrate  eines  jeden  der  drei  Paare  von  Gegen- 
kanten Yon  demselben  Wert. 

Ferner  erkennen  wir,  weil  die  Ebene  [bal^]  oder  [baa|] 
zur  Normale  |(c|  bat,  dafs  gegen  ein  aus  a  auf  IbaJ  herab- 
gelassenes Perpendikel;  sowohl  IbaJ  als  auch  |6c|  rechtwinklig 
gerichtet  ist,  mithin  die  Ebene  [bbc]  Normalebene  ist  für 
das  Yon  a  auf  {baj  herabgelassene  Perpendikel;  dieses  ist  also 
eine  Hohe  des  Tetraeders  abcb  und  zwar  die  aus  a  auf  [beb] 
herabgelassene  Höhe.  Da  nun  in  dem  Dreieck  baai  die  beiden 
Hohen  aus  b  und  a  zugleich  Tetraederhohen  sind,  so  müssen 
sich  diese  beiden  Tetraederhöhen  in  einem  Punkte  e  treffen. 
Durch  diesen  Punkt  e  mufs  nun  auch  die  dritte  Höhe  des  Drei- 
ecks b&a]  hindurchgehen  d.h.  das  aus  a^  auf  ba  herabgelassene 
Perpendikel  |a|a2|.  Demselben  können  wir  noch  eine  andere 
Bedeutung  beilegen.  Es  sind  nämlich  ba{  und  |bc|  zu  einander 
rechtwinklig  gerichtete  Gegenkanten,  durch  |ba{  ist  eine  Normal- 
ebene [baa^]  zur  Kante  |bc|  gelegt,  und  aus  a^  das  Perpendikel 
aaf  die  Gegenkante  |ba|  herabgelassen;  folglich  ist  \ (1^(12]  die 
kürzeste  Distanz  zwischen  den  Gegenkanten  |ba|  und  |bc|  des 
Tetraeders.  Wir  haben  also  den  Satz:  die' kürzeste  Distanz 
zfrischen  dem  Gegenkantenpaar  |ba|  und  |bc|  des  Tetraeders 
geht  durch  den  Punkt,  in  welchem  sich  die  beiden  Höhen 
aus  b  und  a  treffen. 

Was  wir  für  das  Gegenkantenpaar  |b a{  und  |  bc|  erwiesen 
haben,  gilt  aus  denselben  Gründen  auch  für  das  Gegenkanten- 
paar ibb|  und  |ca|  und  für  das  Gegenkantenpaar  {bc{  und  {ab|; 
es  müssen  sich  also  auch  die  Tetraederhöhen  aus  b  und  aus  b 
und  die  kürzeste  Distanz  der  Gegenkanten  {bb|  und  |ca|  in 
einem  Punkte  treffen,  und  drittens  müssen  sich  die  Tetraeder- 
hohen  aus  b  und  aus  c  und  die  kürzeste  Distanz  der  Gegen- 
kanten {bc|  und  |ab|  in  einem  Punkte  treffen.  Die  Tetraeder- 
hohe aus  b  mufs  daher  sowohl  die  drei  ändern  Tetraederhöhen, 
als  auch  die  drei  kürzesten  Distanzen  |  a^  aj  | ;  |  b]  b2 1 ;  |  c^  C2 1  der 
drei  Gegenkantenpaare  treffen.  Bemerken  wir  noch,  dafs, 
weil  die  Kanten  |b  c|  und  |b  a|  rechtwinklig  auf  einander  stehen, 
und  daher  die  Ebene  [bcaj]  zu  einer  Normale  |b  a|  hat,  notwendig 
diese  Ebene  [bca^]  die  Tetraederhöhen  aus  b  und  c  und  den 
kürzesten  Abstand  |a2ai|  gleichzeitig  enthalten  mufs.   Da  nun 


86  §  13.   Der  gleichseitige  KegeL 

die  Tetraederhöhen  aus  b  und  c  selbst  in  einer  Ebene  liegen 
d.  h.  sich  treffen;  und  beide  von  der  Tetraederhohe  aus  b 
getroffen  werden  ^  so  müfsten  entweder  alle  drei  Höhen  in 
einer  Ebene  liegen,  was  widersinnig  ist,  oder  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  treffen,  was  allein  übrig  bleibt.  Wir 
haben  hiemach  folgende  Eigenschaften  unseres  Tetraeders: 
Bei  einem  Tetraeder  abcb,  bei  dem  zwei  Paare 
von  Gegenkanten,  also  auch  das  dritte,  rechtwink- 
lige Strahlenpaare  sind, 

1)  schneiden  sich  die  vier  Tetraederhohen  in 
einem  und  demselben  Punkte  c,  durch  welchen  ancli 
die  drei  Geraden  gehen,  welche  die  kürzesten  Ab- 
stände der  drei  Paare  Gegenkanten  enthalten. 

2)  Die  Fufspunkte  der  Tetraederhöhen  sind  zu- 
gleich die  Höhenpun'kte  der  Dreiecke,  welche  die 
Seitenflächen  des  Tetraeders  bilden. 

3)  Die  fünf  Punkte  abcbe  liegen  so  im  Baume, 
dafs  je  vier  von  ihnen  die  Ecken  eines  Tetraeders 
sind,  dessen  Höhen  sich  in'  dem  fünften  Punkte 
schneiden. 

4)  Die  vier  Höhen  des  Tetraeders  liegen  so, 
dafs  je  drei  von  ihnen  ein  Dreikant  bilden,  dessen 
Höhenstrahl  die  vierte  Höhe  ist;  also  liegen  die 
vier  Höhen  allemal  auf  einem  gleichseitigen  Kegel. 

5)  Der  Höhenpunkt  des  Tetraeders  teilt  jeden 
der  7  Strahlen,  welche  durch  ihn  gehen  [l)],  in 
zwei  Abschnitte,  deren  Endpunkte  in  den  Ecken, 
Flächen  und  Kanten  des  Tetraeders  liegen,  in  der 
Weise,  dafs  das  Rechteck  aus  diesen  Abschnitten 
einen  und  denselben  Wert  hat. 

Endlich  ergiebt  sich  noch  eine  einfache  metrische  Be* 
Ziehung  zwischen  den  Kanten  eines  beliebigen  Dreikants  und 
seinem  Höhenstrahl;  bezeichnen  wir  nämlich  in  der  obigen 
Figur  die  Kanten: 

ba  =  a,    bb  =  6,    bc  =  c 

und  die  Höhe  bl^  »=  A,  so  ist  offenbar: 

Ä  =  a  cos  {ah)  =  6  cos  (6A), 

und  da  die  beiden  Gegenkanten  {albj  und  |bc{  rechtwinklig  zu 
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einander  gerichtet  sind;  so  trifft  die  durch  |ab|  zu  |cb|  recht- 
winklig gelegte  Ebene  die  Kante  |cb|  in  demjenigen  Punkte  C27 
welcher  der  gemeinsame  Fufspunkt  der  aus  a  und  b  auf  |cb| 
herabgelassenen  Perpendikel  ist,  also  haben  wir: 

bC2  =  a  .  cos  (ac)  =  6  .  cos  (6c), 

und  aus  diesen  beiden  Beziehungen  folgt: 

cos  {ah)  .  cos  (6c)  =.cos  (bh)  .  cos  (ca)  =  cos  (ch)  .  cos  (ab) , 

wo  abc  die  drei  Kanten  eines  beliebigen  Dreikants  und  h 
seinen  Hohenstrahl  bedeutet.  — 

Das  dem  gleichseitigen  Kegel  dual  gegenüberstehende 
Gebilde,  nämlich  den  Kegel,  welcher  unendlich  viele  Tripel 
Yon  je  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Berührungsebenen 
besitzt  und  bei  dem  zwischen  den  Kegeloffiiungen  in  den 
Hauptebenen  die  Bedingung  obwaltet: 

ausfOhrlich  zu  untersuchen,  können  wir  uns  umsomehr  ersparen, 
als  dieser  Kegel  nur  der  reziproke  des  gleichseitigen  Kegels 
ist  d.  h.  von  den  sämtlichen  Ebenen  umhüllt  wird,  die  normal 
zu  den  Strahlen  des  gleichseitigen  Kegels  durch  den  Mittel- 
punkt desselben  gelegt  werden  können.  Eine  direkte  Unter- 
suchung dieses  Kegels  würde  als  zweckmäfsige  Übung  zu 
empfehlen  sein. 

§  14.    Bas  einfache  Hyperboloid. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Erzeugnis  zweier  projek- 
tivischen  Ebenenbüschel: 

liaßy  .  .  .  I  .  .  .]     und    li[cc^ß^y^  .  .  .  5,  .  .  .], 

deren  Azen  l  und  l^  beliebig  im  Räume  liegen,  ohne  sich 
zu  treffen.  Dieses  Erzeugnis  ist  identisch  mit  dem  Erzeugnis 
zweier  projektivischen  geraden  Punktreihen,  deren  Träger  be- 
liebig im  Räume  liegen,  ohne  sich  zu  treffen;  denn,  wenn 
die  veränderliche  Ebene  |,  des  Ebenenbüschels  l^  dem 
Träger  l  in  dem  Punkte  j:  begegnet,  und  wenn  die  veränder- 
liche Ebene  g  des  Ebenenbüschels  l  dem  Träger  l^  in  dem 
Punkte  jp^  begegnet,  so  ist  offenbar  die  Schnittlinie  {  ||j 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  |  ):):,  {;  denn  da 

p  =  (Igi)    und    ):,  =  (Jjg)  ist. 
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60  liegt  j:  in  der  Ebene  l^  und  gleichzeitig  in  der  Ebene  i, 
weil  es  auf  l  liegt,  ebenso  liegt  j:^  in  der  Ebene  |  und  gleich- 
zeitig in  der  Ebene  £j;  weil  es  auf  l^  liegt;  also  ist 

Das  Erzeugnis  zweier  projektivischen  Ebenen- 
büschel  kann  also  gleichzeitig  als  Erzeugnis  zweier 
projektivischen  Punktreihen  aufgefafst  werden, 
deren  Trager  die  Axen  der  Ebenenbüschel  sind, 
die  sich  im  Räume  nicht  treffen  sollen. 

Die  sämtlichen  Schnittlinien  |  S  li  |  oder  Verbindungs- 
linien I  ):)Ci  I  nennen  wir  eine  Regelschar  und  jede  einzelne 
eine  Erzeugende  der  Regelschar  (generatrix).  Die  Ge- 
samtheit aller  Erzeugenden  bildet  eine  Oberfläche  zweiter 
Ordnung;  welche  wir  das  einfache  Hyperboloid  nennen, 
oder  kurzweg  Hyperboloid;  solange  nur  von  diesem  die  Rede 
ist.  Wir  erkennen  unmittelbar;  dafs  jede  Gerade  im  all- 
gemeinen nur  zwei  Punkte  der  Oberfläche  enthalten  wird  (die 
Doppelpunkte  zweier  incidenten  projektivischen  Punktreihen, 
welche  die  gegebenen  Büschel  auf  ihr  ausschneiden),  dafs  jede 
Ebene  die  Oberfläche  im  allgemeinen  in  einem  Kegelschnitte 
schneiden  wird  (dem  Erzeugnis  zweier  projektivischen  Strahlen- 
büschel; welche  die  gegebenen  Büschel  auf  der  Durchschnitts- 
ebene ausschneiden). 

Die  Erzeugenden  einer  Regelschar  bieten  als  besondere 
uns  bereits  bekannte  Fälle  dar  sowohl  die  sämtlichen  Strahlen 
eines  Kegels  (wenn  die  Axen  der  projektivischen  Ebenen- 
büschel sich  treffen);  als  auch  die  sämtlichen  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  (wenn  die  Träger  der  projektivischen  Ponkt- 
reihen  in  einer  Ebene  liegen). 

Der  Zusammenhang  mit  dem  Kegel  tritt  noch  deutlicher 
hervor,  wenn  wir  die  beiden  erzeugenden  Büschel  mit  den 
Axen  l  und  l^  ohne  ihre  Stellung  im  Räume  zu  ändem,  (d.  h. 
parallel)  uns  so  verschoben  denken;  bis  ihre  Axen  l  l^  sich 
in  irgend  einem  Punkte  3d  treffen;  dann  erzeugen  sie  einen 
Kegel;  und  die  Kegelstrahlen  sind  offenbar  parallel  den  Er- 
zeugenden der  Regelschar;  wir  erhalten  also  den  Satz: 

Zieht  man  durch  irgend  einenPunktS3im  Räume 
Parallele  zu  sämtlichen  Erzeugenden  einer  Regel- 
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schar,  so.  sind  dies  die  Strahlen  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung. 

Eine  Hanpteigenschaft  der  Erzeugenden  einer  Regelschar 
besteht  darin^  dafs  keine  zwei  Erzeugende  derselben 
Regelschar  im  Baume  sich  treffen  können.  Denn 
wäre  dies  möglich,  d.  h.  begegnete  die  Schnittlinie  |S|J  der 
Schnittlinie  |i/i}i|)  so  müfsten  alle  vier  Ebenen  S  Sj  17 1/1 
durch  denselben  Schnittpunkt  hindurchgehen,  also  müfsten  auch 
die  Schnittlinien  jgi^  |  «»  2  und  |Si  171 1  «»  ^i  durch  diesen  Punkt 
gehen,  d.  h.  sich  treffen,  was  gegen  die  "Voraussetzung  ist. 
(In  diesem  Falle  artet  das  einfache  Hyperboloid  in  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung  aus;  alle  Erzeugenden  der  ersten 
Begelschar  gehen  in  die  Kegelstrahlen  über  und  diese  bilden 
zugleich  die  Erzeugenden  einer  zweiten  Begelschar;  beide 
Regelscharen  fallen  also  zusammen,  S.  90  und  102). 

Dagegen  mufs  der  Konstruktion  zufolge  die  Gerade  l  und 
ebenso  die  Gerade  l^  sämtlichen  Erzeugenden  |  g  Ij  |  der  Begel- 
schar begegnen.  Zu  diesen  beiden  Geraden  treten  nun  noch 
unendlich  viele  andere  von  gleicher  Beschaffenheit  hinzu. 
Denn  nehmen  wir  irgend  drei  Paare  entsprechender  Ebenen 
der  gegebenen  projektivisehen  Ebenenbüschel: 

««U      ßßi7      VVx 

und  legen  durch  die  Schnittlinie  |  cKaj  |  eine  beliebige  Ebene  er, 
welche  der  Schnittlinie  {/3/3J  in  b;  der  Schnittlinie  \yy\\ 
in  c  begegnet,  während  zugleich  |bc|  mit  der  Schnittlinie  {aa,| 
in  der  Ebene  6  den  Punkt  a  gemein  hat,  dann  haben  wir 

in  einer  Geraden  drei  Punkte: 

« 

a,    b,    c 
in  solcher  Lage,  dafs 

[Za]  =  a,     [Z,  a]  =  «j 
[Zb]  =  /J,     [Z,b]  =  /», 

werden. 

Diese  drei  Ebenenpaare  bestimmen  die  projektivische 
Beziehung  der  Büschel  vollständig  und  die  Gerade  |  ab  c  |  liegt 
mit  beiden  perspektivisch,  also  mufs  irgend  .ein  Punkt  y,  der 
Geraden  |abc|  mit  l  und  \  verbunden  zwei  entsprechende 
Ebenen  IS^  in  beiden  Ebenenbüscheln  liefern,  oder  umgekehrt 
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mufs  jede  Schnittliiiie  jlSJ  der  Geraden  |abc|  in  einem  Punkte 
X  begegnen.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Eine  Gerade^  welche  irgend  drei  Erzeugenden 
einer  Regelschar  begegnet,  mufs  sämtliche  Erzeu- 
gende derselben  treffen. 

Verändern  wir  die  Ebene  0,  welche  willkürlich  durch 
\aa^\  gelegt  war,  so  erhalten  wir  unendlich  viele  solcher 
Geraden,  die  sämtlichen  Erzeugenden  der  Regelschar  beg^nen. 
Diese  neuen  Geraden  bilden  selbst  eine  zweite  Regelschar; 
denn  bei  der  Bewegung  von  0  beschreiben  b  und  c  projek- 
tivische  Punktreihen ,  weil  sie  in  demselben  Ebenenbüschel 
|aa, [[er]  liegen;  die  Verbindungslinien  lbc|  sind  also  das  Er- 
zeugnis zweier  projektirischen  Punktreihen ,  deren  Trager 
ß ßi\  und  \yyi\  sich  nicht  treffen,  also,  wie  wir  oben  ge- 
sehen haben,  identisch  mit  dem  Erzeugnis  zweier  projektivi- 
sehen  Ebenenbüschel  d.  h.  einer  Regelschar.  Wir  haben  also 
folgendes  Ergebnis: 

Es  giebt  unendlich  viele  Gerade  Ix,  deren  jede 
den  sämtlichen  Erzeugenden  g^  einer  Regelschar 
begegnet.  Diese  Geraden  l^  bilden  selbst  eine  zweite 
Regelschar,  zu  welcher  insbesondere  auch  dieAsen 
11^  der  beiden  erzeugenden  Ebenenbüschel  gehören. 
Während  keine  zwei  Erzeugenden  derselben  Regel- 
schar sich  treffen  können,  mufs  jede  Erzeugende  der 
erstenRegelschar  jede  der  zweiten  treffen.  Die  bei- 
den Regelscharen  erfüllen  also  in  doppelter  Weise 
das  einfache  Hyperboloid  dergestalt,  dafs  durch  je* 
den  Punkt  desselben  nur  eine  Erzeugende  der  ersten 
und  eine  Erzeugende  der  zweiten  Regelschar  geht 

Da  auf  den  beliebig  gewählten  Trägem  \ßßi\  und  {yy^ 
die  Punkte  b  c,  in  welchen  die  Erzeugende  ^  =  |bc|  ihnen 
begegnet,  projektivische  Punktreihen  durchlaufen,  (weil  beide 
in  demselben  von  a  beschriebenen  Ebenenbüschel  liegen),  so 
erhalten  wir  folgenden  doppelten  Satz: 


Irgend  zweiErzeugende 
der  einenRegelschar  wer- 
den von  sämtlichen  Er- 
zeugenden derandernRe- 
gelschar  allemal  in  zwei 


Irgend  zweiErzeugende 
der  einen  Regelschar  mit 
sämtlichen  Erzeugenden 
der  anderen  Regelschar 
durch  Ebenen  verbunden 
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projektiyischen  Punkt-  sind  allemal  die  Azen 
reihen  getroffen.  zweier      projektiyischen 

Ebeneubüschel. 

Hierdurch  verlieren  die  beiden  Axen  der  ursprünglich 
erzeugenden  projektiyischen  Ebenenbüschel  ihre  Eigentümlich- 
keit und  treten  ohne  Bevorzugung  in  die  Gesamtheit  aller 
übrigen  Erzeugenden  2«  der  einen  Regelschar  ein,  so  dafs 
dasselbe  einfache  Hyperboloid  auf  unendlich  viele  Arten  (in 
doppelter  Weise)  erzeugt  werden  kanu;  indem  man  irgend 
zwei  Erzeugende  der  einen  Schar  als  Axen  zweier  projek- 
tiyischen Ebenenbüschel  wählen  kann,  deren  entsprechende 
Ebenenpaare  sich  in  den  samtlichen  Erzeugenden  der  andern 
Regelschar  schneiden. 

Wir  können  den  Zusammenhang  der  beiden  zusammen- 
gehörigen Regelscharen  auch  so  aussprechen: 


Ist     eine     Regelschar 

llih"»  g^g^^Gi^t  u^^  legen 
wir  durch  l  eine  belie- 
bige EbenC;  so  schneidet 
dieselbe  sämtliche  übri- 
gen Erzeugenden  Z^Jj-** 
in  Punkten  einer  geraden 
Linie  g.  Durch  Verände- 
rung der  Ebene  erhalten 
wir  samt  liehe  Erzeugende 
Qx  der  zugehörigen  Regel- 
schar. 


Ist  eine  Regelschar 
i^h'"  gegeben,  und  ver- 
binden wir  einen  belie- 
bigen Punkt  auf  l  mit 
sämtlichen  Erzeugenden 
I1I2 .  . .  durch  Ebenen;  so 
laufen  dieselben  durch 
eine  und  dieselbeGerade 
g.  DurchVeränderungdes 
Punktes  auf  l  erhalten 
wir  samt  lieh  eEr  zeugende 
^9  der  zugehörigen  Regel* 


schar. 

Wir  müssen  diesen  Sätzen  noch  einen  dritten  ^  in  der 
Mitte  stehenden  oder  dieselben  verbindenden  Satz  hinzufügen: 

Wird  eine  beliebige  Erzeugende  l  einer  Regel- 
schar mit  sämtlichen  Erzeugenden  ggg  der  anderen 
Regelschar  durch  Ebenen  verbunden^  so  erhält 
man  ein  Ebenenbüschel,  welches  projektivisch  ist 
mit  derjenigen  gerarden  Punktreihe,  welche  aui 
dem  Träger  l  die  sämtlichen  Erzeugenden  g^  aus- 
schneiden; und  zwar  ist  jenes  Ebenenbüschel  mit 
dieser  Punktreihe  als  perspektivisch  liegend  an- 
zusehen. 
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Durch  irgend  drei  Gerade  im  Räume  11^12  9  von  denen 
keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen,  sind  die  beiden  zusammen- 
gehörigen  Regelscharen  also  das  ganze  einfache  Hyperboloid 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt;  denn  man  braucht  nur 
zwei  von  den  gegebenen  Geraden  l  und  l^  als  die  Axen 
zweier  Ebenenbüschel;  die  dritte  Zj  als  den  Ti^er  einer 
Punktreihe  (abc  .  .  . ):  .  •  .)  zu  wählen  und  die  beiden  Ebenen- 
büschel projektiyisch  so  auf  einander  zu  beziehen,  da(s  [2^]  »=$ 
und  [l^x]  "=  li  entsprechende  Ebenen  sind,  dann  durchläuft 
die  Schnittlinie  |  Ilx  |  =  ^«  die  ganze  erste  Regelschar.  Oder 
man  braucht  nur  eine  der  drei  gegebenen  Geraden  l^  als 
die  Axe  eines  Ebenenbüschels  anzusehen,  dessen  veränder- 
liche Ebene  0  den  beiden  Geraden  l  und  l^  in  entsprechenden 
Punten  %  und  Xi  zweier  projektivischen  Punktreihen  begegnet, 
danii  beschreibt  die  Verbindungslinie  \xh\  =^  9»  ^^^  ganze 
erste  Regelschar.  Wählt  man  irgend  drei  Erzeugende  gg^g^ 
dieser  ersten  Regelschar  und  führt  mit  ihnen  dieselbe  Kon- 
struktion aus  wie  mit  den  gegebenen  drei  Geraden,  so  erhält 
man  die  sämtlichen  Erzeugenden  Ix  der  zweiten  Regelschar, 
zu  welcher  auch  die  gegebenen  Geraden  l  \  l^  selbst  gehören. 

Wir  haben  also  das  Ergebnis: 

Durch  drei  beliebig  im  Räume  gewählte  Gerade 
llxl^y  von  denen  keine  zwei  sich  begegnen,  ist  eine 
Regelschar  vollständig  und  eindeutig  bestimmt, 
indem  sie  aus  sämtlichen  Geraden  g^  besteht, 
welche  den  gegebenen  ll^l^  gleichzeitig  begegnen. 
Die  zugehörige  Regelschar  von  Erzeugenden  2j  er- 
hält man,  indem  man  irgend  drei  Erzeugende  gg\gt 
der  ersten  Regelschar  nimmt  und  sämtliche  Gerade 
Ix  konstruiert,  die  gleichzeitig  gg^g^  begegnen;  zu 
diesen  gehören  auch  ZZ,  Zj. 

Das  einfache  Hyperboloid  ist  also  durch  drei  Gerade, 
die  auf  ihm  liegen  sollen  und  von  denen  keine  zwei  in  einer 
Ebene  liegen,  vollständig  und  eindeutig  bestimmt;  Eonstrak- 
tionen durch  andere  Bestimmungsstücke  werden  wir  spater 
kennen  lernen  (§  16). 

Aus  der  oben  dargelegten  projektivischen  Natur  der  beiden 
zusammengehörigen  Regelscharen  ergeben  sich  durch  ümkeh- 
rung  folgende  mitunter  nützliche  Sätze: 
i 
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Wenn  man  im  Baume  ir- 
gend drei  einander  nicht 
begegnende  Gerade  lil2lz 
und  die  Begelschar  sämt- 
licher Geraden  g^  hat^ 
die  gleichzeitig  die  drei 
ersten  in  den  Punkten: 

Pix  9      p2afj      p3x 

treffen^  und  man  auf  der 
veränderlichen  Geraden 
gz  zu  diesen  drei  Punk- 
ten einen  solchen  vier- 
ten Punkt  p4xkonstruiert^ 
dafs  das  Doppelverhält- 
nis: 

(Plx1f2xp^pix)  =  c 

bei  gegebenerZuordnung 
einen  gegebenen  konstan- 
ten Wert  behält;  so  ist 
der  Ort  aller  Punkte  )p4a 
eine  bestimmte  Gerade  l^, 
welche  der  Regelschar  |Za 
angehört. 

Ist  insbesondere  der  Wert  des  konstanten  Doppelyerhält- 
nisses  =  —  1  ^  so  erhält  man  bei  bestimmter  Zuordnung  (die 
auf  drei  verschiedene  Arten  möglich  ist)  zu  den  drei  gege- 
benen Erzeugenden  l^l^l^  eine  bestimmte  vierte  harmo- 
nische Erzeugende  ü^  derselben  Regelschar;  vier  Erzeugende 
^\hh^A  ^ii^er  Regelschar  heifsen  nämlich  harmonisch  ge- 
legen^ sobald  irgend  eine  Erzeugende  gx  der  andern  Regel- 
schar von  ihnen  in  viei:  harmonischen  Punkten  getroffen 
wird;  durch  Veränderung  des  konstanten  Wertes  c  erhält 
man  samtliche  Erzeugende  Ix  dieser  Regelschar.  (Yergl.  Th. 
d,  K.  S.  125.) 

Wir  habeiF  [gesehen ;  dafs  drei  beliebige  Gerade  2Z,  Zj; 
von  den^n  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen  ^  von  unendlich 
vielen  Geraden  gx  gleichzeitig  getroffen  werden ,  welche  eine 
Regelschar  \gx\  bilden.    Es  entsteht  jetzt  die  Frage:  Können 


Wenn  mran  im  Räume  ir- 
gend drei  einander  nicht 
begegnende  Gerade  l^l^h 
hat  und  die  ganze  Regel- 
schar der  Erzeugenden  9;e9 
die  gleichzeitig  mit  den 
drei  ersten  in  je  einer 
Ebene: 

liegen  und  man  durch 
die  veränderliche  Erzeu- 
gende ^o;  eine  vierte  Ebene 
€ix  konstruiert,  so  dai's 
das  Doppelverhältnis  der 
vier  Ebenen: 

bei  gegebener  Zuordnung 
einen  gegebenen  konstan- 
ten Wert  behält';  so  lau- 
fen alle  Ebenen  £4^;  durch 
eine  feste  Gerade  l^,  wel- 
che der  Regelschar  \lx\ 
angehört. 
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vier  beliebig  im  Ranme  gegebene  Gerade  H,  J,^; 
von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen,  gleich- 
zeitig von  einer  Geraden  g  getroffen  werden? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten^  lassen  wir  auf  l^  einen 
veränderlichen  Punkt  ji^  sich  bewegen  und  legen  die  Ebenen: 

Ih^]    und    [ijjTj], 

welche  bei  der  Bewegung  von  y:^  zwei  projektivische  Ebenen- 
büschel ^[jCj]  und  Ix\t^  beschreiben  werden,  weil  beide  mit 
der  Punktreihe  (xj)  perspektivisch  liegen.  Schneiden  nun  die 
veränderlichen  Ebenen  [Z^J  i^<J  [^i  ^^2]  ^i®  vierte  Gerade  l^ 
in  den  Punkten: 

jTg    und    xi, 

so  beschreiben  ^^  und  7:3  zwei  auf  einander  liegende  projek- 
tivische Punktreihen,  welche  im  allgemeinen  zwei  Doppel- 
punkte haben,  die  die  Losung  der  Aufgabe  liefern;  denn  die 
beiden  Ebenen,  welche  durch  einen  dieser  Doppelpunkte  und 
die  Geraden  l  und  l^  gelegt  werden,  schneiden  sich  in  einer 
Geraden,  die  offenbar  auch  l^  begegnen  mufs.    Also: 

Es  giebt  im  allgemeinen  zwei  Gerade,  welche 
gleichzeitig  vier  im  Baume  gegebenen  Geraden 
ll^l^hy  ^on  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen, 
begegnen. 

Diese  beiden  Geraden  können  aber  auch  zusammenfallen 
oder  imaginär  sein,  je  nachdem  die  beiden  von  ^3  und  Vs 
beschriebenen  auf  {3  liegenden  projektivischen  Punktreihen 
reelle,  zusammenfallende  oder  imaginäre  Doppelpunkte  haben. 

Die  Konstruktion  der  Geraden  ist  demnach  auf  ein  be- 
kanntes fundamentales  Problem  zurückgeführi 

Es  kann  hierbei  der  besondere  Fall  eintreten,  dafs  die 
beiden  von  7:3  und  7:3  beschriebenen  Punktreihen  identisch 
zusammenfallen,  also  die  Aufgabe  unendlich  viele  Auflosungen 
hat.  Dies  mufs  stattfinden,  wenn  die  beiden  projektivischen 
auf  einander  liegenden  Punktreihen  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  zusammenfallend  haben,  d.  h.  wenn  es  drei  Gerade  g 
giebt,  welche  gleichzeitig  den  vier  gegebenen  ll^l^l^  be- 
gegnen.   Also: 

Wenn  es  drei  Gerade  giebt,  die  gleichzeitig 
vier  im  Räume  gegebenen  Geraden  llil^h  begegnen. 
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so  giebt  es  deren  unendlich  viele,  d.  h.  jede  Gerade, 
die  dreien  von  ihnen  begegnet,  mufs  auch  die  vierte 
treffen. 

Diese  Bedingung  für  die  vier  Geraden  H]  ^2  ^  kommt 
mit  der  überein,  dafs  sie  einer  Begelschar  angehören,  welche 
schon  durch  drei  von  ihnen  bestimmt  wird.  Wir  sagen  von 
vier  Geraden,  die  derselben  Begelschar  angehören,  sie  haben 
hyperboloidische  Lage. 

Diese  Bedingung  ist  gleichwertig  mit  der,  dafs  drei 
Paukte  auf  einer  Geraden  liegen  oder  drei  Gerade  sich  in 
einem  Punkte  treffen  oder  drei  Ebenen  durch  eine  Gerade 
laufen  oder  vier  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen  oder  vier 
Punkte  in  einer  Ebene  liegen. 

Ein  Beispiel  für  eine  solche  Lage  von  vier  Geraden  bietet 
folgender  Satz: 

Die  vier  Höhen  eines  allgemeinen  Tetraeders 
haben  hyperboloidische  Lage,  d.  h.  gehören  einer 
Regelschar  an. 

In  der  That,  seien  abcb  die  vier  Ecken  eines  allgemeinen 
Tetraeders  und  bezeichnen  wir  die  vier  Seitenflächen  des- 
selben durch: 

a  =  [bcb],    /»  =  [cba],    2/  =  [bab],    <y=[abc]. 

Die  auf  diesen  vier  Seitenflächen  errichteten  Normalen 
mögen  die  unendlich-entfernten  Punkte: 

af,       bf'       ^r,       bf 

haben,  dann  schneiden  sich  nach  einem  früher  bewiesenen 
Satze  (S.  80)  in  dem  Dreikant,  welches  zur  Ecke  a  und  zu 
Kanten  |ab{,  {ac|,  |ab{  hat,  die  drei  durch  die  Kanten  zu  den 
gegenüberliegenden  Flächen  gelegten  Normalebenen  in  einem 
Strahle  (Hohenstrahl  des  Dreikants),  d.  h.  die  drei  Ebenen: 

[abbri,       [accri,       [abbr] 

sehneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche,  da  sie  durch  a  geht, 
die  Gerade  aa*  triflft  (in  a).    Nun  sind  aber  die  vier  Geraden: 

I      A.     /fc*     I  I     Uit^*     I  I      /»   «*     I  I     kW*      I 

l^^i  I;        |bbi  I,       IcCj  I,       Ibbj  I 

nichts  anderes  als  die  Höhen  des  Tetraeders  d.  h.  die  aus 
den  vier  Ecken  auf  die  gegenüberliegenden  Seitenflächen  des 
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Tetraeders  herabgelassenen  Perpendikel;  folglich  werden  alle 
vier  Höhen  von  dem  vorigen  Strahle  getroffen^  in  gleicher 
Weise  aber  auch  von  dem  Höhenstrahle  des  Dreikants  bjacb', 
ebenso  des  Dreikants  c  |  b  b  a  |  und  endlich  auch  des  Dreikants 
b  I  ab  c  I .  Wir  haben  also  nicht  blofs  drei^  sondern  vier  Strahlen 
kennen  gelernt  von  der  Eigenschaft^  dafs  jeder  allen  vier 
Höhen  des  Tetraeders  gleichzeitig  begegnet;  folglich  haben 
dieselben  hyperboloidische  Lage,  w.  z.  b.  w. 

Wir  bemerken  noch,  da(s,  sobald  sich  zwei  Höhen  aa* 
und  b  b]°  treffen  oder  in  einer  Ebene  liegen,  auf  dieser  Ebene 
sowohl  die  Tetraederfläche  a  als  auch  die  Tetraederfläche^ 
rechtwinklig  stehen  mufs,  folglich  auch  ihre  SchnitÜiiiie 
I  a  /}  I  -»  I  cb  I  und  da  die  Tetraederkante  |  cb  |  auf  der  Ebene 
[aba^'b]^],  rechtwinklig  steht,  so  müssen  die  Gegenkanten  |ai, 
und  |cb|  des  Tetraeders  rechtwinklig  zu  einander  gerichtet 
sein;  umgekehrt  müssen,  weil  die  Gegenkanten  |cb|  und  |ab{ 
rechtwinklig  zu  einander  gerichtet  sind,  auch  die  beiden 
andern  Höhen  jccj^l  und  {bbf  |  in  einer  Ebene  liegen  d.  h.  sich 
treffen.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  zwei  Höhen  eines  Tetraeders  sich  treffen, 
so  müssen  auch  die  beiden  andern  Höhen  desselben 
sich  treffen,  und  die  Bedingung  hiefür  ist,  dafs  ein 
Paar  Gegenkanten  des  Tetraeders  rechtwinklig  zu 
einander  gerichtet  sei. 

Ist  endlich  noch  ein  zweites  Paar  Gegenkanten  recht- 
winklig zu  einander  gerichtet,  so  müssen  alle  vier  Hohen 
sich  in  einem  Punkte  treffen,  also  auch  das  dritte  Paar  Gegen- 
kanten  rechtwinklig  sein,  und  wir  haben  das  besondere  Te- 
traeder, welches  auf  Seite  84  bis  86  betrachtet  ist. 

§  15.  Mittelpunkt  und  Asymptotenkegel  des  HyperboloidB. 

Wir  können  die  Erzeugenden  der  beiden  Regelscharen 
auf  dem  Hyperboloid  einander  paarweise  zuordnen,  indem  wir 
zu  jeder  Erzeugenden  l^  der  einen  Regelschar  die  einzige 
bestimmte  Erzeugende  g^,  welche  mit  ihr  parallel  ist,  zu- 
ordnen. Sind  l  und  l^  die  Axen  der  beiden  projektivischen 
Ebenenbüschel,  welche  das  Hyperboloid  erzeugen  und  Ix  eine 
beliebige  Erzeugende  derjenigen  Regelschar,  welcher  l  and  li 
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angehören ;  legen  wir  sodann  durch  l  eine  Ebene  parallel  zu 
Jx  (d.  h.  durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  von  l^^)  und 
ebenfalls  durch  l^  eine  Ebene  parallel  zu  l,,  so  schneiden 
sich  dieselben  in  einer  Geraden  g^,  welche  offenbar  parallel 
mit  Ix  ist  und  der  zweiten  R-egelschar  angehört. 

Nehmen  wir  irgend  drei  solcher  Paare  paralleler  Erzeu- 
genden aus  den  beiden  Regelscharen  heraus: 

l  und  g,    2,  und  g^,    i,  ^^^  92f 
so  haben    dieselben   aufser   den    drei    unendlich- entfernten 
Schnitipunkten,  da  jede  Z«  jede  g,  treffen  muls,  noch  sechs 
andere  Schnittpunkte  gemein,  nämlich: 

{i9i)f        i}9^f        (^1^2)1 

(^1^);        {ho)}        (}i9i)' 
Diese  sechs  Punkte  haben  eine  eigentümliche  Lage  zu 
einander.    Die  drei  Ebenen: 

schneiden  sich  nämlich  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte, 
weil  die  beiden  Ebenen  [2)  ^2!  ^^^  [^2^1]  einander  parallel 
laufen  (denn  \  und  jjf,  sind  parallel ^  ebenso  l^  und  g^^  und 
die  Schnittlinie  |pij72l>  ^9\i\  dieser  beiden  Ebenen  ist 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  unendlich-ent- 
fernten Punkte  (ZjS'i)  .und  (Zj^j)»  ^^^  sowohl  der  eine  als 
auch  der  andere  dieser  beiden  Punkte  gleichzeitig  in  den 
Ebenen  ^^g^  und  \l2g\\  liegt. 

Da  also  die  Ebenen  \ixg^  und  \l^g^  parallel  laufen, 
1.  h.  ihre  Schnittlinie  im  Unendlichen  liegt;  so  trifft  die 
Sbene  [{^]  sie  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte,  in 
velchem  sich  alle  drei  Ebenen  ^  also  auch  die  Schnittlinien 
e  zweier  treffen;  also 

die  Schnittlinie  der  Ebenen  \lg\    und    \lx9^ 

fj  V  V  7)  [h92]       9)  1*2^1] 

aufen  einander  parallel^  d.  h.  alle  drei  nach  demselben  un- 
ndlich-entfemten  Punkte. 

Non  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs  die  Schnittlinie 
er  Ebenen  p^]  und  \lx9i\  identisch  ist  mit  der  Verbin- 
iingslinie  der  Punkte  Qg^  und  (^i^),  ebenso  die  Schnittlinie 

ScmtOrn,  Tbeor.  d.  Oborfl.  2.  Ordn.  7 
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der  Ebenen  [lg]  und  l^gi]  identisch  ist  mit  der  Verbindongs- 
linie  der  Punkte  (Z^,)  und  {^g),  endlich  die  Schnittlinie  der 
Ebenen  Pj^j]  ^^^  ['2^1]  identisch  ist  mit  der  Verbindungs- 
linie der  Punkte  (Z,^,)  und  (ZjS'a).  Da  aber  diese  letzten 
beiden  Punkte  unendlich-entfernt  sind,  also  ihre  Verbindungs- 
linie ganz  im  Unendlichen  liegt,  so  müssen  die  beiden  Ver- 
bindungslinien : 

\{lg^)ihg)\    und    \(l9^)il,g)\ 

parallel  sein;  diese  vier  Punkte: 

G^j);   Q\9)>   Q9i),   (hg) 

liegen  aber  auf  den  beiden  parallelen  Geraden  l  und  g  und 
aufserdem  auf  den  yorigen  beiden  parallelen  Geraden;  sie 
sind  also  die  Ecken  eines  Parallelogramms,  dessen  Diagonalen 

\il9{)il,g)\    und    \ilg,){kg)\ 
sich  halbieren  in  ihrem  Treffpunkte.    Dieser  Punkt  ^;  durch 
welchen,  wie  offenbar  ist,  auch  die  Verbindungslinie: 

1(^,^2)^2^1)1 
halbiert  wird,  soll  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloids  ge- 
nannt werden. 

Durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloids  gehen,  wie  wir 
hieraus  erkennen,  sämtliche  Ebenen 

welche  je  zwei  parallele  Erzeugende  aus  beiden  Regelscbaren 
verbinden,  und  durch  diesen  Mittelpunkt  werden  samtliche 
Verbindungslinien : 

I  igih)  {9kh)  I 
halbiert,  wo  gih  und  gjth  irgend  zwei  Paare  paralleler  Er- 
zeugender bedeuten.  Da  nun  durch  jeden  Punkt  des  Hyper- 
boloids, wie  wir  wissen,  eine  bestimmte  Erzeugende  gt  und 
eine  bestimmte  Erzeugende  Ijt  (aus  den  beiden  Regelscbaren) 
gehen  mufs,  so  können  wir  auch  sagen,  dafs  alle  Strahlen, 
welche  durch  den  Punkt  ^  gelegt  werden  und  das  Hyper- 
boloid in  reellen  Punktepaaren  treffen,  die  Mitte  zwischen 
denselben  in  3Jt  haben,  wodurch  der  Name  „Mittelpunkt  des 
Hyperboloids"  gerechtfertigt  wird. 

Wenn  wir  durch  den  Mittelpunkt  9Ji  des  Hyperboloids 
Parallele  ziehen  zu  sämtlichen  Paaren  (gi^  Z.)  paralleler  £r- 
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zeugenden  d.  h.  za  den  Erzeugenden  der  einen  oder  der 
andern  Regelschar^  so  erhalten  wir  (S.  88)  die  sämtlichen 
Strahlen  eines  Kegels  zweiter  Ordnung ,  welcher  dieselben 
unendlich*  entfernten  Punkte  hat;  wie  das  Hyperboloid.  Dieser 
Kegel  heifst  der  Asymptotenkegel  des  Hyperboloids;  er 
wird  gebildet  von  den  Strahlen^  welche  aus  dem  Mittelpunkt 
9)2  nach  den  sämtlichen  reellen  unendlich  -  entfernten  Punkten 
des  Hyperboloids  hingehen;  diese  liegen  in  der  unendlich-ent- 
fernten Ebene  £«>  auf  einem  geif^issen  Kegelschnitt;  vermittelst 
dessen  wir  imstande  sind;  die  Natur  der  Durchschnittskurve 
einer  jeden  Ebene  mit  dem  Hyperboloid  zu  beurteilen. 

Denn  irgend  eine  Transversalebene  £  schneidet  das  Hyper- 
boloid in  einem  Kegelschnitt  h^^^  und  den  Asymptotenkegel 
in  einem  Kegelschnitt  M^^,  die  unendlich-entfernte  Ebene  foo 
aber  in  einer  Geraden  Z«;  und  da  Hyperboloid  und  Asymptoten- 
kegel dieselben  unendlich-entfernten  Punkte  haben  in  e«;  so 
müssen  äW  und  Jsfl^  dieselben  zwei  unendlich -entfernten 
Punkte  auf  l»  haben,  welche  entweder  reell;  zusammenfallend 
oder  imaginär  sein  können,  oder,  um  den  reellen  und  imagi- 
nären Fall  zu  vereinigen,  können  wir  sagen :  Die  Punktinvo- 
lution,  welche  der  Kegelschnitt  AK*)  auf  L  induciert  (Th.  d. 
K.  S.  140);  ist  identisch  mit  derjenigen;  welche  der  Geraden 
!»  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  h^^^  zugehört.  Diese  Punkt- 
involution auf  L;  je  nachdem  sie  hyperbolisch,  parabolisch 
oder  elliptisch  ist,  entscheidet  aber  darüber;  ob  der  Kegel- 
schnitt ¥^^  Hyperbel;  Parabel  oder  Ellipse  ist,  und  zwei  Kegel- 
schnitte in  einer  Ebene,  welche  dieselbe  Punktinvolution  auf 
h  haben;  heifsen  bekanntlich  ähnlich;  wir  können  also  sagen: 

Eine  beliebige  Transversalebene  schneidet  ein 
einfaches  Hyperboloid  und  seinen  Asymptotenkegel 
allemal  in  ähnlichen  Kegelschnitten. 

Wir  haben  früher  beim  Kegel  die  Stellungen  derjeni- 
gen Ebenen  charakterisiert,  welche  Hyperbeln;  Parabeln  oder 
Ellipsen  aus  ihm  ausschneiden;  indem  wir  zuerst  alle  Ebenen 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegels  legten  und  sie  als  hyper- 
bolische; parabolische  oder  elliptische  bezeichneten;  je  nachdem 
sie  den  Kegel  in  einem  reellen  Linienpaare,  in  einem  zusammen- 
fallenden Linienpaare  (Berührungsebenen)  oder  in  einem  ima- 
ginären Linienpaare  (welches  als  einzigen  reellen  Punkt  den 
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Eegelmittelpunkt  hat)  schnitten ,  sodann  aber  alle  übrigen 
Ebenen  im  Räume  als  mit  einer  dieser  Ebenen  parallel  auf- 
fafsten.     Hiemach  können  wir  sagen: 

Eine  beliebige  Transversalebene  schneidet  das 
Hyperboloid  in  einer  Hyperbel,  Parabel  oder  El- 
lipse, je  nachdem  sie  einer  hyperbolischen;  einer 
parabolischen  (Berührungsebene)  oder  einer  ellip- 
tischen EbenC;  durch  den  Mittelpunkt  des  Asym- 
ptotenkegels  gelegt,  pairallel  ist. 

Um  die  Grenze  zu  ermitteln  zwischen  den  beiden  Ge- 
bieten für  die  Stellung  einer  elliptischen  und  einer  hyper- 
bolischen Ebene,  bemerken  wir,  dafs  eine  Ebene 

welche  durch  zwei  parallele  Erzeugende  aus  je  einer  der 
beiden  Begelscharen  gelegt  werden  kann,  und  welche  den 
einen  Strahl  des  Asymptotenkegels,  der  durch  den  Mittel- 
punkt Wl  zu  beiden  parallel  lauft,  enthält,  keinen  andern 
Strahl  des  Asymptotenkegels  weiter  enthalten  kann;  denn 
enthielte  dieselbe  Ebene  noch  einen  zweiten  Strahl  des  Asym- 
ptotenkegels, so  müfste  derselbe  den  Erzeugenden  Itgi  be- 
gegnen, also  die  beiden  Schnittpunkte  müfsten  dem  Hyper- 
boloid angehören  und  au&erdem  auch  sein  unendlich-entfernter 
Punkt,  d.  h.  drei  Punkte;  dieser  Strahl  des  Asymptotenkegels 
müfste  also  gleichzeitig  eine  Erzeugende  sein,  d.  h.  gi  und  U 
müfsten  zusammenfallen,  was  gegen  die  Annahme  ist. 

Da  es  in  der  Ebene  [gtli]  also  nur  einen  einzigen  Eegel- 
strahl  des  Asymptotenkegels  giebt  (welcher  zwischen  beiden 
Parallele^  gleich  weit  von  ihnen  absteht),  so  mufs  die  Ebene 
[ffili]  eiiie  Berührungsebene  des  Asymptotenkegels 
sein;  jede  mit  ihr  parallele  Ebene  schneidet  den  Asymptoten- 
kegel, folglich  auch  das  Hyperboloid  in  einer  Parabel.  Wir 
haben  daher  folgendes  Besultat: 

Diejenigen  Ebenen,  welche  parallel  laufen  mit 
einer  beliebigen  Ebene  [Z^^,],  welche  zwei  parallele 
Erzeugende  aus  je  einer  der  beiden  Regelscharen 
verbindet,  schneiden  das  Hyperboloid  in  Parabeln, 
alle  übrigen  in  Hyperbeln  oder  Ellipsen. 

Betrachten  wir  insbesondere  die  drei  Hauptebenen  des 
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Asjmptotenkegels,   von    denen   zwei   den   Kegel  in   reellen 
Liuienpaaren    schneiden,    die    dritte    in    einem    imaginären 
Linienpaar y  d.  h.  weiter  keinen  Ponkt,  als  den  Mittelpunkt 
des  Kegels  mit  diesem  gemein  hat,  so  folgt,  dafs  von  diesen 
drei  zu  einander  rechtwinkligen  £benen  zwei  das  Hyperboloid 
in  Hyperbeln,    die   dritte  in  einer  Ellipse  schneiden  mufs. 
Dafs  letztere  reell  vorhanden  ist,  geht  daraus  hervor,   dafs 
überhaupt  jede  Eb^ne   das  Hyperboloid   in   einem  reellen 
Kegelschnitt   schneiden   mufs,    weil   sie  jeder   Erzeugenden 
einer  Begelschar   in  einem   reellen  Punkte  begegnet.     Wir 
nennen  die  drei  Hauptebenen  des  Asymptotenkegels  zugleich 
Hauptebenen  des  Hyperboloids.    Da  der  Mittelpunkt  ^ 
des  Hyperboloids   zugleich   Mittelpunkt  jedes  Kegelschnitts 
sein  mufs,  den  irgend  eine  durch  ihn  gelegte  Ebene  aus  dem 
Hyperboloid  ausschneidet,  so  ist  er  auch  gemeinsamer  Mittel- 
punkt für  die  drei   Kegelschnitte   in   den  Hauptebenen  des 
Hyperboloids.    Jede  Ebene  £,  die  durch  den  Mittelpunkt  Wt 
des  Asymptotenkegels  gelegt  wird,  enthält  in  dem  Polarbündel, 
dessen   Kemkegel   der  Asymptotenkegel  ist,    eine   Strahlen- 
involution  durch  ^{;  diese  liegt  mit  der  Punktinvolution  auf 
der  uneiidlich- entfernten  Geraden  dieser  Ebene  £  perspekti- 
visch,   die   ihr  zugehört   in   Bezug    auf   den  in    f«  liegen- 
den  Kegelschnitt,    welcher   dem  Asymptotenkegel  und  dem 
Hyperboloid    gemeinschaftlich    ist.    Da  nun  Wl    der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnitts  ist,  den  die  Ebene  s  aus  dem  Hyper- 
boloid ausschneidet,  so  ist  jene  Strahleninvolution  das  System 
der  konjugierten   Durchmesser   für   den   Durchschnittskegel- 
schnitt.    Es  sind  daher  die  in  jeder  Hauptebene  des  Asym- 
ptotenkegels liegenden  beiden  Hauptaxen  desselben  zugleich 
die  Hauptaxen  desjenigen  Kegelschnitts,  welchen  diese  Haupt- 
ebene aus  dem  Hyperboloid  ausschneidet.    Wir  nennen  daher 
die  drei  Hauptaxen  des  Asymptotenkegels  zugleich  die  drei 
Hauptaxen  des  Hyperboloids  und  erkennen,   dafs  zwei 
derselben   (diejenigen  der  Hauptellipse)  dem  Hyperboloid  in 
reellen  Punktepaaren  begegnen ,  die  dnjkte  nicht.  Diese  wollen 
wir  zur  Fixierung  der  Begriffe  die  a-Axe,  von  den  beiden 
andern  die  kleinere  die  JhAxe ,  die  gröfsere  die  c-Axe  nennen, 
so  dafs  also  2b  und  2c  die  Hauptaxen  der  reellen  Ellipse  in 
der   einen  Hauptebene  [bc\  und  zugleich  die  reellen  Zwerg- 
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axen  der  beiden  Hyperbeln  in  den  beiden  andern  Hauptebenen 
([6  a]  und  [ca])  des  Hyperboloids  sind. 

Denken  wir  uns  den  Asymptotenkegel  und  die  ellipti- 
sche Hauptaxe  (a-Axe)  desselben  ^  welche  in  das  Innere 
des  Kegels  hineinfallt;  die  auf  ihr  rechtwinklige  Hauptebene 
{[h  c]-Ebene)  und  in  derselben  die  Hauptellipse  des  Hyperboloids 
ermittelt,  so  ergiebt  sich  folgende  Konstruktion  des  ganzen  Hy- 
perboloids;  die  zugleich  eine  anschaulicheVorstellung  von  dieser 
Oberfläche  vermittelt:  Wir  ziehen  durch  den  Mittelpunkt  Wl 
des  Äsymptotenkegels  und  zugleich  der  Hauptellipse  Durch- 
messer der  letzteren,  die  in  dem  Punktepaar  ^^'  ihr  begegnen; 
durch  den  Strahl  \pp'\  gehen  zwei  reelle  Berührungsebenen 
an  den  Asymptotenkegel ,  welche  längs  zweier  Strahlen  t  und 
t^  den  Kegel  berühren ;  ziehen  wir  nun  durch  p  zwei  Parallele 

zu  t  und  t^,  die 

Z    und    g^ 

heifsen  mögen  und  auch  durch  ))'  zwei  Parallele  zu  t  und  t^^  die 

g    und    Z| 

heifsen  mögen ,  so  gehören  l  und  l^  der  einen ,  g  und  g^  der 
andern  Regelschar  an  und  durchlaufen  beide  Regelscharen 
mit  der  Veränderung  des  Durchmessers  ))))'  der  Hauptellipse. 
Wir  können  auch  so  konstruieren,  dafs  wir  um  die  a-Axe 
eine  yei^derliche  Ebene  drehen,  welche  den  Asymptotenkegel 
in  dem  Strahlenpaare  tt^  schneidet  und  die  Hauptellipse  in 
einem  Durchmesser,  dessen  konjugierter  Durchmesser  die  End- 
punkte ))  und  ))'  habe,  dann  sind  die  durch  p  und  )p  zu  t 
und  ^1  gezogenen  Parallelen  die  vorigen  Strahlen  Ig^^  gl^. 

Wir  sehen  hieraus,  wie  sich  jeder  einzelne  Kegelstrahl 
gewissermafsen  in  zwei  Strahlen  spaltet,  die  auf  dem  Hyper- 
boloid verlaufen:  der  Kegelstrahl  t  in  l  und  g,  der  Kegel- 
strahl t^  in  g^  und  l^ ,  und  wir  erkennen  einen  gewissen  Über- 
gang von  der  einfachen  Schar  der  Kegelstmhlen  zu  der 
doppelten  Regelschar  der  Erzeugenden. 

Wenn  wir  um  die  elliptische  a-Axe  des  Asymptotenkegels 
eine  Ebene  s  drehen^  so  schneidet  dieselbe,  wie  wir  wissen^ 
den  Kegel  allemal  in  einem  Linienpaar,  dessen  Winkel 
halbiert  werden  durch  die  a-Axe  und  die  Schnittlinie  der 
Ebene  €  mit  der  [&c]-Ebene.  Diese  beiden  rechtwinkligen  Gera- 
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den  sind  die  Hauptaxen,  das  Linienpaar  die  Asymptoten  der- 
jenigen Hyperbel,  welche  die  Ebene  £  aus  dem  Hyperboloid 
ausschneidet.  Ziehen  wir  durch  irgend  einen  Punkt  ))  der 
a-Aze  eine  zu  ihr  rechtwinklige  Gerade  in  der  Ebene  £,  so 
schneidet  dieselbe  bekanntlich  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
in  einem  Punktepaar  und  die  Hyperbel  in  einem  zweiten 
Punktepaar,  welche  so  liegen,  dais  sie  denselben  Mittelpunkt 
))  haben.  Hieraus  folgt  durch  Drehung  der  Ebene  e  um  die 
o-Aze,  dafs  die  durch ))  parallel  zur  [&o]-Ebene  gelegte  Ebene 
aas  dem  Hyperboloid  eine  Ellipse  ausschneidet,  deren  Mittel- 
punkt ))  ist  und  zusammentut  mit  dem  Mittelpunkt  der- 
jenigen Ellipse,  welche  dieselbe  aus  dem  Asymptotenkegel 
ausschneidet;  beide  Ellipsen  haben  daher,  da  sie  ähnlich  sind, 
dasselbe  System  konjugierter  Durchmesser,  also  auch  die- 
selben Axen  der  Richtung  (nicht  der  Gröfse)  nach. 

Die  beiden  Hyperbeln  in  der  [ab]-  und  [ac]-Hauptebene  des 
Hyperboloids  enthalten  somit  die  Scheitel  einer  yeränderlicheQ 
ElUpse,  deren  Ebene  parallel  bleibt  der  [&c]-Ebene.  Diese 
beiden  Hyperbeln  sind  durch  ihre  Asymptoten,  d.  h.  die 
Strahlenpaare,  welche  ihre  Ebenen  aus  dem  Asymptotenkegel 
ausschneiden,  und  durch  die  Zwergaxen  2h  und  2c  vollständig 
bestimmt;  sie  haben  dieselbe  imaginäre  Axe,  deren  Länge 
bekanntlich  yertreten  wird  durch  das  zwischen  den  Asym- 
ptoten abgeschnittene  Stück  der  Scheiteltangente  einer  Hyperbel; 
nennen  wir  dieses  2a,  so  sind  die  beiden  Eegelö&ungen  des 
Asymptotenkegels  in  den  Hauptebenen: 

in  der  [a&]-Ebene:         ctg -9"=-^, 

in  der  [ac]-Ebene:         ctg  9)  =  — , 

und  wir  können  folgende  Konstruktion  des  Hyperboloids  an- 
geben, die  ein  deutliches  Bild  dieser  Fläche  liefert: 

Es  werden  drei  zu  einander  rechtwinklige  von  dem  Punkte 
^  ausgehende  Strahlen  als  die  Hauptaxen  des  Hyperboloids 
(a-,  &-,  c-Axe)  angenonmien,  die  sie  paarweise  verbindenden 
Ebenen  als  Hauptebenen  ([a6]-,  [ac]-,  [6c]-Ebene).  Auf  die 
c-Axe  wird  von  331  aus  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  eine 
gegebene  Länge  -^  c  und  —  e  abgetragen,  wodurch  man  die 
Punkte  c  und  c'  erhält;  auf  die  &-Axe  in  gleicher  Weise  eine 
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gegebene  Länge  -^  h  und  —  b  von  ^  aus  abgetragen,  liefert 
die  Endpunkte  b  und  V.  Dann  errichtet  man  in  diesen  vier 
Endpunkten  c  c' 6  i' Perpendikel  auf  der  [&(;]-Ebene  und  tragt 
auf  ihnen  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  ein  drittes  St&ck 
•^  a  und  —  a  von  diesen  vier  Punkten  aus  ab;  die  Endpunkte 
der  abgetragenen  Stücke  paarweise  verbunden  liefern  in  jeder 
der  beiden  Ebenen,  der  [dH]-  und  [ac]-Ebene,  zwei  StnJilen- 
paare  s$'  und  tf,  die  sich  in  ^  durchkreuzen.  Jetzt  kon- 
struiere man  in  der  [a&]-Ebene  die  Hyperbel,  welche  $s  zn 
Asymptoten  und  W  zu  Scheiteln  hat,  wodurch  sie  voll- 
ständig bestimmt  wird,  sie  heifse: 

in  der  [ac]-Ebene  konstruiere  man  die  Hyperbel,  welche  tt 
zu  Asymptoten  und  cc'  zu  Scheiteln  hat,  sie  heifse: 

VacJ 

bewegt  man  eine  Ebene  parallel  zur  [&o]-Ebene,  so  wird  die- 
selbe von  den  beiden  Hyperbeln  in  vier  Punkten  durchbohrt, 
welche  man  zu  den  Scheiteln  einer  veränderlichen  Ellipse 
machen  kann,  die  dadurch  allemal  bestimmt  wird.  Diese  Ellipse 
liefert  nach  und  nach  das  ganze  Hyperboloid.  Offenbar  ist  die 
kleinste  von  allen  Ellipsen  diejenige,  welche  zu  Scheiteln  die 
Punkte  W  und  cc'  hat,  und  die  in  der  [&c]-Ebelie  selbst  liegt: 

Die  Ellipse  erweitert  sich  bis  zum  unendlich  enfemten  E^el- 
schnitt,  sobald  die  bewegte  Ebene  ganz  in  die  Unendlich- 
keit geht. 

Ähnliche  Konstruktionen  lielsen  sich  mit  Hilfe  der 
andern  beiden  Hauptebenen  ableiten,  doch  würden  dieselben 
nicht  ganz  so  einfach  werden.  Es  genüge,  dafs  uns  die  an- 
gegebene, ein  deutliches  Bild  der  Fläche  liefert  und  zugleich 
die  dreifache  Symmetrie  in  Bezug  auf  jede  der  drei  Haupt- 
ebenen  erkennen  läfst,  während  die  viel  einfachere  lineare 
Konstruktion  vermittelst  der  beiden  Regelscharen  nicht  so 
leicht  zu  einem  anschaulichen  Bilde  von  der  Gestalt  der 
Fläche  führt. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  die  beiden  Kreisebenen 
des  Asymptotenkegels  und  die  mit  ihnen  parallelen  Ebenen 
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notwendig  auch  ans  dem  Hyperboloid  Kreise  ausschneiden; 
wir  erhalten  daher  auf  dem  Hyperboloid  zwei  Scharen  von 
parallelen  Kreisen,  auf  die  wir  später  noch  zurückkommen 
werden. 

§  16.    Einige  lineare  Konstruktionen  des  Hyperboloids. 

1)  Wir  haben  gesehen,  dafs  durch  drei  beliebig  im 
Räume  gegebene  Gerade  llili,  von  denen  keine  zwei  sich 
treffen ;  das  Hyperboloid  vollständig  bestimmt  ist.  Indem  wir 
um  eine  derselben  (Q  eine  Ebene  drehen  und  ihre  Schnitt- 
punkte ^Ti^Tj  mit  den  beiden  andern  Geraden  l^l^  verfolgeu^ 
erhalten  wir: 

die  ganze  Regelschar  \gx\}  und  aus  irgend  drei  Erzeugenden 
dieser  Begelschar  erhalten  wir  in  gleicher  Weise  die  andere 
Regelschar  |2x|;  zn  der  die  drei  ursprünglich  gegebenen  Ge- 
raden gehören. 

2)  Wenn  aber  nur  zwei  sich  nicht  schneidende  Gerade 
I  und  Z,  und  zwei  andere  sich  nicht  schneidende  Gerade  g 
und  g^  gegeben  sind,  von  denen  jede  den  beiden  ersten 
begegnet,  die  also  ein  windschiefes  Vierseit  im  Räume  bilden,* 
so  kann  man  noch  einen  Punkt  )f  willkürlich  im  Räume  an- 
nehmen und  verlangen  9  dafs  ein  Hyperboloid  durch  diese 
Elemente  gelegt  werde.  Dasselbe  ist  hierdurch  Tollstandig 
und  eindeutig  bestimmt  und  kann  so  konstruiert  werden: 

Man  wähle  {  und  l^  zu  Äxen  zweier  Ebenenbüschel  und 
lege  durch  jede  derselben  die  drei  Ebenen,  welche  g,  g^ 
und  p  enthalten;  fafst  man  die  drei  Ebenenpaare  als  ent- 
sprechende auf,  so  ist  die  projektivische  Beziehung  der 
beiden  Ebenenbüschel  dadurch  gerade  bestimmt  und  ihr 
Erzeugnis  das  gesuchte  Hyperboloid. 

3)  Giebt  man  zwei  Erzeugende  l  und  l^  der  einen  Regel- 
sehar,  eine  Erzeugende  g  der  andern,  welche  Z  und  Z,  triöt, 
und  noch  zwei  beliebige  Punkte  )f  und  ^,  im  Räume,  so  ist 
das  durch  sie  gehende  Hyperboloid  vollständig  bestimmt  und 
wird  so  konstruiert: 

Man  lege  durch  l  und  Zj  als  Axen  zweier  Ebenenbüschel 
drei  Ebenenpaare,  welche  durch  g,p  und  ))|  gehen  und 
betrachte  diese  als  entsprechend  für  die  projektivische  Be- 
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Ziehung  der  beiden  Büschel;  diese  wird  dadurch  gerade 
bestimmt  und  die  beiden  projektiyischen  flbenenbüschel  I 
und  !|  erzeugen  das  gesuchte  Hyperboloid. 

4)  Man  giebt  zwei  Erzeugende  l  und  l^  derselben  Begel- 
schar  und  aufserdem  drei  beliebige  Punkte  ))  ^^  ))2  im  Baume, 
dann  ist  das  durch  dieselben  zu  legende  Hyperboloid  voll' 
standig  bestimmt  und  wird  so  konstruiert: 

Man  betrachte  in  den  beiden  Ebenenbüscheln: 

l  [p  )?i  ^^.J  und  l^  [^) )),  ^)J 
die  durch  die  Punkte  ))  )>,  ))2  gelegten  Ebenenpaare  als  ent- 
sprechende für  die  projektivische  Beziehung  der  beiden  Büschel; 
diese  wird  dadurch  gerade  bestimmt ,  und  die  beiden  pro- 
jektiyischen Büschel  l  und  2j  erzeugen  das  gesuchte  Hyper- 
boloid. 

5)  Man  giebt  eine  Gerade  l  der  einen  und  eine  Gerade 
g  der  anderen  Begelschar^  so  dafs  sich  also  l  und  g  treffen, 
und  aufserdem  vier  beliebige  Punkte  !p  ))j  '^^  ^^  ^^  Baume, 
dann  ist  das  durch  diese  Elemente  zu  legende  Hyperboloid 
vollständig  bestimmt  und  wird  so  konstruiert: 

Denken  wir  uns  wieder  das  gesuchte  Hyperboloid  als 
Erzeugnis  zweier  projektivischen  Ebenenbüschel  und  wählen 
l  als  Äze  des  einen  ^  als  Axe  des  andern  eine  noch  naher 
zu  ermittelnde  Gerade  l^,  die  durch  einen  der  vier  Punkte, 
z.  B.  ^3  gehe,  so  müfsten  die  beiden  Ebenenbüschel: 

lll^^h  h]  ^^^  ix  [ff  P  h  M 
projektivisch  sein,  also  müfste  notwendig  l^  in  der  Ebene 
[p3  ff]  li^en  und  durch  den  Punkt  p^  gehen.  Betrachten  wir 
nun  die  Durchschnittsfigur  in  der  Ebene,  die  wir  durch 
die  drei  Punkte  ))  )),  ^2  ^^g^^  können,  so  wird  dieselbe  ein 
Kegelschnitt  sein,  der  durch  die  drei  Punkte  p  )f^  p^  ^^^ 
durch  die  beiden  Punkte  l  und  g  geht,  in  welchen  diese 
Ebene  von  den  Strahlen  l  und  g  durchbohrt  wird;  durch 
diese  fünf  Punkte  ist  der  Kegelschnitt  gerade  bestimmt;  nun 
mufs  aber  auf  ihm  auch  der^Punkt  Ij  liegen,  in  welchem  die 
gesuchte  Gerade  l^  jene  Ebene  durchbohrt,  und  dieser  Punkt 
It  mufs  gleichzeitig  auf  derjenigen  Geraden  liegen,  in  welcher 
die  Ebene  [^3  ^]  der  Ebene  [))  ))|  )p^  begegnet;  diese  Gerade 
geht    durch    den  Punkt  g    des    Kegelschnitts;    ihr    zweiter 
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Schnittpunkt  mit  dem  Eegelschnitt  ist  also  der  gesuchte  Punkt 
If  und  dadurch  ist  der  Strahl  2,  welcher  ihn  mit  )p^  ver- 
bindet, gefunden ;  also  die  Axe  des  zweiten  Ebenenbüschels 
und  das  ganze  Hyperboloid  als  Erzeugnis  der  beiden  bekannten 
projektirischen  Ebenenbüschel. 

Wir  können  demnach  die  Gerade  l^  leicht  mittelst  des 
Pascal  sehen  Satzes  konstruieren,  wie  folgt: 

Der  Schnittpunkt  der  Ebene  [gl\  und  der  Verbindungs- 
linie Ip^iI  heifse  a,  der  Schnittpunkt  der  Ebene  [g)?^]  und 
der  Verbindungslinie  \pi  p2\  heiise  )>,  die  Verbindungslinie 
|abj  treffe  die  Ebene  [^^2]  ^^  ^9  dann  wird  die  Schnittlinie 
der  durch  die  drei  Punkte  c  !p  ))3  gelegten  Ebene  mit  der 
durch  g  und  f}^  gelegten  Ebene  die  gesucht«  Gerade  Z]  sein, 
denn  wir  haben  in  der  Durchschnittsebene  [!p  p^  ^3]  ^^ 
Pascalsche  Sechseck: 

bei  welchem  die  drei  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf  einer 
Geraden  |abc|  liegen. 

Ist  nun  Zj  gefunden,  so  erzeugen  die  beiden  Ebenen- 
büschel: 

l  fr  p,  ^)2]      und      l,  fr  ^)i  )(>,] 

das  gesuchte  Hyperboloid. 

6)  Man  giebt  eine  Gerade  l  und  sechs  Punkte  p  ))|  ))2  Pz  ^4  Pb 
zur  Bestimmung  eines  Hyperboloids,  welches  die  Gerade  und 
die  Punkte  enthalten  soll. 

Wir  denken  uns  das  gesuchte  Hyperboloid  durch  zwei 
projektiTische  Ebenenbüschel  erzeugt,  deren  eines  die  Gerade 
{  zur  Äxe  und  die  fünf  Ebenen  l  fr|  ))2  p^  Vi  V&]  ^^  Elementen 
hat,  während  das  zweite  eine  noch  näher  zu  bestimmende 
darch  p  gehende  Äxe  l^  hat  und  zu  entsprechenden  Elemen- 
ten die  fünf  Ebenen  l^  [p^  ^2  Vz  Vi  Vbl-  ^^^  Gerade  Z| ,  von 
welcher  der  Punkt  p  gegeben  ist,  wird  durch  die  Forderung 
der  Projektivität  beider  Gebilde  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt,  und  ihre  Konstruktion  ist  auf  das  bekannte  Chasles- 
sche  „Problem  der  Projektivität"*)  zurückzuführen. 


*)  R.  Sturm:  ^^Das  Problem    der  Projektivität  und  seine  An- 
vendimg  auf  die  Flächen  zweiten  Grades''^  Math.  Ann.  Bd.  I,  S.  633  ff. 
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Nehmen  wir  irgend  eine  Transversalebene^  so  wird  die- 
selbe von  dem  ersten  Ebenenbüschel  in  einem  bekannten  . 
Strahlenbüschel  durchschnitten,  dessen  Mittelpunkt  o  der  Durch- 
bohrungspunkt  der  Geraden  l  mit  der  Transrersalebene  und 
dessen  fünf  Strahlen  die  fünf  Schnittlinien  der  Ebenen 
l  [!p|  ))2  )>3  )>4  ^i]  ^^  d^^  Transversalebene  sind.  FeiTier  durch- 
bohren die  fünf  Strahlen  ^\)f^  )f2  ^z  Pi  )^5 1  ^^^  Transversalebene 
in  fünf  Punkten  a^  a2  CI3  ai  ag;  und  es  wird  ein  solcher  Punkt 
X  der  Ebene  gesucht,  dafs  das  Strahlenbüschel: 

V  I  ci,  ttj  CI3  a4  Oj  I 
mit  dem  vorigen  bekannten  Strahlenbüschel  projektivisch  werde. 
Der  Punkt  j:  ist  durch  diese  Forderung  eindeutig  bestimmt 
und  kann  folgendermafsen  gefunden  werden: 

Durch  die  vier  Punkte  a,  a^  tta  a4  werde  zuerst  ein  solcher 
Kegelschnitt  gelegt,  dafs  jeder  Puukt  desselben  mit  den  vier  ge- 
gebenen verbunden  ein  Strahlenbüschel  liefert,  dessen  Doppel- 
verhältnis gleich  dem  des  gegebenen  Ebenenbüschels  ^pj  p,  )f^fi] 
sei.  Dieser  Kegelschnitt  ß^^  kann  dadurch  gefunden  werden, 
dafs  man  durch  a^  zu  den  drei  Strahlen  |  a^  02 1,  |  a^  a^  \t  \  ci|  a4l  einen 
solchen  vierten  Strahl  konstruiert,  den  wir  mit  {a|  Q||  bezeich- 
nen wollen,  dafs  die  vier  Strahlen  a^  |a|  a2  cl^  cl^I  das  gegebene 
Doppelverhältuis  haben.  Dieser  Strahl  ist  Tangente  des  ge- 
suchten durch  die  vier  Punkte  aj  ttj  cl^  cl^  gehenden  Kegel- 
schnitts R<*\  welcher  dadurch  gerade  bestimmt  wird.  Zweitens 
lege  man  in  gleicher  Weise  durch  die  vier  Punkte  a^  a^  CI3  ^h 
einen  Kegelschnitt  ^f>,  welcher  das  gegebene  Doppelverhalt- 
nis  des  Ebenenbüschels  { [pi  4)2)^3)^5]  ^^^st.  Die  beiden  Kegel- 
schnitte ^^^  und  fij*>  haben  aufser  den  Punkten  a,  a^  a,  noch 
einen  einzigen  vierten  Punkt  x  gemein,  welcher  der  gesuchte 
ist,  weil  er  die  Eigenschaften  beider  Kegelschnitte  in  sich 
vereinigt,  also  die  füuf  Strahlen  ):  |  ai  a2  a3  a^  a^  \  mit  den  ftlnf 
Ebenen  2  [p,  ^2^3)^4)^5]  projektivisch  sein  müssen. 

Ist  der  Punkt  j:  gefunden,  so  giebt  die  Verbindungslinie 
p  jc|  ^^^  Strahl  l^  und  die  beiden  Ebenenbüschel: 

l  [h  h  h]      «nd      l^  [^),  ^)2  h] 
projektivisch  gesetzt  erzeugen  das  gesuchte  Hyperboloid. 

7)  Wenn  wir  bei  der  letzten  Aufgabe  anstatt  der  Geraden 
ly  welche  auf  dem  Hyperboloid  liegen  soll,  nur  zwei  Punkte 
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von  ihr  nehmen,  die  sie  gerade  bestimmen,  also  mit  den 
übrigen  sechs  Punkten  zusammen  acht  Punkte  annehmen; 
darch  welche  ein  Hyperboloid  gelegt  werden^soll^  so  ist  diese 
Aufgabe  unbestimmt;  denn  wir  können  jede  von  den  28  Ver- 
bindungslinien der  acht  Punkte  als  eine  gegebene  Erzeugende 
eines  Hyperboloids  auffassen  und  erhalten  also  mittelst  der 
vorigen  Konstruktion  28  Hyperboloide ;  welche  samtlich  durch 
dieselben  acht  Punkte  gehen.  Dieses  sind  indessen  nicht 
alle  möglichen^  sondern  es  giebt;  wie  wir  später  sehen  werden, 
ein  ganzes  Bündel  von  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  dieselben  acht  Punkte  hindurchgehen. 
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Jede  Ebene  im  Baume  schneidet,  vrie  wir  wissen,  das 
Hyperboloid  in  einem  allemal  reellen  Kegelschnitt.  Unter 
diesen  sämtlichen  Kegelschnitten  sind  diejenigen  von  beson- 
derem Interesse  für  uns,  welche  in  Linienpaare  zerfallen. 
Nehmen  wir  zur  Erzeugung  des  Hyperboloids  zwei  projek- 
tivische  Ebenenbüschel: 

l[a  ß  y  .  .  .i  .  .  .]    unä    l^  [a,  /^i  ^i .  .  .  6i  .  •  .] 

an,  so  wird  ii^end  eine  Ebene  £  von  den  Ebenenbüscheln 
in  zwei  Strahlenbüscheln  durchschnitten,  und  das  Erzeugnis 
dieser  beiden  projektivischen  Strahlenbüschel  ist  ein  Kegel- 
schnitt €(^);  'soll  derselbe  zerfallen,  so  müssen  die  beiden 
ihn  erzeugenden  Strahlenbüschel  ^  deren  Mittelpunkte  o  und 
Ci  getrennt  liegen  in  perspektivischer  Loge  sich  befinden, 
d.  b.  |00]|  muFs  zwei  entsprechende  Strahlen  der  projektivischen 
Strahlenbüschel  vereinigen,  also  [20]]  und  [2^0]  müssen  zwei 
entsprechende  Ebenen  der  erzeugenden  projektivischen  Ebenen- 
bfischel  sein,  folglich  |  o  0]  |  eine  Erzeugende  g  der  Begelschar 
\gz\.  Die  Transrersalebene  e  mufs  also  durch  eine  Erzeugende 
g  der  einen  Regelschar  gehen,  und  der  perspektivische  Durch- 
schnitt der  beiden  Torigen  projektivischen  Strahlenbüschel 
wird  die  Erzeugende  Ix  sein,  welche  auf  dem  Hyperboloid 
liegen  mufs  und  der  Begelschar  l^^l  nicht  angehören  kann, 
weil  sie  g  schneidet,  folglich  der  Begelschar  |{a;|  ange- 
boren mufs.    Die  gesuchte  Ebene  £  ist  also  nichts  anderes 
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als  eine  Ebene,  welche  irgend  zwei  Erzeugende  aus  je  einer 
der  beiden  Regelscharen  verbindet.  Dafs  eine  solche  Ebene  £ 
in  der  That  in  einem  zerfallenden  EegelschniU;  (Linienpaar 
lg)  schneidet,  ist  selbstverständlich ,  aber  wir  haben  auch  das 
Umgekehrte  bewiesen. 

In  der  Ebene  [lg]  =>  t 

ist  der  Punkt  (lg)  =  )>, 

in  welchem  die  beiden  Geraden  l  und  g  sich  treffen  von 
hervorragendem  Interesse.  Durch  diesen  Punkt  gehen  näm- 
lich aufser  den  beiden  Geraden  l  und  g  in  der  Ebene  [lg] 
noch  unendlich  viele  andere  Gerade,  und  jede  solche  (rerade 
kann  aufser  diesem  Punkte  selbst,  der  als  doppelt  auf- 
zufassen ist  (Doppelpunkt  des  Linienpaars  l,  g),  keinen 
andern  Punkt  weiter  mit  dem  Hyperboloide  gemein  haben, 
weil  alle  Punkte  in  der  Ebene  [lg] ,  die  auf  dem  Hyperboloid 
liegen,  eben  nur  in  den  beiden  Geraden  Z  und  g  liegen. 
Eine  Gerade,  welche  mit  dem  Hyperboloid  zwei  zusammen- 
fallende Punkte  gemein  hat,  heifst  eine  Tangente  desselben, 
folglich  sind  alle  Geraden  in  der  Ebene  [Ig]^  die  durch  den 
Punkt  {lg)  gehen,  Tangenten  des  Hyperboloids,  sowie  Tan- 
genten an  allen  den  Kegelschnitten;  welche  samtliche  durch 
den  Punkt  (lg)  gelegten  Ebenen  aus  dem  Hyperboloid  aus- 
schneiden; denn  sie  haben  eben  weder  mit  dem  Hyperboloid 
noch  mit  einem  dieser  Kegelschnitte  mehr  als  diesen  Punkt 
{lg)  gemein;  wir  schliefsen  hieraus,  da  jeder  Punkt  )p  des 
Hyperboloids  als  der  Durchschnittspunkt  zweier  Erzeugenden 
l  und  g  aus  den  beiden  Regelscharen  aufzufassen  ist,  dafs 
alle  Tangenten,  welche  durch  einen  Pankt  des 
Hyperboloids  gehen,  in  einer  Ebene  liegen,  und 
nennen  diese  die  Berührungsebene  des  Hyperboloids  in 
dem  gegebenen  Punkte  (lg).  Diese  Berührungsebene  enthalt 
die  beiden  Erzeugenden  l  und  g  aus  den  beiden  Regelscharen, 
die  durch  den  Punkt  des  Hyperboloids  gehen.  Umgekehrt 
sehen  wir  auch  ein,  dafs  jede  andere  Gerade  durch  den 
Punkt  {lg) ,  welche  nicht  in  der  Ebene  [lg]  liegt,  keine  Tan- 
gente des  Hyperboloids  sein  kann,  sondern  dasselbe  in  zwei 
verschiedenen  Punkten  treffen  mufs;  denn  sei  $  ein  beliebiger 
anderer  durch  den  Punkt  )>  <»  (lg)  gezogener  Strahl,  so 
würde  die  durch  $  und  l  gelegte  Ebene  noch  eine  bestimmte 
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Erzeugende  g'  der  andern  Regelschar  enthalten  müssen,  aaf 
welcher  nämlich  die  Schnittpankte  sämtlicher  Ix  mit  dieser 
Ebene  liegen.  Die  Erzeugende  g'  trifft  aber  den  Strahl  s 
in  einem  zweiten  von  ^  verschiedenen  Punkte  ^  also  ist  s  keine 
Tangente  des  Hyperboloids. 

Der  Schnittpunkt: 
heifst  der  Berührungspunkt  der  Ebene: 

und  unter  den  sämtlichen  Tangenten  des  Hyperboloids^  welche 
durch  den  Punkt ))  gehen  und  in  der  Berührungsebene  liegen, 
giebt  68  zwei  ausgezeichnete,  l  und  g^  die  ganz  dem  Hyper- 
boloid angehören: 

Wir  haben  also  folgendes  Ergebnis: 

Ebenso  wie  sämtliche  Punkte  ^  auf  einer  Er- 
zeugenden Ix  (aus  einer  der  beiden  Regelscharen) 
als  Punkte  des  Hyperboloids  gelten,  sind  auch 
sämtliche  Ebenen  durch  Ix  als  Berührungsebenen 
desselben  aufzufassen;  durch  jeden  Punkt  ))  geht 
aber  nur  eine  einzige  bestimmte  Berührungsebene, 
diejenige  nämlich,  welche  2«  mit  der  einzigen  durch 
))  gehenden  Erzeugenden  gx  der  andern  Regelschar 
verbindet,  und  jede  durch  Ix  gehende  Berührungs- 
ebene hat  nur  einen  einzigen  bestimmten  Berüh- 
rungspunkt, nämlich  denjenigen,  in  welchem  Ix  von 
der  einzigen  in  dieser  Ebene  liegenden  Erzeugen- 
den gx  der  andern  Regelschar  getroffen  wird. 

Die  Berührungsebenen  des  Hyperboloids  sind 
zugleich  diejenigen,  welche  dasselbe  in  zerfallen- 
den Kegelschnitten  durchschneiden,  und  die  Be- 
rührungspunkte sind  die  Doppelpunkte  dieser 
Linienpaare;  diese  selbst  sind  die  Erzeugenden 
der  beiden  Regelscharen  auf  dem  Hyperboloid. 
Hiemach  ist  es  leicht  die  Frage  zu  beantworten: 

Welches  ist  der  Ort  sämtlicher  durch  einen  gegebenen 
Punkt  0  im  Räume  gehenden  Berührungsebenen  eines  ge- 
gebenen Hyperboloids? 
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Da  nämlich  ii^end  zwei  ErzeugeDde  l  und  Z^  der  einen 
Begelschar  von  sämtlichen  Erzeugenden  g^  der  anderen  Regel- 
schar  in  zwei  projektivischen  Punktreihen  Z  {x)  ^^^  h  (h)  i^' 
schnitten  werden ,  und  die  Ebene  [ogx]  eine  Berühmngsebene 
ist,  welche  als  Ebene  [c^):i]  aufgefafst  werden  kann,  so  um- 
hüllt dieselbe  (S.  26)  einen  Kegel  zweiter  Klasse.  Jede  dieser 
Ebenen  enthält  gleichzeitig  eine  bestimmte  Erzeugende  Ix 
der  andern  Regelschar  und  ist  eine  Berührungsebene  des 
Hyperboloids.     Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Wenn  man  irgend  einenfestenPunkt  o  imRaame 
mit  sämtlichen  Erzeugenden  einer  Regelschar 
durch  Ebenen  verbindet;  so  umhüllen  diese  Ebenen 
einen  Kegel  zweiter  Klasse;  denselben  erhält  man 
auch;  wenn  mano  mit  den  Erzeugenden  der  andern 
Regelschar  yerbindet;  jede  Berührungsebene  des- 
selben enthält  je  eine  Erzeugende  aus  jeder  der 
beiden  Regelscharen  und  ist  zugleich  Berührungs- 
ebene des  Hyperboloids,  auf  welchem  die  beiden 
Regelscharen  liegen.  Wir  nennen  diesen  Kegel 
den  Berührungskegel  aus  o  an  das  Hyperboloid. 
Er  ist,  wie  wir  aus  seiner  Konstruktion  sehen, 
immer  reell;  wo  auch  o  im  Räume  liegen  mag. 

Jede  Berührungsebene  des  Kegels  o^^  enthält  einen 
Kegelstrahl;  welcher  leicht  zu  finden  ist;  sei  nämlich  %  die 
Berührungsebene;  so  mufs  sie  zwei  Erzeugende  l  und  g  aus 
je  einer  der  beiden  Regelscharen  enthalten;  der  Schnittpunkt 
f>  SS  (lg)  mit  0  yerbunden  liefert  offenbar  den  Kegelstrahl  der 
Berührungsebene  t,  denn  er  ist  der  einzige,  durch  den  diese 
Berührungsebene  allein  und  keine  andere  weiter  geht,  während 
durch  jeden  anderen  durch  o  gehenden  Strahl  s  der  Ebene  r 
zwei  Berührungsebenen  hindurchgehen;  in  der  That  schneidet 
s  die  Geraden  l  und  g  in  zwei  Punkten  (da  er  nicht  durch  )> 
geht);  und  durch  diese  beiden  Punkte  gehen  zwei  bestimmte 
Erzeugende  g^  und  l^ ,  die  mit  o  verbunden  zwei  verschiedene 
Berührungsebenen  durch  s  an  den  Kegel  o^^  liefern;  also  ist  s 
kein  Kegelstrahl;  der  einzige  Strahl  |o))|  in  der  Ebene  t  be- 
sitzt die  Eigenschaft;  dafs  durch  ihn  nur  die  eine  Berührungs- 
ebene T  hindurchgeht;  er  ist  also  Berührungs-  oder  Kegel- 
strahl.    Die   Gerade  |o!p|    ist    nach   dem   Obigen  Tangente 
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des  Hyperboloids.     Wir  können   also   folgenden    Satz  aus- 
sprechen: 

Die  sämtlichen  Tangenten  aus  einem  Punkte  o 
an  ein  Hyperboloid  sind  die  Strahlen  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung  o^^^,  der  mit  dem  vorigen  Berüh- 
rungskegel  identisch  ist. 

Endlich  folgt  aus  dem  Vorigen ,  dafs  durch  einen  be- 
liebigen Strahl  $  im  Baume  im  allgemein  en  zwei  Berührungs- 
ebenen des  Hyperboloids  hindurchgeben;  denn  nehmen  wir 
irgend  einen  Punkt  o  im  Strahle  s  als  Mittelpunkt  eines  Be* 
rührungskegels  an  das  Hyperboloid ,  so  gehen  im  allgemeinen 
durch  8  zwei  Berührungsebenen  an  den  Kegel  c^^^  die  zugleich 
die  beiden  Berührungsebenen  durch  $  an  das  Hyperboloid 
sind;  diese  können  reell  oder  imaginär  sein^  je  nachdem  der 
Strahl  $  aufserhalb  oder  innerhalb  des  Kegels  o^'^  sich  findet. 
Ist  er  selbst  ein  Kegelstrahl;  so  geht  nur  eine  Berührungs- 
ebene durch  ihn.  Die  Wahl  des  Punktes  o  auf  dem  will- 
kürlich angenommenen  Strahle  s  ist  dabei  irrelevant,  denn 
würden  wir  für  eine  andere  Annahme  von  o  ein  zweites  Paar 
von  Berührungsebenen  durch  $  erhalten ,  so  müTste  dies  auch 
ein  Paar  Berührungsebenen  des  ersten  Kegels  sein,  was 
widersinnig  ist 

Wenn  wir  uns  durch  einen  beliebigen  Punkt  c  im  Baume 
die  sämtlichen  Berührungsebenen  an  das  Hyperboloid  gelegt 
denken,  welche  den  Berührungskegel  umhüllen,  so  liegt 
in  jeder  Berühmngsebene  ein  bestimmter  Berührungspunkt 
^  sa  (Ig)^  und  wir  können  nach  dem  Orte  sämtlicher  Be- 
rührungspunkte fragen.  Dieser  fällt  zusammen  mit  dem  Orte 
sämtlicher  Berührungspunkte  der  durch  o  an  das  Hyperboloid 
gelegten  Tangenten  op  oder  der  Kegelstrahlen. 

Der  Ort  der  gesuchten  Punkte  )>  ist  also  gemeinschaftlich 
dem  Berührungskegel  o^^  und  dem  Hyperboloid  und  hierdurch 
leicht  zu  ermitteln. 

Legen  wir  nämlich  von  o  aus  irgend  drei  Ebenen  durch 
die  Erzeugenden  11^  l^,  so  schneiden  die  Ebenen  [oT\,  [o^J, 
[oy  die  übrigen  Erzeugenden  I»  derselben  Begelschar  in 
Punkten,  welcVe  auf  den  drei  Erzeugenden  g  g^  g^  der  andern 
Begelschar  liegen,  die  in  diesen  Ebenen  enthalten  sind. 
Die  drei  Punkte: 

BgbbOtbb,  TheoT.  dL  Oberfl.  8.  Ordn.  8 
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p  =  (lg)     )?,  =  (l^g,)     P2  =  (J292) 

bestimmen  eine  Ebene  'dsr,  welche  den  Berührungskegel  o^*^ 
in  einem  Kegelschnitt  ^^)  nnd  das  Hyperboloid  in  einem 
Kegelschnitt  ^f^  schneiden  wird.  Beide  Kegelschnitte  haben 
nicht  nur  die  Punkte  !p))i))2  gemeinschaftlich,  sondern  auch 
dieselben  Tangenten  in  diesen  Punkten,  nämlich  die  Schnitt- 
linien der  Ebene  [))))i!|>2]  niit  den  drei  Ebenen  [lg]  [Z,^|]  [l^g^i 
weil  diese  Ebenen  gleichzeitig  Berührungsebenen  des  Kegels 
längs  den  Kegelstrahlen  \of\,  \o)fi\,  \o^2\  ^^^  Berührungsebenen 
des  Hyperboloids  in  den  Punkten  p  ))j  ))2  sind;  folgUch 
müssen  die  beiden  Kegelschnitte  identisch  sein ;  sie  enthalten 
aber  sämtliche  Punkte,  welche  dem  Berührungskegel  o^'^  und 
dem  Hyperboloid  gemeinschaftlich  sind.  Wir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Die  Berührungspunkte  sämtlicher  durch  einen 
beliebigen  Punkt  o  im  Baum  an  ein  Hyperboloid 
gelegten  Berührungsebenen  (oder  auch  Berüh- 
rungsstrahlen) liegen  auf  einem  ebenen  Kegel- 
schnitt "arW. 

Umgekehrt  schliefsen  wir: 

Eine  beliebige  Ebene  tT  schneidet  das  Hyper- 
boloid in  einem  Kegelschnitt  tT^');  legt  man  durch 
sämtliche  Punkte  desselben  die  Berührungsebenen, 
so  laufen  dieselben  durch  einen  und  denselben 
Punkt  0  und  umhüllen  einen  Kegel  zweiten  Grades 
0^^,  dessen  Strahlen  die  Verbindungslinien  des 
Punktes  0  mit  den  Punkten  des  Kegelschnitts  tBr<» 
sind. 

Den  Nachweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Dmkehrung 
können  wir  dem  Leser  überlassen. 

Die  Ebene  tar  enthält  nicht  nur  die  Berührungspunkte 
der  durch  o  an  das  Hyperboloid  gelegten  Tangenten  oder 
Berührungsebenen,  sondern  noch  unendlich  viele  andere  Punkte 
und  Gerade.  Irgend  eine  durch  o  gelegte  Ebene  schneidet 
den  Berührungskegel  in  einem  Linienpaar,  welches  zwei  Be- 
rührungspunkte enthält,  und  dieselbe  durch  o  gelegte  Ebene 
schneidet  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitt^  für  welchen 
das  vorige  Linienpaar  das  Tangentenpaar  aus  o  sein  mufs; 
die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte,  welche  ganz  in 
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der  Ebene  'Sr  liegen  mufs,  wird  daher  die  Polare  des  Punktes  o 
in  Bezug  auf  den  Durchschnittskegelschnitt  sein^  und  wir 
schliefsen  hieraus  (zunächst  für  den  reellen  Fall):  Legt  man 
durch  den  willkürlichen  Punkt  o  im  Räume  irgend 
eine  Ebene,  welche  das  Hyperboloid  in  einem 
Kegelschnitt  schneidet,  so  mufs  die  Polare  des 
Punktes  o  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  in  der 
Yorigen  Ebene  tT  liegen. 

Hieraus  folgt,  dals  die  Ebene  TS'  auch  aufgefafst  werden 
kann  als  der  Ort  der  vierten  harmonischen  Punkte  auf  allen 
Strahlen,  welche  durch  einen  Punkt  o  im  Baume  gelegt 
werden  und  das  Hyperboloid  in  Punktepaaren  schneiden,  so 
dafs  zu  jedem  Punktepaar  und  o  der  dem  o  zugeordnete 
vierte  harmonische  Punkt  bestimmt  wird.  Wir  werden  hier- 
durch geführt  zu  einer  neuen  Abhängigkeit  der  Baumelemente 
Ton  einander  vermittelst  des  Hyperboloids,  analog  derjenigen, 
wie  wir  sie  bereits  kennen  gelernt  haben  beim  ebenen  Polar- 
system zwischen  Punkten  und  Geraden  in  der  Ebene,  beim 
Polarbündel  zwischen  Strahlen  und  Ebenen  durch  den  Mittel- 
punkt des  Bündels.  Hier  wird  jedem  Punkte  o  im  Baume 
eine  bestimmte  Ebene  tT  zugeordnet,  und  wir  nennen  o  und 
^  Pol  und  Polarebene  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid,  die 
Gesamtheit  dieser  zugeordneten  Elemente  in  ihrer  gegen- 
seitigen Abhängigkeit  ein  räumliches  Polarsystem. 

Seien  o  und  tsr  Pol  und  Polarebene  in  Bezug  auf 
das  Hyperboloid,  und  nehmen  wir  ii^end  einen  Punkt  o' 
in  der  Ebene  'csr,  so  wird  eine  beliebige  durch  oo'  gelegte 
Ebene  das  Hyperboloid  in  einem  reellen  Kegelschnitt  schnei- 
den, für  welchen  die  Polare  von  o,  weil  sie  in  tr  liegen 
mufs,  durch  o'  geht;  folglich  mufs  auch  die  Polare  von  o' 
durch  0  gehen,  und  da  diese  Polare  wieder  in  der  Polarebene 
des  Punktes  o'  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  ^liegen  mufs, 
80  folgt  die  charakteristische  Eigenschaft  des  räumlichen 
Polarsystems: 

Wenn  tZT  die  Polarebene  des  Punktes  c  ist,  so 
mufs  die  irgend  einem  in  tT  gelegenen  Punkte  o'' 
zugehörige  Polarebene  tr'  durch  o  gehen.  Und  an- 
dererseits: 

Wenn  o  der  Pol  einer  beliebigen  Ebene  tar  ist, 

9* 


116  §  17.  Die  Berüfarungsebenen  des  Hyperboloids. 

SO  mufs  von  irgend  einer  durch  o  gelegten  Ebene 
"Vf  der  Pol  o'  in  der  Ebene  tBr  liegen. 

Hieraas  folgt  weiter,  wenn  wir  scwei  beliebige  Punkte  o 
und  o'  nehmen,  deren  Polarebenen  tar  und  "üS'  sich  in  dem 
Strahle  s  schneiden,  dafs  von  jedem  Punkte  )>  dieses  Strahls  s, 
weil  er  sowohl  in  "ar  als  auch  in  "^  liegt,  die  Polarebene 
sowohl  durch  o  als  auch  durch  o',  d.  h.  durch  die  Verbin- 
dungslinie |oo'|  gehen  mufs;  gleichzeitig  mufs  aber  auch  jeder 
Punkt  der  Verbindungslinie  |  o  o'  |  eine  Polarebene  haben,  die 
durch  ItTtzrl  läuft;  denn  er  liegt  gleichzeitig  in  zwei  Ebenen, 
deren  Pole  sich  auf  dem  Strahle  1 13"c3r'|  befinden.  Wir  haben 
also  folgenden  Doppelsatz: 

Die  Polarebenen  Ton 
samt  liehen  Punkten  einer 
Geraden  s  laufen  durch 
eine  zweite  Gerade  $], 
und  die  Polarebenen  der 
Punkte  auf  s^  laufen  wie- 
derum durch  5. 


DiePole  ron  sämtlichen 
Ebenen,  die  durch  eine 
Gerade  s  gelegt  werden, 
liegen  auf  einer  zweiten 
Geraden  ^j,  und  die  Pole 
der  durch  ^i  gelegtenEbe- 
nen  liegen  wieder  auf  s. 


Solche  Geradenpaare  ss^  heifsen  daher  konjugierte 
Gerade  des  raumlichen  Polarsystems. 

Wir  müssen  hier  noch  auf  einen  Ausnahmefall  auf- 
merksam machen,  der  dann  eintreten  würde,  wenn  insbeson- 
dere die  beiden  Geraden  Z  und  g^  in  welchen  eine  Berührungs- 
ebene  das  Hyperboloid  schneidet,  zusammenfallen;  dann  würde 
nämlich  diese  Berührungsebene  nicht  blois  einen  Berührungs- 
punkt, den  Schnittpunkt  (Z,  g)y  mit  dem  Hyperboloid  haben, 
sondern  unendlich  viele,  die  auf  einer  Geraden  h^en. 
Dieser  Fall  kann  beim  allgemeinen  Hyperboloid  nicht  ein- 
treten; denn  setzen  wir  voraus,  dafs  l  und  jjr  zusammenfallen, 
so  mülste  eine  beliebige  durch  g  gelegte  Ebene  noch  in  einer 
zweiten  Erzeugenden  \  das  Hyperboloid  schneiden;  es  müfsten 
also  l  und  Z| ,  zwei  Erzeugende  derselben  Regelschar,  sich  be- 
gegnen, folglich  müüste  (S.  89)  das  Hyperboloid  in  einen 
Eegel  zweiter  Ordnung  ausarten,  und  bei  diesem  berührt, 
wie  wir  wissen,  in  der  That  eine  Ebene  längs  einem  Eegel* 
strahle,  d.  h.  hat  unendlich  viele  Berührungspunkte.  Zwei 
Berührungsebenen  des  Kegels  schneiden  sich  in  einem  Strahle  ^, 
der  nun  auch  nicht  blofs  einen  konjugierten  Strahl  $,  bat, 
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sondern  unendlich  viele,  die  in  einer  Ebene  liegen,  welche 
die  Berührungsstrahlen  der  beiden  Ebenen  verbindet.  Der 
BerQhrungskegel  o^^^  aus  einem  beliebigen  Punkte  o  artet  in 
ein  Ebenenpaar  aus,  der  Berührungskegelschnitt  desselben 
in  ein  Linienpaar.  Die  Polarebene  irgend  eines  Punktes  o 
im  Räume  geht  also  immer  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegels; 
alle  beliebigen  Ebenen  des  Raumes  haben  also  auch  einen 
und  denselben  Punkt  zu  ihrem  Pol,  nämlich  den  Mittelpunkt 
^  des  Kegels,  mit  Ausnahme  derjenigen  Ebenen,  welche 
durch  3ß  selbst  gehen;  eine  solche  Ebene  hat  aber  nicht 
blofs  einen  Pol,  sondern  unendlich -viele,  welche  auf  einer 
Geraden  liegen,  dem  Polarstrahle  der  Ebene  in  dem  Polar- 
bündel m^^K  dessen  Kemfläche  der  Kegel  ist  (S.  34).  Wir 
schliefsen  also  auch  umgekehrt:  Wenn  zwei  verschiedene 
Ebenen  denselben  Punkt  zum  Pol  haben  in  Bezug  auf  ein 
Hyperboloid,  so  mufs  dasselbe  in  einen  Kegel  ausgeartet  sein, 
dessen  Mittelpunkt  jener  Punkt  ist. 

Wir  brechen  hier  die  Untersuchung  des  räumlichen  Polar- 
systems ab,  welches  wir  später  Eingehend  zu  betrachten  haben 
werden,  wobei  sich  sowohl  die  projektivische  Beziehung  der 
im  Polarsystem  auftretenden  Elemente  und  die  involutorische 
Lage  der  daraus  entspringenden  Gebilde,  als  auch  die  aus- 
gezeichneten Elemente  des  Polarsystems  zeigen  werden,  näm- 
lich die  Punkte,  die  Berührungsebenen  und  die]  Erzeugenden 
der  beiden  Regelscharen  des  Hyperboloids. 

§  18.    Das  Seohsseit  auf  dem  Hyperboloid.*) 

Nehmen  wir  irgend  drei  Erzeugende: 

l    k    h 
der  einen  Regelschar  und  drei  Erzeugende: 

9    9i    92 
der  andern  Regelschar  eines  einfachen  Hyperboloids,  so  können 
wir,  da  jede  Erzeugende  der  einen  jede  der  andern  Schar 


*)  Yergl.  Dandelin:  Becberclies  nouvellee  Bur  les  sections  du 
oöne  et  bot  les  hexagones  inscrits  et  circonBcritB  ä  ceB  Bections,  An- 
nales de  matb^matiqueB  per  J.  D.  Gergonne  t.  XY  p.  387.^  Hesse: 
Über  daa  geradlinige  Sechseck  auf  dem  Hyperboloid^  Crelle^B  Journal 
fnr  Mathematik  Bd.  XXIV,  S.  40. 
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schneidet;  aber  keine  zwei  derselben  Schar  sich  treffen,  aus 
diesen  Geraden  windschiefe  Sechsseite  zusammenstellen,  welche 
ganz  auf  dem  Hyperboloid  verlaufen;  wir  haben  nämlich  die 
neun  Schnittpunkte: 

Qg)    (i9i)    (I92) 

ihff)    Qi9i)    {\92) 

(k9)    {l29x)    {h92) 

und  gleichzeitig  die  neun  Berührungsebenen  gleichen  Namens; 
aus  jenen  können  wir  sechs  Sechsecke  ^  aus  diesen  sechs 
Sechsflache  zusammensetzen ,  deren  Seiten  auf  dem  Hyper- 
boloid liegen.  Da  femer  Punkt  (Itgi)  und  Ebene  [Ug,]  Be- 
rürungspunkt  und  Berührungsebene  für  das  Hyperboloid  sind, 
so  haben  wir  in  dieser  eigentümlichen  Figur  zugleich  eine 
vollständige  Daalität,  welche  ihre  Eigenschaften  paarweise 
auftreten  läfst.  Die  Sechsecke  oder  Sechsflache  lassen  sich 
nach  der  Reihenfolge  ihrer  Seiten,  deren  je  zwei  auf  einander 
folgende  sich  treffen^  also  in  einer  Ebene  liegen;  so  anordnen: 

I)  l  9    h  9ih  92 

H)  l  9\  h  92  h  9 

ni)  l  92  k  9    k  9i 

IV)  lg    l^g^  k  flfi 

V)  l  9\  h  9   h  92 

VI)  l  92  li  9i  k  9'  ) 
Betrachten  wir  das  erste  Sechseck: 

^9h9\h92f 
dessen  sechs  Ecken  die  Punkte  sind: 

{^9)    {9h)    Qi9\)    {gik)    {^92)    (32^)f 
so  erscheinen  die  drei  Ebenen: 

Ü/y     [h92]    {9x^ 

als  diejenigen;  in  welchen  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
des  Sechsseits  (I)  sich  vorfinden.  Diese  drei  Ebenen  schneiden 
sich  aber  in  einem  Punkte;  durch  welchen  auch  die  drei 
Durchschnittslinien  je  zweier  von  ihnen  hindurchgehen. 

Nun  sehen  wir  aber,  dafs  in  der  Ebene  \gl^  sowohl  der 
Punkt  {gl^  als  auch  der  Punkt   {1^9^   liegt;   und  in  der 
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Ebene  [{1^2]  gleichfalls  sowohl  der  Punkt  (ßl^)  als  auch  der 
Punkt  (^^2)«  folglich  ist  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

Igkl  ^^  Pifl'J 

identisch  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

i9h)    ^^    (h92)i 
ebenso  ist  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen : 

U192]    ™d  [g^T] 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

endlich  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

[g^l\    und    [gl^] 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

iffik)    ^i    Q9)i 
da    aber  jene   drei   Durchschnittslinien    je    zweier   der  drei 
Ebenen: 

[ffhl    [li9^    [Sil] 
durch  einen  Punkt  laufen^  so  müssen  auch  in  dem  Sechseck : 

(Jg)     {9h)    Qi9i)    (9xh)    (h9i)     (92^ 
die  drei  Verbindungslinien  der  gegenüberliegenden  Ecken  sich 
in   einem  Punkte  treffen.     Wir  können  denmach  folgenden 
Satz  aussprechen: 

ä)  Bei  einem  auf  dem  einfachen  Hyperboloid 
liegenden  geradlinigen  Sechseck^  dessen  gerad- 
stellige  Seiten  Erzeugende  der  einen  und  dessen 
ungeradstellige  Seiten  Erzeugende  der  andern  Re- 
gelschar sind,  schneiden  sich  allemal  die  dreiVer- 
bindungslinien  gegenüberliegender  Ecken(Haupt- 
diagonalen)  in  einem  Punkte. 

Zweitens  betrachten  wir  dasselbe  Sechsseit  I)  als  Sechs- 
flach,  dessen  auf  einander  folgende  Seitenflächen  sind: 

M   [ghl    [h9i\   [s^iW   [^2^2]   [5^2^^ 

indem  immer  zwei  auf  einander  folgende  sich  in  einer  Seite 
des  Sechsflachs  schneiden. 

!Nehmen  wir  nun  die  drei  Punkte: 

.   i9k)    Qx9,)    iffil), 
so  liegen  dieselben  in  einer  £beue,  in  welcher  auch  die  drei 


J 
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Verbindungslinien  je  zweier  von  ihnen  liegen.  Diese  drei 
Punkte  erscheinen  aber  als  die  Schnittpunkte  je  zweier  gegen- 
überliegenden Seiten  des  SechsflachS;  und  ihre  drei  Verbin- 
dungslinien können  leicht  anders  ausgedrückt  werden: 

Der  Punkt  {gl^)  liegt  nämlich  sowohl  in  der  Ebene  [gl^] 
als  auch  in  der  Ebene  [{2^2]  ^^^  ^^^  Punkt  (Zj^s)  ^^^  gleich- 
falls sowohl  in  der  Ebene  [gl^'],  als  auch  in  der  Ebene  [I^^J) 
folglich  ist  die  Verbindungslinie  der  Punkte: 

(gl^)    und    Q^g^) 

identisch  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

ebenso  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

identisch  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

Ihffi]    ™d    [g^l\,^ 
und  endlich  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

iffj)    «nd    (9h) 
identisch  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

[>»y     und    [lg]. 
Da  nun  jene  drei  Verbindungslinien  der  drei  Punkte : 

(9h)    (ffit)    (Pili) 
in  einer  Ebene  liegen^  so  müssen  in  dem  Sechsflach: 

M    [9h]    Ui9xl    Q7iy    U792I    [S2^ 
die  drei  Schnittlinien   der  gegenüberliegenden  Seitenflächen 
in  einer  Ebene  liegen.    Wir  können  demnach  folgenden  Satz 
aussprechen: 

6)  Werden  bei  einem  auf  dem  Hyperboloid  lie- 
genden Sechsseit;  dessen  geradstellige  Seiten  Er- 
zeugende der  eiheU;  ungeradstellige  Seiten  Erzeu- 
gende der  andern  Begelschar  sind;  je  zwei  auf 
einander  folgende  Seiten  durch  eine  Ebene  (Berüh- 
rungsebene des  Hyperboloids)  verbunden,  so  erhält 
man  ein  einfaches  Sechsflach,  dessen  gegenüber- 
liegende Seitenflächen  sich  in  drei  Geraden  schnei- 
den^ welche  in  einer  Ebene  liegen. 

Dieser  Satz  ist  durchaus  analog  dem  Pascal  sehen  Satze 
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in  der  Ebene  und  enthält  zugleich  denselben  als  besonderen 
Fall  in  sich;  denn  durchschneiden  wir  die  räumliche  Figur 
durch  irgend  eine  Transversalebene  Sy  so  schneidet  dieselbe 
das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitt;  die  sechs  Erzeugenden 
in  sechs  Punkten  eines  eingeschriebenen  Sechsecks,  die  drei 
Paar  Gegenflächen  des  Sechsflachs  in  den  drei  Paar  Gegen- 
seiten des  einbeschriebenen  Sechsecks ,  endlich  die  drei  Ge- 
radeU;  welche  in  einer  Ebene  liegen,  in  drei  Punkten,  welche  auf 
einer  Geraden  liegen,  und  diese  drei  Punkte  sind  die  Durch- 
schniitspunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  des  einbeschrie- 
benen Sechsecks;   also   haben  wir   den  Pasc a Ischen  Satz. 

Ebenso  ist  der  Satz  a)  des  Analogen  des  Brianchonschen 
Satzes,  wenn  wir  denselben  für  irgend  sechs  Berührungs- 
ebenen eines  Kegels  zweiter  Klasse  aussprechen;  wir  haben 
nur  notig,  einen  beliebigen  Punkt  93  des  Baumes  mit  den 
sechs  Erzeugenden  durch  Ebenen  zu  verbinden. 

Dasselbe,  was  wir  für  das  erste  Sechsseit  I) 

^  9  h  9\  h  92 

nachgewiesen  haben,  gilt  in  gleicher  Weise  für  jedes  der 
fünf  übrigen  ü,  III,  IV,  V,  VI.  Die  aus  diesen  sechs  Sechs- 
seiten resultierenden  Punkte  und  Ebenen  stehen  in  nahem 
Znsammenhange  mit  einander. 

Nehmen  wir  die  drei  ersten  Sechsecke: 

I)  l  9    iy  9\h  92 

H)  l  9\h  92^9 

in)  l  92h9   h9ij 

so  liefert  der  Satz  a)  für  jedes  derselben  einen  bestimmten 
Pnnkt,  nämlich  als  Durchschnittspunkt  der  drei  Ebenen: 

für  I):  [lg{]  Pjflr]  [^S^J  <ien  Punkt  )), 
für  n):  [Iff^-]  [hg,-]  [l,g-]  „  „  ))', 
fürUI):    [lg]     [l^g,]    [l,g,]      „        „      p\ 

Legen  wir  aber  andererseits  durch  die  drei  Punkte: 

{^9)       {h92)    G29i)    eine  Ebene  s 
und  durch 

Qi9\)    {i9j)     {k9)      eine  Ebene  «,, 
80  schneiden  sich  die  Ebenen  s  und  e^  in  einer  Geraden, 
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auf  welcher,  wie  wir  unmittelbar  einsehen^  die  drei  Punkte 
pp'p"  liegen  müssen. 

Denn  in  der  Ebene  s  liegt  der  Punkt  ));  weil  er  einmal 
in  der  Schnittlinie  der  Ebenen  [Ig^']  und  [Jj^]  liegt,  welche 
identisch  ist  mit  der  Verbindungslinie  der  Punkte  {lg)  und 
(^2^1)9  ^^^  ^^^^  zweitens  er  in  der  Ebene  [iE|^2]  ^^S^  welche 
den  Punkt  (lig^)  enthält.  Andererseits  liegt  p  auch  in  der 
Ebene  s^,  weil  dieser  Punkt  einmal  in  der  Schnittlinie  der 
Ebenen  [lg{]  und  [2]  ^2]  ^egt^  welche  identisch  ist  mit  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  (Z|^|)  und  (2^2);  ^^^  ^^^  ^ 
zweitens  in  der  Ebene  [l^g']  liegt,  welche  den  Punkt  (l^g) 
enthält.  Da  nun  p  in  beiden  Ebenen  e  und  s^  liegt,  so  Hegt 
dieser  Punkt  auch  in  der  Schnittlinie  \s€^\  und  in  ganz  der- 
selben Weise  können  wir  aus  den  obigen  Buchstaben  ablesen, 
dafs  auch  die  beiden  andern  Punkte  p'  und  p"  in  der  Schnitt- 
linie l^^il  liegen  müssen;  folglich  liegen  alle  drei  Punkte 
auf  einer  Geraden,  und  wir  haben  den  Satz: 

Bei  jedem  der  drei  auf  dem  einfachen  Hyper- 
boloid liegenden  Sechsecke: 

l    9     h    9\     k    92 
i    9\     ^    92    k    9 
t    92    h    9     k    9x7 

deren  ungeradstellige  Seiten  Erzeugende  der  einen, 
und  dessen  geradstellige  Seiten  Erzeugende  der 
andern  Regelschar  sind,  schneiden  sich  die  drei 
Hauptdiagonalen  in  einem  Punkte;  die  dadurch 
erhaltenen  drei  Punkte  liegen  auf  einer  Geraden. 
Wir  hätten  zum  Beweise  des  vorigen  Satzes  anstatt  einer 
der  beiden  Ebenen  s  oder  b^  auch  eine  dritte  Ebene  e,  benutzen 
können,  nämlich  diejenige,  welche  durch  die  drei  Punkte: 

gelegt  werden  kann. 

Diese  Ebene  mufs  ebenfalls,  wie  unmittelbar  abzulesen 
ist,  die  drei  Punkte  ))^'))''  enthalten,  folglich  müssen  sich 
die  drei  Ebenen  c  £|  £,  ^  derselben  Geraden  schneiden. 

Die  drei  Punkte  !|)  !|)'  p",  welche  auf  einer  Geraden  liegen, 
können  wir  auch  anders  auffassen  als  allein  abhängig  von 


§  18.  Dm  Sechneit  auf  dem  Hyperboloid.  123 

dem  ersten  Sechseck: 

I)  l  9  h  9\h  9ij 

es  ist  nämlich  p  der  Durchschnittspunkt  der  drei  Hauptdiago- 
naleii;  der  Punkt  p'  aber  derjenige  Punkt ,  in  welchem  sich 
die  drei  Ebenen 

[ßhi  y^h]  {if,n    . 

schneiden,  d.  h.  die  Ebenen  des  zweiten,  vierten  und  sechsten 
Winkels  des  Sechsecks  I),  und  endlich  der  Punkt  p"  der 
Durchschnittspunkt  der  drei  Ebenen: 

d.  h.  der  Ebenen  des  ersten,  dritten  und  fünften  Winkels 
desselben  Sechsecks  I);  wir  können  also  den  vorigen  Satz 
auch  so  aussprechen: 

Bei  einem  auf  dem  einfachen  Hyperboloid  lie- 
genden Sechseck  schneiden  sich  die  drei  Haupt- 
diagonalen in  einem  Punkte  ())),  die  drei  Ebenen 
der  geradstelligen  Winkel  des  Sechsecks  in  einem 
zweiten  Punkte  (p")  uncf  die  drei- Ebenen  der  un- 
geradstelligen  Winkel  des  Sechsecks  in  einem  drit- 
ten Punkte  ())");  diese  drei  Punkte  p  p' p"  liegen 
auf  einer  geraden  Linie. 

Betrachten  wir  nun  die  drei  übrigen  Sechsecke: 

IV)  lg   l^  g^  ij  g^ 

V)  l  9ih  9    k  92 

VI)  l  92  li  9\  h  9y 

und  zwar  zunächst  das  erste  derselben: 

IV)  I9h92k9if 

so  geht  die  Ebene  s  durch  die  Punkte  (lg)  (Zi^j)  (h9i)f  ^*  ^• 
durch  die  erste,  dritte  und  fünfte  Ecke  dieses  Sechsecks, 
femer  die  Ebene  «2  durch  die  Punkte  (l^g)  (Ig^)  (1292^  ^-  ^' 
durch  die  zweite,  vierte  und  sechste  Ecke  dieses  Sechsecks, 
und  die  dritte  Ebene  e^  durch  die  Punkte  (J^j)  ih9)  (h9i)} 
1.  h.  durch  diejenigen  drei  Punkte,  in  welchen  sich  die 
gegenüberliegenden  Seiten  des  Sechsecks  treffen;  da  nun  die 
lie  drei  Ebenen  b  Si  «2  durch  dieselbe  Gerade  gehen,  so  haben 
wir  den  Satz: 

Bei  einem  auf  dem  einfachen  Hyperboloid  lie- 
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genden  Sechseck  bestimmen  die  drei  ungeradstel- 
ligen  Ecken  eine  Ebene  (£),  die  drei  geradstelligen 
Ecken  eine  zweite  Ebene  (^2)  und  die  dreigegenüber- 
stehenden Seiten  treffen  sich  in  dreiPunkten  einer 
dritten  Ebene  («]).  Diese  drei  Ebenen  schneiden 
sich  in  einer  und  derselben  Geraden  |££i£2l- 

Dieselbe  Gerade  liefern  auch  die  Sechsecke  V  und  VI, 
und  wir  können  auch  folgenden  Satz  aussprechen: 

Bei  jedem  der  drei  auf  dem  einfachen  Hyper- 
boloid liegenden  Sechsecke: 

^9    h  92  k  9\ 

^  9\h  9   h  92 

i  92  h  9\  k  9 

schneiden  sich  die  Ebenen  je  zweier  gegenüber- 
liegender Winkel  des  Sechsecks  in  drei  Geraden, 
welche  in  einer  Ebene  liegen.  Die  drei  dadurch 
erhaltenen  Ebenen  s  s^  e^  laufen  durch  dieselbe 
Gerade. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  eine  Gerade  kennen  gelernt,  in 
welcher  sowohl  die  Punkte  p  p'  ]i"  liegen,  als  auch  die  Ebenen 
€  £|  £2  ^^^^  schneiden;  die  Figur  führt  aber  wegen  ihrer  dualen 
Natur  zugleich  auf  eine  zweite  (konjugierte)  Gerade.  Es 
liegen  nämlich  die  je  drei  Punkte: 

Q9i)    (^29)      Gl  5^2)  i^  öiiöi^  Ebene  J; 
G92)    (h9i)    Gl  9)    V      ?.         >f       ti 

G9)       G292)     Qi9\)  ;;        v  V        S2; 

und  es  schneiden  sich  die  je  drei  Ebenen: 

[}9]       Pifl'2]     [^25^1]  in  einem  Punkte  q 

^92]      Ui9i']     11291    V      ,7  7>        <\ 

L^i^i]      Piö']     1^921  77      V  .,        q"i 

und  es  Hegen  aus  gleichen  Gründen,  wie  vorhin,  die  drei 
Punkte  q  q'  q"  auf  einer  Geraden,  in  welcher  sich  gleichzeitig 
die  drei  Ebenen  l  i^  l^  schneiden. 

Wir  haben  also  den  dem  vorigen  analogen  Satz: 
Bei  jedem  der  drei  auf  dem  einfachen  Hyper- 
boloid liegenden  Sechsecke: 
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^9    h  92  h  9i 

i  9i  h  9    k  92 

^  92  ^1  9x  h  9} 

deren  ungeradstellige  Seiten  Erzeugende  der  einen 
und  deren  geradstellige  Seiten  Erzeugende  der 
andern  Begelschar  sind,  schneiden  sich  die  drei 
Hanptdiagonalen  in  einemPunkte;  die  dadurch  er- 
haltenen drei  Punkte  qq'q''  liegen  auf  einer  Geraden. 
Bei  jedem  der  drei  auf  dem  einfachen  Hyper- 
boloid liegenden  Sechsecke: 

i  9'h  9i  k  92 

i  9i  h  92  k  9 

l  92  h  9    h  9\ 

schneiden  sich  die  Flächen  je  zweier  gegenüber- 
liegender Winkel  des  Sechsecks  in  drei  Geraden, 
welche  in  einer  Ebene  liegen;  die  drei  dadurch 
erhaltenen  Ebenen  (^  ^|  t,^  schneiden  sich  in  einer 
Geraden,  welche  mit  der  vorigen  |qq'q"{  identisch  ist. 
Da  jede  Ebene  \ligk\  eine  Berührungsebene  des  Hyper- 
boloids in  dem  Punkte  (li  gu)  ist,  so  ist  der  Schnittpunkt  dreier 
solcher  Ebenen  der  Pol  (S.  115)  derjenigen  Ebene,  welche 
die  gleichnamigen  Punkte  verbindet  und  jede  Ebene,  welche  drei 
solche  Punkte  verbindet,  die  Polarebene  desjenigen  Punktes, 
in  welchem  die  gleichnamigen  Ebenen  sich  schneiden;  wir 
haben  also  in  unserer  Figur  folgende  Polaritatsbeziehungen 
rficksichtlich  des  Hyperboloids: 

Pol  )}  und  Polarebene  % 


7^ 

P' 

77 

9J 

e. 

7} 

P" 

;; 

1> 

k 

97 

<l 

»» 

;; 

s 

77 

q' 

;; 

77 

«1 

>» 

<l" 

>i 

M 

«2- 

Da  aber  die  drei  Ebenen  g^,  ^2  sich  in  der  Geraden  |  q  q'q 
und  die  drei  Ebenen  es^s^  sich  in  der  Geraden  |))))')>''|  schnei- 
den, so  sind  die  beiden  Geraden: 

^)^>>"|    und    Iqq'q' 
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konjugierte  Gerade  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid;  und  wir 
seben  die  schon  früher  erkannte  doppelte  Eigenschaft  kon- 
jugierter Geraden  bestätigt,  dals  sowohl  die  Ebenen  durch 
eine  derselben  ihre  Pole  auf  der  anderen  Geraden  haben, 
als  auch  die  Polarebenen  von  den  Punkten  der  ersten  Gera- 
den durch  die  zweitte  Gerade  gehen.  Da  hiemach  zu  jedem 
Punkte  die  Polarebene,  zu  jeder  Ebene  der  Pol,  zu  jeder 
Geraden  die  konjugierte  Gerade  konstruiert  wird,  so  tritt  uns 
auch  hier,  wie  in  §  17,  das  räumliche  Polarsystem  ent- 
gegen, dessen  Zusammenhang  und  Eigenschaften  eine  weitere 
Verfolgung  dieser  Untersuchung  ergeben  würde.  Wir  ziehen 
'aber  die  direkte  Herleitung  im  nächsten  Paragraphen  vor  und 
bemerken  nur  noch,  dafs  eine  Transversalebene,  welche  unsere 
räumliche  Figur  durchschneidet;  nicht  allein,  wie  oben  be- 
merkt; den  Pasca Ischen  Satz  liefert,  sondern  auch  die 
St  ein  ersehe  Erweiterung  desselben  (Th.  d.  E.  §  28)  indem 
sie  zeigt;  dafs  die  den  drei  Sechsecken  I  II  III  zugehörigen 
Pascal  sehen  Linien  durch  einen  St  ein  er  sehen  Punkt  laufen 
(den  Durchschnittspunkt  der  Transversalebene  mit  der  Ge- 
raden |^)p'^"|);  sowie,  dafs  die  beiden  Stein  ersehen  Punkte, 
welche  den  Sechsecken  I  II  III  und  IV  V  VI  zugehoren, 
konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sein  müssen, 
weil  I  :p  )p'  :p"  |  und  1  q  q'  q"  |  konjugierte  Gerade  in  Bezug  auf  das 
Hyperboloid  sind. 

§  19.  Das  räumliche  Folarsystem.   Konstruktion  desselben 
aus  den  Elementen  der  projektivischen  (Gebilde. 

Wir  wollen  das  räumliche  Polarsystem,  auf  welches  wir 
im  Vorigen  von  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  gekommen 
sind;  unmittelbar  aus  den  Elementen  der  projektivischen  (re- 
bilde  konstruieren,  welche  das  Hyperboloid  erzeugen;  und 
können  dazu  entweder  die  Erzeugung  durch  zwei  projek* 
tivische  Ebenenbüschel  oder  durch  zwei  projektivische  Punkt- 
reihen wählen.  Sind  auf  den  im  Baume  sich  nicht  treffenden 
geraden  Trägern  l  und  l^  zwei  projektivische  Punktreihen: 

i  (ab  c . . .  x  •  • .)    ^ind    l^  (a,  bj  Cj  . . .  ^i . . .) 

gegeben,  so  bilden  die  Verbindungslinien  tcXi  entsprechender 
Punkte   eine  Regelschar  des  Hyperboloids;   welches   gleich- 
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zeitig,  wenn  wir  die  Ebenen: 

bezeichnen,  als  das  Erzeugnis  der  beiden  projektivischen 
Ebenenbüschel  l  [^rj  und  l^  [j:]  erscheint,  weil  identisch 

ist  (S.  88). 

Wir  ordnen  nunmehr  einer  beliebigen  Ebene  €  im  Räume 
einen  bestimmten  Punkt  p  in  folgender  Weise  zu: 

Die  Ebene  s  trifft  die  beiden  Träger  l  und  l^  in  zwei 
Punkten  j:  und  t)^,  deren  entsprechende  Xi  ^i^d  t)  seien;  die 
Verbindungslinie  |):^l)|  tri£Fi}  die  Ebene  €  in  einem  Punkte  ^ß^, 
zu  welchem  man  den  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Punkt  p  ermittelt,  so  dafs  das  Doppelverhältnis: 

ist;  dann  heifst  der  zu  £  in  dieser  Weise  zugeordnete  Punkt  p 
der  Pol  der  Ebene  €. 

Andererseits  können  wir  einem  beliebigen  Punkte  )p  im 
Räume  eine  bestimmte  Ebene  s  zuordnen,  die  so  konstruiert 
wird: 

Die  beiden  Ebenen,  welche  p  mit  den  Trägem  l  und  l^ 
verbinden,  heifsen  g  und  17,;  ihre  entsprechenden  in  den 
beiden  erzeugenden  Ebenenbüscheln  seien  Si  und  17;  die 
Schnittlinie  |  £|  17 1  mit  ))  verbunden  liefert  eine  dritte  Ebene  e^ , 
und  die  derselben  zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene  s, 
für  welche  das  Doppel  Verhältnis : 

ist,  heifst  die  Polarebene  des  Punktes  p. 

Das  ganze  System  der  in  dieser  Weise  einander  zugeord- 
neten Punkte  und  Ebenen  (räumliches  Polarsystem)  nach  der 
ersten  Konstruktion  fällt  mit  dem  nach  der  zweiten  Kon- 
struktion identisch  zusammen ;  denn  es  ist  leicht  nachzuweisen, 
dafs  die  zu  einem  gegebenen  Punkte  !|)  nach  der  zweiten  Kon- 
struktion gefundene  Ebene  s  gerade  diejenige  ist,  deren  Pol 
nach  der  ersten  Konstruktion  der  gegebene  Punkt  ))  ist.  In 
der  That,  es  giebt  durch  p  nur  einen  bestimmten  Strahl, 
welcher  beiden  Trägern  l  und  l^  gleichzeitig  begegnet  in  den 
Punkten  \)  und  ):,;  die  Ebenen  Pjti]««!  und  [Ji))]-=i?|  haben 
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in  den  das  Hyperboloid  erzeugenden  Büscheln  zu  ihren  ent- 
sprechenden S|  und  fj,  welche  dadurch  gefunden  werden,  daüs 
wir  zu  den  Punkten  \)  und  j:^  auf  den  Tragern  Z,  und  2  die 
entsprechenden  Punkte  l),  und  j:  der  beiden  projektivischen 
Punktreihen  aufsuchen  und  die  Ebenen: 

[h),]=i?    und     Ptrt  =  6i 

legen,  wobei  identisch  wird: 

Durch  die  Schnittlinie  H^i}!,  welche  also  identisch  ist 
mit  der  Verbindungslinie  |):^i  {,  wird  nun  eine  dritte  Ebene  (^ 
gelegt,  die  durch  ))  geht,  also  die  Ebene  [^):^|],  und  endlich 
die  zugeordnete  vierte  harmonische  S]  diese  vier  harmonischen 
Ebenen  Si  17  ^i  £  treffen  aber  die  Gerade,  auf  welcher  die 
Punkte  jCi  ^ ))  liegen,  in  vier  harmonischen  Punkten,  und  zwar 
sind  dies  die  Punkte:  Ji  \)  p  und  der  dem  letzteren  zugeord- 
nete vierte  harmonische  Punkt  )f^ ,  durch  welchen  die  gesuchte 
Ebene  e  gehen  mufs;  um  nun  umgekehrt  im  Sinne  der  ersten 
Konstruktion  zu  der  Ebene  £  den  Pol  zu  erhalten,  haben 
wir  die  Schnittpunkte  j:  und  \)^  derselben  mit  den  Trägem 
l  und  Z|  aufzusuchen,  die  entsprechenden  Punkte  j:^  und  ^ 
zu  nehmen,  die  Verbindungslinie  jxil)!  zu  ziehen  und  ihren 
Schnittpunkt  mit  b,  d.  h.  den  Punkt  ,))|  zu  ermitteln:  dann 
ist  der  ihm  zugeordnete  vierte  harmonische  Punkt,  der  ge- 
suchte Pol,  offenbar  nichts  anderes  'als  der  ursprüngliche 
Punkt  p]  wir  haben  also  das  Resultat: 

Wenn  man  zu  einer  beliebigen  Ebene  £  im  Sinne 
der  ersten  Konstruktion  den  Pol  p  ermittelt,  so 
ist  die  Ebene  £  zugleich  die  Polarebene  des  Punktes 
p  im  Sinne  der  zweiten  Konstruktion. 

Wir  untersuchen  jetzt  die  Abhängigkeit,  in  welcher  Pol 
und  Polarebene  zu  einander  stehen  und  drehen  hierzu  die 
Ebene  €  zunächst  um  eine  feste  Axe  S]  wie  verändert  sich 
dabei  der  Pol  p? 

Die  Ebene  a  schneidet  die  Träger  l  und  {,  in  den  Punkten 
j:  und  t)i  y  deren .  entsprechende  j:^  und  X)  sind ;  der  Schnitt* 
punkt  von  s  mit  der  Verbindungslinie  \j:it)\  ist  p^  und  der 
zugeordnete  vierte  harmonische  Punkt  der  gesuchte  Pol  p. 
Bei  der  Bewegung  von  a  suchen  wir  zunächst  den  Ort  des 
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Punktes  p|  auf.  Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  o  der 
Geraden  3  und  legen  alle  Ebenen  [o):pJi  so  umhüllen  dieselben, 
wie  wir  wissen,  einen  Kegel  $<'\  das  Erzeugnis  zweier  pro- 
jektiyiseher  ebener  Strahlenbilschel  in  den  Ebenen  [pl]  und 
[o{|]  (S.  26);  die  um  den  Strahl  s  sich  drehende  Ebene  € 
schneidet  die  Ebenen  [oT]  und  [o2i]  in  den  beiden  Strahlen 
\oj:\^^  X  und  |o)}||  =  ^i,  deren  entsprechende  x^  und  y  sind; 
die  Schnittlinie: 

liegt,  wie  wir  wissen  (S.  31),  in  einer  festen  Eben^  welche 
notwendig  alle  Schnittpunkte  {b,  |)l*,  p|)«B^,  enthalten  mufs. 
Nehmen  wir  einen  zweiten'  Punkt  o'  des  Strahls  s  und  machen 
dieselbe  Konstruktion,  wie  für  o,  so  erhalten  wir  eine  zweite 
Ebene,  welche  aus  demselben  Grande  die  Punkte  (a,  jj^i^l)«»))] 
enthalten  muls.  Da  diese  Punkte  aber  gleichzeitig  in  zwei 
Ebenen  liegen,  so  müssen  sie  auf  einer  Geraden  g^,  der 
Schnittlinie  jener  beiden  Ebenen,  liegen,  und  lassen  wir  den 
Punkt  0  auf  dem  Strahle  s  wandern,  so  müssen  alle  jene 
Ebenen  um  dieselbe  Gerade  g^  sich  drehen. 

Nachdem  wir  als  Ort  des  Punktes  p^  eine  bestintmte 
Gerade  g^  gefunden  haben,  erkennen  wir  auch  leicht,  wie 
sich  ))|  auf  dieser  Geraden  g^  verändert.  Die  Punkte  y  und 
^1  beschreiben  nämlich  bei  der  Drehung  der  Ebene  s  um  s 
zwei  perspektivisch  liegende,  also  projektivische,  gerade  Punkt- 
reihen auf  den  Tngem  l  und  {|,  und  da  die  Punktreihe, 
welche  j:^  beschreibt,  mit  der  von  j:  beschriebenen,  die  Punkt- 
reihe, welche  ^  beschreibt,  mit  der  von  tj^  beschriebenen 
projektivisch  ist,  so  sind  auch  die  von  j:^  und  t)  beschriebenen 
Punktreihen  projektivisch,  also  beschreibt  die  Verbindungs- 
linie \X\^\  eiiie  Begelschar  eines  einfachen  Hyperboloids  ^(^). 
[Dieses  Hyperboloid  ist  verschieden  von  dem  ^Erzeugnis  der 
beiden  ursprünglich  gegebenen  projektivischen  Punktreihen; 
es  hat  mit  demselben  die  beiden  Erzeugenden  2  und  2^  gemein 
und  außerdem  noch  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Gerade, 
nämlich  diejenigen  beiden  Erzeugenden  der  Begelschar  |;:jcJ, 
welche  der  Geraden  g^  begegnen.  Die  beiden  Hyperboloide 
haben  also  im  allgemeinen  ein  windschiefes  Yierseit  gemein.] 
Das  Hyperboloid  ^^  geht  auiser  durch  die  beiden  Träger 
I  und  2|  auch  durch  die  Gerade  g^ ,  welche  der  andern  Regel- 

SomtOm,  Theor.  d.  Obeifl.  2.  Ordn.  9 
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schar  dieses  Hyperboloids  angehört^  weil  die  Gerade  g^  sämt- 
lichen Erzeugenden  |  ):|  ^  |  begegnet.  Der  Punkt  ))]  durchläoft 
also  auf  der  Erzeugenden  g^  eine  gerade  Punktreihe,  welche 
mit  der  von  j:^,  von  tjj  also  auch  von  j:,  von  ^,  beschriebenen 
und  daher  mit  dem  von^der  Ebene  s  beschriebenen  Ebenen- 
büschel projektivisch  ist. 

Während  die  Ebene  s  sich  um  den  Strahl  s 
dreht,  beschreibt  also  der  Punkt  ^,  auf  einer  be- 
stimmten Geraden  g^  eine  Punktreihe,  welche  mit 
dem  Y^n  b  beschriebenen  Ebenenbüschel  projek- 
tivisch ist 

Die  Gerade  {v^t}]  durchläuft  nun  eine  Begelschar  auf  dem 
Hyperboloid  und  enthält  die  drei  veränderlichen  Punkte  Ti^hf 
welche  auf  drei  Erzeugenden  l^  l  g^  der  andern  Regelschar 
projektivische  Punktreihen  durchlaufen;  konstruieren  wir  zu 
diesen  drei  Punkten  den  vierten  harmonischen,  dem  p^  zu- 
geordneten Punkt  )f,  so  dais  das  Doppel  Verhältnis: 

ist,  dann  mufs  nach  einem  früher  bewiesenen  Satze  (.S*  93) 
der  Punkt  ))  auf  einer  vierten  (harmonischen)  Erzeugenden 
g  desselben  Hyperboloids  sich  bewegen,  so  dafs  l^lgig  einer 
und  derselben  Regelschar  angehören,  und  der  Punkt  p  wird 
auf  dieser  Geraden  g  eine  Punktreihe  durchlaufen,  die  eben- 
falls mit  dem  von  der  Ebene  e  beschriebenen  EbenenbQschel 
projektivisch  ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

DrehtsicheineEbene£umeinen  festen  Strahl  5, 
so  bewegt  sich  ihr  Pol  p  auf  einer  Geraden  g  and 
beschreibt  eine  Punktreihe,  welche  mit  dem  von 
der  Ebene  s  beschriebenen  Ebenenbüschel  projek- 
tivisch ist. 

Hierzu  tritt  nun  noch  eine  zweite  für  das  Polarsystem 
charakteristische  Eigenschaft  hinzu,  nämlich:  Das  von  e 
beschriebene  Ebenenbüschel  und  die  von  p  be- 
schriebene gerade  Punktreihe  liegen  involutorisch. 

Um  dies  nachzuweisen,  haben  wir  zu  zeigen,  dafs  wenn 
in  der  angegebenen  Weise  für  eine  durch  8  gelegte  Ebene  € 
der  Pol  p  konstruiert  ist,  auch  eine  durch  s  und  )f  gelegte  neue 
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Ebene  ihren  Pol  in  der  Ebene  b  hat,  also  in  dem  Durch- 
schnittspnnkte  derselben  mit  g. 

Wir  haben  unserer  Bezeichnung  gemäfs: 

(f,  l)  =  j:      (f,  l^)  =  ^, 

und  die  entsprechenden  Punkte: 

Xi     und    \), 

femer  den  Schnittpunkt  : 

und  den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  p,  so  dafs 
das  Doppelverhältnis : 

ist;  legen  wir  durch  den  Strahl  s  in  der  Ebene  €  und  durch 
den  Punkt  )p  eine  neue  Ebene,  welche  den  Trägern  l  und  l^ 
in  den  Punkten: 

i    und    tj 
begegnet,  deren  entsprechende  sind: 

8i    und    t, 
dann  findet  wegen  der  Projektivitat  der  erzeugenden  Gebilde 
die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  statt: 

also  auch 

oder,  wenn  wir  diese  Punkte  mit  der  Axe  s  durch  Ebenen 
verbinden,  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  in  den  beiden 
koaxialen  Ebenenbüscheln: 

nun  liegen  die  Punkte  j:  und  ^|  in  derselben  Ebene  mit  s 
und  ebenso  auch  g  und  t^  in  einer  Ebene  mit  5,  folglich 
ist  auch: 

oder 

Da  aber  in  diesen  beiden  projektivischen  Ebenenbüscheln 

mit  gemeinschaftlicher  Axe  ^  der  Ebene  [s\){]  «»  [s^]  die  Ebene 

[5}]a»[^t|]  und  gleichzeitig  derselben  Ebene  \sy:']  im  andern 

Büschel  die  Ebene  [stj   im  ersten   Büschel  entspricht,   so 

9* 
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liegen  die  beiden  projektivischen  Ebenenbüschel  involutoriscb; 
d.  h.  die  sechs  Ebenenpaare: 

[sx]  und  [sj],     [5^]  und  [5j,J,     [st]  und  [sy,] 

gehören  einer  Ebeneninvolution  an,  und  daraus  folgt  die 
Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

Nun  ist  aber  s  [y:^  X)xi\=s  [r,  ^  ^pj  ^]  f olgKch,  da  (j:,  t)  ^>,  ^>)  =  —  1 

ist:  s[tjiari  =  —  1, 

und  hieraus  folgt;  dafs  die  Ebene  [s]c]  durch  den  vierten  har- 
monischen Punkt  auf  Ij^tj  gehen  mufs^  welcher  zugeordnet 
ist  dem  Schnittpunkte  der  Ebene  [sj]  mit  dem  Strahle  Ij^tj, 
d.  h.  der  Pol  der  Ebene  [s)fi]  liegt  in  der  Ebene  [sj]  oder  e. 
Hierdurch  ist  die  involutorische  Lage  beider  projektivischen 
Gebilde  erwiesen,  und  wir  können  diese  involutorische  Eigen- 
schaft, welche  für  das  Polarsystem  charakteristisch  ist,  in 
der  Form  aussprechen: 


Wenn  ^)  der  Pol  einer 
Ebene  «  ist  und  ))' ein  be- 
liebiger Punkt  der  Ebene 
£,  so  mul's  die  Polarebene 
«'  des  Punktes  p'  durch 
den  Pol  :p  der  Ebene  s 
gehen. 


Wenn  b  die  Polarebene 
eines  Punktes  p  ist  und 
b'  eine  beliebige  durch  p 
gelegte  Ebene,  so  mufs 
der  Pol  p'  der  Ebene  i 
in  der  Polarebene  e  des 
Punktes  :p  liegen. 


Die  Schnittlinie  |££'|  und  die  Verbindungslinie  |)>^M 
heifsen  konjugierte  Gerade  im  Polarsystem  und  sollen 
demgemäfs  durch  s  und  Sj  bezeichnet  werden;  sie  besitzen 
nicht  allein  die  Eigenschaft,  dafs  die  durch  s  gelegten  Ebenen 
ihre  Pole  auf  s^  haben,  sondern  auch  die  umgekehrte,  dafs 
die  durch  s^  gelegten  Ebenen  ihre  Pole  auf  s  haben.  Denn 
seien  :p  und  p'  die  Pole  von  zwei  Ebenen  e  und  e^  die  sich 
in  s  =  I  f,  €\  schneiden,  so  wird  irgend  eine  durch  die  Ver- 
bindungslim'e  |:p)}'|e:sSj  gelegte  Ebene,  weil  sie  durch  p 
geht,  ihren  Pol  in  der  Ebene  £,  und  weil  sie  durch  p*^  geht, 
ihren  Pol  in  der  Ebene  b'  haben  müssen,  also  in  der  Schnitt- 
linie |££  I  8B  5.  Hierdurch  rechtfertigt  sich  also  die  Benen- 
nung „konjugierte  Gerade^^ 
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Wenn  zwei  beliebige  Gerade  s  und  f  im. Räume 
sich  treffen^  so  müssen  auch  ihre  konjugierten 
Geraden  5j  und  t^  sich  treffen^  denn  durch  s  und  t 
kann  eine  Ebene  gelegt  werden,  deren  Pol  sowohl  auf  s^ 
als  auch  auf  t^  liegen  mufs;  da  sie  aber  nur  einen  Pol  hat, 
80  müssen  sich  Sy  und  t^  in  demselben  begegnen ;  gleichzeitig 
wird  auch  der  Schnittpunkt  (st)  der  Pol  der  Ebene  [s^t^] 
sein.  Ziehen  wir  eine  beliebige  dritte  Gerade  durch  den 
Punkt  ^  :=  {st),  so  mufs  ihre  konjugierte  Gerade  sowohl  s^, 
als  auch  t^  treffen,  und  da  beide  in  derselben  Ebene  liegen, 
so  mufs  auch  die  konjugierte  Gerade  in  dieser  Ebene  liegen. 
Wir  erhalten  also  mit  dem  dual  gegenüberstehenden  Ergebnis 
zusammen  folgenden  Doppelsatz: 

Diezusämtlichen  Strah- 
len s^y  welche  in  einer 
Ebene  £  liegen,  konju- 
gierten Strahlen  s  lau- 
fen durch  einen  und  den- 
selben Punkt  p,  den  Pol 
der  Ebene  e. 


Zu  sämtlichen  Strahlen 
s,  die  durch  einen  Punkt^ 
im  Räume  gehen,  liegen 
die  konjugierten  Strah- 
len $1  in  einer  und  der- 
selben Ebene  £,  der  Po- 
larebene des   Punktes   )). 


Wir  erkennen  femer  unmittelbar  folgende  Eigenschaft 
konjugierter  Strahlen  im  Polarsystem: 

Wenn  eine  beliebige  Gerade  t  gleichzeitig  zwei 
konjugierte  Strahlen  ss^  im  Polarsysteme  trifft, 
so  mufs  auch  die  zu  t  konjugierte  Gerade  ti  dem 
Paare  ss^  begegnen. 

In  der  That,  der  Schnittpunkt  (ts)  hat  zur  Polarebene 
eine  durch  5,  gehende  Ebene  und  der  Schnittpunkt  (tSi) 
eine  durch  $  gehende  Ebene;  diese  beiden  Polarebenen  schnei- 
den sich  aber  in  t^,  der  konjugierten  Geraden  zu  t]  folglich 
mufs  diese  Schnittlinie,  weil  sie  mit  s  und  s^  in  je  einer 
Ebene  liegt,  die  beiden  Geraden  s  und  s^  treffen.  Die  beiden 
Strahlenpaare  sSi  und  tt^  bilden  demnach  ein  windschiefes 
Vierseit,  von  welchem  jede  Ecke,  in  der  sich  zwei  Seiten 
treffen,  der  Pol  derjenigen  Ebene  ist,  in  welcher  die  beiden 
übrigen  Seiten  liegen,  nämlich: 

der  Punkt  (st)  der  Pol  der  Ebene  [s^t\] 

>i        ff      (ßh)  ;»      f>      ff        ff       L^i^j 
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der  Punkt  {s^f)  der  Pol  der  Ebene  [st{] 

Die  vier  Ebenen  [st]  [st^]  [s^f]  [s^t^]  schneiden  sich  aber 
zu  je  dreien  in  den  vier  Punkten  ($it^)  (s^t)  (st^)  {st),  zu 
je  zweien  aufser  in  den  vier  Geraden  s  t  Sit^  noch  in  zwei 
andern  Geraden,  nämlich  den  Schnittlinien  der  Ebenen: 

[s<j]    und    [^1  t] 
[sf]      und     [s^^,], 

dem  dritten  Paar  Gegenkanten  des  Tetraeders ,  von  welchem 
s  und  5|;  t  und  t^  zwei  Paar  Gegenkanten  sind.  Die  Schnitt- 
linie der  Ebenen: 

[sf,]    und    [s^t] 

ist   aber  offenbar    identisch    mit    der  Verbindungslinie   der 

Punkte: 

(st)    und    («i^i), 

folglich  ist  auch  das  dritte  Paar  G^enkanten  des  Tetraeders 
ein  Paar  konjugierter  Strahlen^  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Wenn  von  einem  Tetraeder  zwei  Paare  Gegen- 
kanten konjugierte  Strahlen  eines  Polarsjstems 
sind,  so  ist  auch  das  dritte  Paar  Gegenkanten  ein 
Paar  konjugierter  Strahlen,  sowie  jede  Ecke  der 
Pol  der  gegenüberliegenden  Seitenfläche  und  jede 
Seitenfläche  die  Polarebene  der  gegenüberliegen- 
den Ecke. 

Ein  solches  Tetraeder  nennt  man  ein  Polartetraeder 
im  Polarsystem.  Polartetraeder  können  in  groiBer(sechB£ach- 
unendlicher)  Mannigfaltigkeit  hergestellt  werden,  indem  eine 
Ecke  a  willkürlich  angenommen,  in  der  Polarebene  a  der 
Ecke  a  die  zweite  Ecke  b  willkürlich  gewählt  und  in  der 
zu  |ab|  konjugierten  Geraden  die  dritte  Ecke  c  willkürlich 
fixiert  wird;  die  vierte  Ecke  b  ist  dann  vollständig  bestimmt 
als  Pol  der  Ebene  [abc] 

Nehmen  wir  zwei  Polartetraeder  eines  räumlichen  Polar- 
systems an: 

a  b  c  b    uud    aj  bj  c,  bj, 

so  läfst  sich  zwischen  denselben  ein  gewisser  Zusammenhang 
erkennen,  der  aus  folgender  Betrachtung  hervorgeht; 
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Die  Punkte  einer  geraden  Punktreihe  und  ihre  Polar- 
ebenen,  die  ein  Ebenenbttschel  bilden,  sind,  wie  wir  wissen, 
allemal  projektivische  Gebilde  (die  inyolutorisch  liegen)  und 
umgekehrt;  nehmen  wir  die  vier  Ebenen: 

[abc]    [abD]    [abc,]    [abb,], 

welche  ein  Büschel  bilden  |abi[cbCibJ,  so  werden  die  Pole 
dieser  yier  Ebenen  sein  die  yier  Punkte: 

b    c    (|cb|,  [a.bjbj])    (|cb|,  [ajb,c,]) 

der  Geraden  cb;  wenn  wir  diese  vier  Punkte  mit  der  Ge- 
raden I  a|b|  I,  durch  vier  Ebenen  verbinden,  so  mufs  dies  neue 
Ebenenbüschel  mit  dem  vorigen  projektivisch  sein,  d.  h. 

iab|[cbc,b,]  A  l^jb,!  [bcb,c,] 

and  hieraus  folgt: 

|ab|[cbcibi]  A  |ci,bt|  [cbc,bi],  d.  h.: 

Wenn  man  irgend  eine  Kante  des  einen  und 
eine  Kante  des  andern  Polartetraeders  mit  den 
übrigen  vier  Tetraederecken  durch  vier  Ebenen- 
paare verbindet,  so  erhält  man  allemal  zwei  pro- 
jektivische Ebenenbüschel,  und  da  diese  ein  Hyper- 
boloid erzeugen,  so  geht  hieraus  hervor,  dafs  sich 
auf  diese  Art  durch  die  acht  Ecken  zweier  Polar- 
tetraeder 36  Hyperboloide  legen  lassen. 

§.  20.    Die  inoidenten  Elemente  des  räumlichen 

Polarsystems. 

Die  vorige  Konstruktion  des  raumlichen  Polarsystems 
liefert  im  allgemeinen  eine  paarweise  Zuordnung  der  Punkte, 
Ebenen  und  Strahle^  im  Räume  vermittelst  des  Hyperboloids. 
Cs  ist  von  Wichtigkeit,  solche  zugeordneten  Elemente  des 
Polarsystems  aufzusuchen,  die  in  einander  fallen  (incident 
sind)  oder  sich  treffen. 

Nehmen  wir  anstatt  einer  beliebigen  Ebene  im  Baume 
ein«  besondere  Ebene  e,  welche  durch  einen  der  beiden 
Tiräger  (etwa  durch  l)  der  erzeugenden  projektivischen  Punkt- 
reilien  hindurchgeht,  und  suchen  nach  der  vorigen  Konstruk- 
tion ihren  Pol  p  auf.     Da  die  Ebene  e  durch  l  geht,  so 
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wird  j:  völlig  unbestimmt,  dagegen  ist  t)i  ein  bestimmter 
Punkt,  der  Schnittpunkt  (C;  2]) ;  ihm  entspricht  ein  bestimmter 
Punkt  t) ;  der  Punkt  j:^  ist  natürlich  auch  durchaus  unbestimmt, 
also  auch  die  Gerade  \i)j:^\y  liegt  aber  in  einer  bestimmten  Ebene 
[^Zj]  und  diese  Gerade  \X)j:x\  trifiPt  die  Ebene  e  trotz  ihrer  Un- 
bestimmtheit immer  in  demselben  Punkte  Q;  es  fallt  also  )ß^ 
mit  t)  zusammen,  und  da  von  den  vier  harmonischen  Punkten 
h  ^)  ^i  P  ^^^  beiden ;  t)  und  ))i,  zusammenfallen,  j:^  aber  ge- 
trennt liegt,  so  mufs  ^  in  ^  hineinfallen,  d.  h.  :p  koincidiert 
mit  t). 

Der  Pol  einer  durch  den  Träger  {  gelegten 
Ebene  €  liegt  in  dieser  Ebene  selbst  und  ist  auf 
der  Geraden  l  derjenige  Punkt,  in  welchem  die  in 
dieser  Ebene  enthaltene  einzige  Gerade  g  der  an- 
dern Regelschar  die  Gerade  l  trifft. 

Da  die  Ebene  s,  wie  wir  wissen,  Berührungsebene  des 
Hyperboloids  und  der  Punkt  (g,  T)  der  Berührungspunkt  der- 
selben ist,  so  können  wir  auch  sagen: 

Die  Berührungsebene  €  des  Hyperboloids  und 
ihr  Berührungspunkt  bilden  ein  besonderes  Paar 
von  Polarebene  und  Pol  des  räumlichen  Polar- 
systems. 

Drehen  wir  die  Ebene  e  um  die  Äxe  l,  so  bleibt  ihr 
Pol  auf  ihr,  mithin  ist  die  Gerade  Z  ein  sich  selbst  kon- 
jugierter Strahl  im  Polarsystem;  ebenso  auch  2,. 

Zweitens  verbinden  wir  zwei  entsprechende  Punkte  x 
und  ^,  der  projektivischen  Punktreihen  auf  den  Trägem 
Z  und  Zj  durch  die  Gerade: 

dann  wird  die  Polarebene  von  y:  nach  dem  Vorigen  die  Ebene 
UXi']  und  die  Polarebene  von  X\  die  Ebene  [ZjT]  sein,  also 
der  konjugierte  Strahl  zu  \j:j:^\  wird  die  Schnittlinie: 

sein,  d.  h.  jede  Erzeugende  </«  der  zweiten  Begel- 
schar  des  Hyperboloids  ist  ein  sich  selbst  kon- 
jugierter Strahl  des  räumlichen  Polarsystems. 

Hieraus  folgt  weiter,  dafs  alle  durch  eine  Erzeugende^« 
gelegten  Ebenen  ihre  Pole  auf  sich  selbst  haben  müssen,  weil 
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er  auf  9x  liegt.  Dies  sind  aber  die  sämtlichen  Berührungsebenen 
des  Hyperboloids,  wie  wir  oben  gesehen  haben;  wir  finden 
also  jetzt  allgemein  bestätigt,  dafis  jede  Berührungsebene  des 
Hyperboloids  ihren  Pol  anf  sich  selbst  hat.  Um  nun  aber 
die  Lage  desselben  in  der  Berührungsebene  und  zwar  auf 
der  in  ihr  liegenden  Erzeugenden  g^  vollständig  zu  ermitteln, 
müssen  wir,  da  uns  die  obige  Konstruktion  hier  im  Stich 
lafst,  anders  verfahren. 

Nehmen  wir  in  einer  durch  die  Erzeugende  g  beliebig 
gelegten  Ebene  r  irgend  eine  Gerade  s  und  ermitteln  ihre 
konjugierte  Gerade  s^ ,  so  wird  dieselbe  im  allgemeinen  nicht 
in  T  hineinfallen,  sondern  diese  Ebene  r  in  dem  gesuchten 
Pol  t  treffen,  welcher  auf  g  liegen  mu(s,  weil  g  eine  sich 
selbst  konjugierte  Gerade  ist;  dadurch  ist  also  der  Pol  t 
der  Ebene  r  ermittelt«  Wenn  wir  auf  s  einen  Punkt  j:  sich 
bew^en  lassen,  so  beschreibt  die  Polarebene  |  um  die  Axe  s^ 
ein  Ebenenbüschel,  welches  projektivisch  ist  mit  der  von  y,  be- 
schriebenen Punktreihe  und  mit  derselben  involutorisch  liegt; 
d.  h.  wenn  die  Ebene  |  dem  Strahle  s  in  y:^  begegnet,  so 
sind  ):  und  Ti^  konjugierte  Punkte  einer  Punktinvolution; 
diese  ist  in  unserem  Falle  hyperbolisch  und  hat  zu  einem 
Asymptotenpunkt  den  Durchschnittspunkt  der  Erzeugenden  g 
mit  dem  Träger  Sy  weil  eben  g  ein  sich  selbst  konjugierter 
Strahl  ist.  Die  Punktinvolution  hat  daher  notwendig  noch 
einen  zweiten  reellen  Asymptotenpunkt;  verbinden  wir  diesen 
mit  dem  Punkte  t,  so  erhalten  wir  offenbar  einen  zweiten 
Strahl  l  in  der  Ebene  tr,  welcher  auch  ein  sich  selbst  kon- 
jugierter Strahl  des  räumlichen  Polarsystems  sein  mufs,  weil 
von  zweien  seiner  Punkte  die  Polarebenen  durch  ihn  selbst 
gehen.  Wir  erhalten  also  in  der  durch  die  Erzeugende  g 
gelegten  Berührungsebene  x  aufser  g  noch  einen  zweiten 
sich  selbst  konjugierten  Strahl  l  des  räumlichen  Polarsystems 
und  der  Schnittpunkt  {gl)  ist  der  Pol  der  Ebene  r.  Aus 
der  Ermittelung  von  l  geht  auch  hervor,  dafs  es  in  dieser 
Ebene  r  nur  diese  beiden  sich  selbst  konjugierten  Strahlen 
geben  kann  und  weiter  keinen.  Es  ist  aber  leicht  zu  er- 
kennen, dals  Z  nichts  anderes  ist,  als  die  Erzeugende  der 
andern  Begelschar  des  Hyperboloids  in  der  Berührungs- 
ebene T. 
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Denn  zunächst  ist  ersichtlich,  dafs  eine  sich  selbst 
konjugierte  Gerade  g^  die  von  einem  beliebigen 
Strahle  8  getroffen  wird,  auch  von  dem  konjugier- 
ten Strahle  $^  getroffen  werden  mufs;  mögen  sich  g 
und  5  in  ^  treffen,  so  hat  )p  eine  bestimmte  Polarebene  £, 
die  durch  g  gehen  mufs,  weil  g  ein  sich  selbst  konjugierter 
Strahl  ist  und  die  auch  durch  s^  gehen  muls ,  weil  ^  auf  $ 
liegt;  folglich  müssen  g  und  s^  in  einer  Ebene  liegen,  d.  h. 
sich  treffen. 

Nehmen  wir  aber  zwei  beliebige  sich  selbst  entspre- 
chende Sirahlen  g  und  g^  und  legen  durch  jeden  derselben  eine 
beliebige  Ebene  x  und  r^,  so  werden  sich  dieselben  in  einer 
Geraden  s  schneiden,  deren  konjugierte  Gerade  s^  notwendig 
auch  g  und  g^  begegnen  mufs;  bezeichnen  wir,  der  besseren 
Übersicht  wegen,  die  Treffpunkte: 

so  haben  wir  folgende  entsprechenden  Elemente  des  raum- 
lichen Polarsystems: 

Pol  Polarebene        Konjugierte  Strahlen 

a  [acb]  |ab|  und  |cb| 

b  [beb] 

c  [abc] 

b  [abb] 

und  hieraus  erkennen  wir,  dafis  nicht  nur 

flf  =  |ac|        und       gfj  =  |bb| 
sich  selbst  konjugierte  Strahlen  sind,  sondern  auch 

{bc|      und      {ab| 

ebenfalls  sich  selbst  konjugierte  Strahlen  sein  müssen,  denn 
die  Polarebenen  der  Punkte  b  und  c  schneiden  sich  in  |bc| 
und  ebenso  haben  die  Polarebenen  der  Punkte  a  und  b  zur 
Schnittlinie  labl. 

Wir  haben  also  in  jeder  der  beiden  Ebenen  t  und  T| 
aufser  den  sich  selbst  konjugierten  Geraden  g  und  jr,  noch 
je  eine  andere: 

|bci=Zi,        iab|  =  Z 
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gefunden,   wie  wir  es  auch  ans  dem  Früheren  wissen,  und 
zwar  sind  die  Punkte: 

(^g=»t    und    (gr,?)  — tj 

die  Pole  der  Ebenen: 

[gl^j^r      und      [9il]  —  r^. 

Hier  lassen  sich  aber  die  neuen  sich  selbst  konjugierten 
Geraden  l  und  7|  unmittelbar  als  Erzeugende  der  andern 
Begelschar  erkennen;  denn  halten  wir  die  Ebene  r  mit  den 
beiden  Geraden  Zj  und  ^  in  ihr  feat^  und  erinnern  uns,  dafs 
es  nur  diese  beiden  sich  selbst  entsprechenden  Strahlen  in 
ihr  geben  kann^  verändern  wir  aber  beliebig  g^  und  die  Ebene 
T]  ^  so  erkennen  wir,  weil  Zj  allemal  durch  b  gehen ,  d.  h.  g^ 
schneiden  mufs,  dafs  die  Gerade  Zj  sämtlichen  Erzeugenden 
g^e  der  einen  Regelschar  begegnen  mufs,  folglich  selbst  eine 
Erzeugende  der  andern  Regelschar  ist. 

Wir   können   nunmehr   das    vollständige    Resultat   aus- 
sprechen : 

Es  giebt  in  dem  räumlichen  Polarsystem  unend- 
lich viele  Ebenen,  deren  Pole  auf  ihnen  selbst 
liegen,  und  unendlich  viele  Punkte,  deren  Polar- 
ebenen durch  sie  selbst  gehen;  dieses  sind  die 
sämtlichen  Berührungsebenen  und  Punkte  des 
Hyperboloids,  und  zwar  hat  jede  Berührungsebene 
zu  ihrem  Pol  den  Berührungspunkt,  d.  h«  den- 
jenigen Punkt,  in  welchem  sich  die  in  der  Berüh- 
rungsebene liegenden  beiden  Erzeugenden  aus  den 
beiden  Regelscharen  schneiden,  und  jeder  Punkt 
des  Hyperboloids  hat  zu  seiner  Polarebene  die  Be- 
r ilhrungsebene,  d.  h.  diejenige,  in  welcher  die  bei- 
den durch  den  Punkt  gehenden  Erzeugenden  aus 
den  beiden  Regelscharen  liegen. 

Zwei  konjugierte  Strahlen  s  und  s^  des  räumlichen  Polar- 
systems  werden  sich  im  allgemeinen  nicht  treffen;  soll  dies 
aber  vorkommen,  so  müssen  sie  in  einer  Ebene  liegen  und, 
dsi  der  Pol  derselben  sowohl  auf  s^  als  auch  auf  $  liegen 
Enufs,  so  mufs  er  der  Schnittpunkt  r  <=  (55^)  sein.  Hieraus  folgt, 
dskCs  die  Ebene  t=s[5$,]  eine  Berührungsebene  und  der  Punkt 
l  :=:»  {ssi)  ihr  Berührungspunkt  sein  muls,  weil  er  Pol  der  Ebene 
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ist  und  in  ihr  selbst  liegt.  Dabei  kann  es  noch  unendlich 
viele  Strahlenpaare  ss^  in  der  Ebene  t  geben  ^  die  durch  t 
gehen;  und  in  der  That  jede  durch  t  in  der  Ebene  r  gezogene 
Gerade  s  mu(s  ihre  konjugierte  Gerade  Sy  in  der  Ebene  i 
haben  und  durch  den  Punkt  t  gehen ;  aus  der  projektivischen 
Beziehung  und  involutorischen  Lage,  welche  bei  der  Ver- 
änderung zugeordneter  Elemente  des  Polarsystems  gilt;  er- 
kennen wir^  wie  oben  ausgeführt  ist,  da(s  s  s^  konjugierte 
Strahlen  einer  Strahleninvolution  sein  müssen  in  der  Ebene 
X  und  zwar  einer  hyperbolischen,  deren  Asymptoten  die 
Strahlen  g  und  ly  die  Erzeugenden  aus  je  einer  der  beiden 
RegelschareU;  sind.  Wir  haben  also  folgendes  weitere  Ergebnis : 

Esgiebtin  dem  räumlichen  Polarsystem  unend- 
lich viele  Paare  solcher  konjugierten  Strahlen  ss^^ 
die  im  Baume  sich  begegnen;  zwei  derartige 
Strahlen  liegen  allemal  in  einer  Berührungsebene 
des  HyberboloidS;  treffen  sich  in  dem  Berührungs- 
punkte derselben  und  werden  harmonisch  getrennt 
durch  die  beiden  Erzeugenden  2  und  g  in  der  Be- 
rührungsebene. 

Jede  Erzeugende  Z«  und  9«  sowohl  der  einen, 
als  auch  der  andern  Regelschar  des  Hyperboloids 
ist  .eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  im  Polar- 
System,  d.  h.  fällt  mit  ihrer  konjugierten  Geraden 
ganz  zusammen. 

Aus  der  oben  auseinandergesetzten  Natur  des  räumlichen 
Polarsystems  ergiebt  sich  femer  Folgendes: 

Wenn  wir  durch  einen  beliebigen  aber  festgehaltenen 
Punkt  )p  des  Raumes  Strahlen  s  ziehen,  so  liegen  die  kon- 
jugierten Strahlen  s^  sämtlich  in  einer  Ebene  a,  der  Polar- 
ebene des  Punktes  ^.  Bezeichnen  wir  den  Durchbohrungs- 
punkt  des  Strahles  s  mit  der  Ebene  £  durch  %  und  die  Yer- 
bindungsebene  des  Punktes  )}  mit  dem  Strahle  $|  durch  6^^ 
so  erhalten  wir  einmal  in  der  Ebene  £  den  Punkt  i  und  die 
Gerade  s^  als  Pol  und  Polare  eines  ebenen  Polarsystems 
und  andererseits  durch  den  Punkt  ^  den  Strahl  5  und  die 
Ebene  <T,  als  Polarstrahl  und  Polarebene  eines  Polarb  fin- 
deis; denn  bei  der  Bewegung  dieser  zugeordneten  Elemente 
tritt  immer  Projektivität  und   involutorische  Lage  der  ent- 
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stehenden  einförmigen  Gebilde  auf,  wodnrch  das  Wesen  der 
Polarität  bedingt  ist.    Wir  haben  demnach  folgendes  Resultat: 
Im  räumlichen  Polarsystem  wird  jeder  Punkt  p 
der  Mittelpunkt  eines  Polarbündels  und  jede  Ebene 
B  der  Träger  eines  ebenen  Polarsystems.    Zugeord- 
nete Elemente  dieser   Polargebilde   erhalten   wir, 
indem  wir  durch  !)>  beliebige  Strahlen  s  ziehen  und 
p  mit  den  konjugierten  Strahlen  5,  durch  Ebenen  (T, 
verbinden,  andererseits  indem  wir  in  der  Ebene  i 
beliebige  Strahlen  5,  nehmen  und  ihnen  die  Durch- 
bohrungspunkte i  der  konjugierten  Strahlen  8  mit 
der  Ebene  s  ihnen  zuordnen.    Polarbündel  (p)  vind 
ebenes  Polarsystem  (e)  sind    allemal  hyperbolisch; 
derEernkegel  des  Polarbündels  ist  der  Berflhrungs- 
kegel   aus  p   an  das  Hyperboloid,   der  Eernkegel- 
schnitt  des  ebenen  Polarsystems  derjenige,  in  wel- 
chem die  Ebene  e  das  Hyperboloid  schneidet.    Sind 
p  und  €  Pol  und  Polarebene  des  räumlichen  Polar- 
systems,   so    liegen    beide    Polargebilde    perspek- 
tivisch, und  der  Kemkegel  des  einen  geht  durch  den  Eem- 
kegelschnitt  des  andern. 

Endlich  ergiebt  sich,  wenn  wir  eine  beliebige  Gerade  s 
im  Ranme  nehmen  und  dieselbe  entweder  als  Träger   einer 
Punktreihe   j    oder   als  Axe    eines   Ebenenbüschels   (   auf- 
fassen, dafs  die  Polarebenen  £]  der  Punkte  x  ^i^  Ebenen- 
büschel ^1  beschreiben,    dessen  Axe  die  konjugierte  Gerade 
^1    ist,  und  andererseits,  wenn  wir  die  Pole  j:^  der  Ebenen 
g   ermitteln,    dais   dieselben   eine.  Punktreihe  auf  der  kon- 
jugierten Geraden  s^  beschreiben.    Nun  geht  aber  aus  der 
Natur  des  räumlichen  Polarsysiems  hervor,  dafs  das  Ebenen- 
büschel  8i  [I,]  mit  der  Punktreihe  s(j:)f  und  dafs  die  Punkt- 
reihe $i():i)  mit  dem  Ebenenbüschel  s[|]   projektivisch  sind 
und   involutorisch   liegen.     Wir   haben   demnach    folgendes 
Resultat: 

Im  räumlichen  Polarsystem  ist  jede  Gerade  $ 
sowohl  der  Träger  einer  Punktinvolution,  als  auch 
'lie  Axe  einer  Ebeneninvolution;  die  erstere  wird 
ekhalten,  indem  wir  jedem  Punkte  j  der  Geraden 
s  den  Durchschnittspunkt  seiner  Polarebene  |  mit 
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s  als  konjugierten  Punkt  der  Punktinvolution  zu- 
ordnen, die  letztere,  indem  wir  jeder  durch  s  ge- 
legten Ebene  I  die  Verbindungsebene  des  Poles 
von  I  mit  der  Axe  s  als  konjugierte  Ebene  der 
Ebeneninvolution  zuordnen.  Sind  s  und  s,  zwei 
konjugierte  Gerade  im  räumlichen  Polarsystem,  so 
liegt  die  Ebeneninvolution  von  s  mit  der  Punkt- 
involution auf  $1  und  gleichzeitig  die  Punkt- 
involution auf  s  mit  der  Ebeneninvolution  von  ^i 
perspektivisch. 

Hieraus  folgt  eine  wichtige  Eigenschaft  unsres  raum- 
lich^en  Polarsystems ;  sobald  nämlich  eine  dieser  Involutionen, 
z.  B.  die  Punktinvolution  auf  s  eine  hyperbolische  ist  mit  den 
Doppelpunkten  p  und  q,  müssen  die  Polarebenen  von  p  und 
q  die  Ebenen  [s^^]  und  [s^^]  sein,  d.  h.  Berührungsebenen 
des  Hyperboloids  mit  den  Berührungspunkten  ^  und  q;  es 
gehen  daher  durch  :p  zwei  Erzeugende  g  und  {,  die  in  der 
Ebene  [s^^i]  liegen  und  der  Geraden  s^  in  den  Punkten  )>| 
und  qi  begegnen  und,  da  g  und  l  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen  im  räumlichen  Polarsystem  sind,  so  folgt  auch,  daTs 
I  :)}j  q  I  =  2^  und  |  qi  q  |  '^^  ^t  ^^^^  selbst  konjugierte  Strahlen  sind, 
wie  schon  oben  nachgewiesen  ist;  folglich  sind  p^  und  qj  die 
Doppelpunkte  der  Punktinvolution  auf  s^  und,  da  diese  hyper- 
bolisch ist,  so  muls  auch  die  Ebeneninvolution  durch  s  hyper- 
bolisch sein,  also  sind  alle  vier  hyperbolisch,  und  umgekehrt, 
sobald  eine  elliptisch  ist,  sind  alle  vier  elliptisch ,  denn  wäre 
die  zweite  hyperbolisch,  so  müfste  es  auch  die  erste  sein. 
Ist  aber  eine  dieser  Involutionen  parabolisch,  welcher  Fall 
nur  eintritt,  wenn  die  Gerade  s  in  einer  Berührungsebene  r 
des  Hyperboloids  durch  den  Berührungspunkt  geht,  so  sind 
auch  die  übrigen  parabolisch.  Wir  können  also  folgendes 
Ergebnis  aussprechen: 

In  unserem  räumlichen  Polarsystem  sind  die 
Punktinvolution  und  die  Ebeneninvolution,  welche 
einer  Geraden  s  im  Räume  zugehören,  allemal 
gleichartig,  entweder  beide  hyperbolisch  oder 
beide  elliptisch,  oder  beide  parabolisch. 

Dasselbe  Ergebnis  läfst  sich  auch  so  aussprechen:  Die 
Punktinvolutionen     (oder     Ebeneninvolutionen), 
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welche  zweien  konjugierten  Strahlen  s  und  8i  im 
räumlichen  Polarsystem  zugehöreUi  sind  allemal 
gleichartig. 

Wenn  wir  nur  die  hyperbolischen  Involutionen  ins  Auge 
fassen,  so  heifst  dies  nichts  anderes  als:  Wenn  eine  Gerade 
dem  Hyperboloid  in  zwei  reellen  Punkten  begegnet,  so  gehen 
durch  dieselbe  auch  zwei  reelle  Berührungsebenen  des  Hyper- 
boloids und  umgekehrt. 

Aus  der  harmonischen  Eigenschaft    der  hyperbolischen 
Involution,  dafs  nämlich  jedes  Paar  konjugierter  Elemente 
durch  die  Doppelelemente  der  Involution  harmonisch  getrennt 
wird,  folgen  nun  als  besondere  Fälle  die  harmonischen  Eigen- 
schaften  des    räumlichen   Polarsystems.     Zieht    man    durch 
einen  Punkt  p  im  Räume  Strahlen ,  welche  dem  Hyperboloid 
in  reellen  Punktepaaren  begegnen,  und  konstruiert  den  dem 
ersteren  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt,  so  liegen 
dieselben  sämtlich   in   einer   Ebene,    der  Polarebene    b  des 
Punktes  )^.    Zieht  man  in  einer  Ebene  s  beliebige  Strahlen, 
legt  durch  jeden  das  Paar  Berührungsebenen  des  Hyperboloids 
und  die  zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene,  so  läuft  die- 
selbe durch  einen  festen  Punkt )},  den  Pol  der  Ebene  s  u.  s.  w. 
Hieraus  folgt  nun  auch  die  Unabhängigkeit  des  räum- 
lichen  Polarsystems   von    den   zu   der  ursprünglichen  Kon- 
struktion desselben  verwendeten  Elementen  der  zur  Erzeugung 
des    Hyperboloids   benutzten  projektivischen   Gebilde,  d.  h. 
welches  Paar  Erzeugender  derselben  Regelschar  des  Hyper- 
boloids man  auch  wählen  mag  als  Axen  zweier  projektivischer 
Ebenenbüschel,  die  das  Hyperboloid  erzeugen  und  mittelst 
deren  man  das  räumliche  Polarsystem  desselben  konstruiert, 
es  resultiert  immer  dasselbe  räumliche  Polarsystem. 

Wir  bemerken  schliefslich,  dafs  unsere  Betrachtung  (S.  138) 
aaf  ein  Polartetraeder  besonderer  Art  geführt  hat, 
welches  verschieden  ist  von  demjenigen  Polartetraeder,  auf 
das  wir  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  kamen.  Bei  diesem 
neuen  Polartetraeder  sind  zwar  ebenfalls  die  Ecken  Pole  der 
Seitenflächen  und  die  Seitenflächen  Polarebenen  der  Ecken, 
aber  nicht  der  gegenüberliegenden,  sondern,  wenn  wir  be- 
zeichnen die  Ecken: 

a       b       c       b 
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die  Seiteaflächen : 

a,=  [bcb],    /S  — [cba],    y  =  [babj,    *  =  [atc], 

so  sind: 

Pole     und     Polarebenen 

a         „  ß 

b  „  a 

c  „  9 

I 

so  dafs  von  den  sechs  E[anten  vier: 

|ac|-=|/J<J|,     |6b|-|ay|,     |K!  =  |a«|,    |ab|  =  |^y| 
sich    selbst  konjugierte   Strahlen   sind,    dagegen  das 
dritte  Paar  Gegenkanten: 

jab|=!yd|    und     |cb|  =  |a/5| 

ein  Paar  konjugierter  Strahlen  ist.  Auch  auf  Polar- 
tetraeder solcher  Art  wird  man  bisweilen  bei  geometrischen 
Untersuchungen  geführt. 

§  21.    Einige  Bestimmungsarten  des  räumlichen  Polar- 
systems  durch  gegebene  Elemente  desselben.*) 

Das  räumliche  Polarsystem  ^  welches  bisher  aus  dem 
Hyperboloid  konstruiert  wurde,  kann  unabhängig  von  dem- 
selben beigestellt  werden  durch  eine  gewisse  Anzahl  seiner 
eigenen  Elemente,  welche  dasselbe  bestimmen.  Dabei  kann  der 
im  Vorigen  vorausgesetzte  Fall,  dafs  es  incidente  Elemente  des- 
selben giebt,  d.  h.  Punkte,  deren  Polarebenen  durch  sie  selbst 
gehen,  Ebenen,  deren  Pole  in  ihnen  liegen,  konjugierte 
Strahlen,  die  sich  treffen,  und  endlich  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen,  aufhören,  während  die  allgemeinen  Grundeigen- 
schaften bestehen  bleiben. 

Giebt  es  im  Polarsystem  solche  Punkte,  deren  Polar- 
ebenen durch  sie  selbst  gehen,  so  heifst  der  Ort  derselben 
die  Kernfläche  des  Polarsystems  und  ist  zugleich  der 
von  sämtlichen  Ebenen,  deren  Pole  in  ihnen  selbst  liegen, 
umhüllte  Ort. 


'^)  Vergl.  T.  Staudt,  Geometrie  der  Lage  §  24.  G.  Beyer,  Unter- 
anchungen  über  das  räumliche  Polarsystem,  Breslau  1868.  Th.  Keye. 
Geometrie  der  Lage  II.  Abt.  S,  66.  Hamiover  1880. 
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Giebt  es  im  Polarsystem  sich  selbst  konjugierte  Strahlen; 
so  ist  deren  Ort  unser  Hyperboloid.  Aber  es  braucht  solche^ 
wie  wir  später  sehen  werden ,  nicht  zu  geben;  dann  ist  die 
Kemfläche  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  keine 
geraden  Linien  enthält.  Giebt  es  im  Polarsystem  keinen 
Punkt,  dessen  Polarebene  durch  ihn  se.lbst  geht,  so  hat 
dasselbe  keinen  reellen  Kern  und  kann  als  der  Vertreter  einer 
imaginären  Oberfläche  zweiter  Ordnung  aufgefafst  werden. 

Man  gelangt  zu  einem  Polarsystem  der  einen  oder  der 
andern  Art  je  nach  der  Wahl  der  Bestimmungsstücke, 
welche  man  zur  Konstruktion  desselben  verwendet,  und  als 
BestimmungsstQcke  können  yerschiedenartige  Elemente  des 
Polarsystems  aufgefafst  werden,  welche  einfach  oder  mehr- 
fach zu  zählen  sind. 

1)  Als  einfaches  Bestimmungsstück  ist  aufzufassen  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  oder  ein  Paar  konjugierter 
E beulen  des  räumlichen  Polarsysteihs,  d.  h.  zwei  konjugierte 
Punkte  einer  Punktinvolution  auf  irgend  einer  Geraden  oder 
zwei  konjugierte  Ebenen  der  Ebeneninvolution ,  welche  irgend 
einer  Geraden  im  Polarsysteme  zugehört,  oder  auch  zwei  Punkte 
Yon  denen  der  eine  in  der  Polarebene  des  andern  liegt,  oder  zwei 
Ebenen,  Yon  denen  die  eine  durch  den  Pol  der  andern  geht. 
Ein  besonderer  Fall  hiervon  ist,  wofern  eine  reelle  Kernfläche 
existiert,  ein  Punkt  der  Kemfläche  oder  eine  Berührungs- 
ebene der  Kemfläche. 

2)   Als    zweimal   zu    zählendes   Bestimmungsstück  ist 
aufzufassen  eine  Gerade  mit  der  ihr  zugehörigen  Punktinvo- 
lution  oder  eine  Gerade  mit  der  ihr  zugehörigen  Ebeneninvo- 
lution.   Femer  ein  Punkt  und  eine  Gerade  als  Pol  und  Polare 
in  dem   ebenen  Polarsystem,   dessen  Ebene  den  Punkt  und 
die  Gerade  verbindet,  oder  eine  Ebene  und  eine  Gerade  als 
Polarebene    und    Polarstrahl    in    dem    Polarbündel,    dessen 
Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  der  Geraden  ist. 
3}  Als  dreimal  zu  zählendes  Bestimmungsstück  ist  auf-< 
zufassen  ein  Paar  Pol  und  Polarebene  des  räumlichen  Polar- 
sjstems.    Insbesondere,  wenn  dasselbe  eine  reelle  Kemfläche 
hat,  auch  ein  Punkt  der  Kemfläche  und  seine  Berührungsebene 
oder   eine  Berührungsebene  der  Kernfläche  und  ihr  Berüh- 
rungspunkt    Endlich,    wenn    die   Kemfläche   reelle   gerade 
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Linien  enthält,  ist  auch  eine  Erzeugende  (sich  selbst  kon- 
jugierte Gerade)  als  dreifach  zu  zählendes  Bestimmungsatuck 
aufzufassen. 

4)  Als  viermal  zuzählendes  Bestimmungsstück  ist  auf- 
zufassen ein  Paar  konjugierter  Strahlen  des  räumlichen  Polar- 
systems; denn  leg^n  wir  durch  einen  derselben  zwei  Ebenen, 
welche  dem  konjugierten  Strahle  in  zwei  Punkten  begegnen, 
so  haben  wir  in  jeder  der  Ebenen  Pol  und  Polare  als  zwei- 
mal zu  zählendes  Bestimmungsstück. 

5)  Als  fünfmal  zu  zählendes  Bestimmungsstück  ist  auf- 
zufassen ein  ebenes  Polarsystem  in  einer  Ebene  s  oder  ein 
Polarbündel  durch  einen  Punkt  :p.  Bekanntlich,  ist  dasselbe 
durch  fünf  einfache  Bestimmungsstücke  gegeben.  Im  Falle 
einer  reellen  Eernfläche  haben  wir  alao  einen  Kegelschnitt 
oder  einen  Berührungskegel  derselben. 

6)  Als  sechsmal  zu  zählendes  Bestimmungsstück  ist 
aufzufassen  ein  Polartetraeder  im  räumlichen  Polarsysteme, 
d.  h.  ein  Tetraeder,  dessen  Seitenflächen  die  Polarebenen  der 
gegenüberliegenden  Ecken  sind ;  eine  Ecke  und  .die  gegenüber- 
liegende  Seitenfläche  des  Polartetraeders  zählt  nämlich  drei- 
mal, in  dieser  eine  Ecke  und  die  gegenüberliegende  Seite 
des  Dreiecks  zweimal  und  in  letzterer  das  Paar  konjugierter 
Punkte  einmal. 

7)  Als  achtmal  zu  zählendes  Bestimmungsstück  ist  auf- 
zufassen ein  Paar  Pol  und  Polarebene  mit  dem  dem  Punkte 
zugehörigen  Polarbündel  und  dem  damit  perspektivischen 
ebenen  Polarsystem  in  der  Ebene;  denn  hier  tritt  zu  der 
dreifachen  Bedingung  von  Pol  und  Polarebene  noch  die  fänf- 
fache  Bedingung  eines  der  beiden  Polarsysteme.  Ferner  auch 
zwei  konjugierte  Strahlen  im  nLumlichen  Polarsystem  mit 
den  ihnen  zugehörigen  Punktinvolutionen,  also  auch  mit  den 
perspektivisch  mit  jenen  liegenden  Ebeneninvolutionen;  denn 
die  konjugierten  Strahlen  an  sich  gelten  als  vierfaches  Be- 
stimmungsstück und  jede  der  beiden  Punktinvolutionen  als 
zweifaches.  Für  den  Fall  einer  reellen  Eernfläche,  wenn 
dieselbe  eine  geradlinige  (einfaches  Hyperboloid)  ist^  kommt 
die  letzte  Bestimmung  überein  mit  einem  windschiefen  Yierseit 
auf  dem  Hyperboloid,  die  erste  mit  einem  Berührungskegel 
und  seinem  Berührungskegelschniti 
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Wenn  wir  Ton  diesen  ungleichwertigen  Bestimmungs- 
stücken  so  viele  nehmen ,  als  zur  vollständigen  Bestimmung 
des  räumlichen  Polarsystems  notwendig  und  hinreichend  sind, 
so  stellt  sich  heraus,  dafs  neun  einfache  Bestimmungs- 
stücke dazu  erforderlich  sind,  und  die  Mannigfaltigkeit  der- 
selben liefert  eine  grofse  Anzahl  von  Aufgaben,  von  denen 
wir  nur  einige  der  einfachsten  hier  andeuten  wollen. 

Zwei   konjugierte   Ebenen   mit    den    ihnen   zu- 
gehörigen ebenen  Polarsystemen  bestimmen  vollslandig 
das  räumliche  Polarsystem;  zwar  repräsentiert  jede  von  ihnen 
fünf  Bestimmungsstücke,  was  zusammen  zehn  macht;  davon 
gehen  aber  zunächst  zwei  ab,  weil  die  Gerade^   in  welcher 
beide  Ebenen  sich  schneiden  nur  eine  und  dieselbe  Punkt- 
involution  im  Polarsystem   hat,  also  auch  in  beiden  ebenen 
Polarsystemen  haben  mufs;  sodann  tritt  zu  den  acht  übrig 
bleibenden  Bestimmungsstücken  als  neuntes   die  Bedingung 
hinzu,  dafs  die  beiden  gegebenen  Ebenen  selbst  konjligiert 
sein  sollen;  also,  wie  es  sein  mufs,  neun  unabhängige  Be- 
stimmtmgsstücke.    In  der  That  läfst  sich  nun  zu  jeder  be- 
liebigen Ebene  s  der  Pol,  wie  folgt,  konstruieren: 

Seien  6  und  (T^  die  samt  den  ihnen  zugehörigen  ebenen 
Polarsystemen  gegebenen  konjugierten  Ebenen, ^  deren  Schnitt- 
linie und  der  Pol  der  Schnittlinie  s  in  dem  ersten  ebenen  Polar- 
system ^ty  ^  ^^^  zweiten  S,  so  ist  gj  der  Pol  der  Ebene 
(T]  und  g  der  Pol  der  Ebene  6  im  räumlichen  Polarsysitem. 
Schneidet  die  willkürliche  Ebene  e  die  Ebenen  6  und  0^  in 
den  Strahlen  a  und  a^,  und  sind  a  und  ai  die  Pole  dieser 
Geraden  in  den  gegebenen  ebenen  Polarsystemen ,  so  ist  die 
Verbindungslinie  |ga|  der  konjugierte  Strahl  zu  a   und    die 
Verbindungslinie  l^j  aj  der  konjugierte  Strahl  zu  a^.    Da  aber 
a  und  a^  in  einer  Ebene  liegen,  so  müssen  sich  auch  |ga| 
und  { §1  ftf  I  in  einem  Punkte  !p  treffen ,  welcher  der  gesuchte 
Pol   p   der  gegebenen  Ebene  £  ist.    Die  Ebene  [sp]  hat  zu 
ihrem   Pol  den  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  \^ii\   mit 
der   Ebene  £;  dadurch  wird  die  Ebeneninvolution  bestimmt, 
welche  dem  Strahle  s  im  räumlichen  Polarsystem  zugehört. 

Zweitens  können  wir  zur  Bestimmmung  eines  räum- 
lichen Polarsystems  annehmen  einen  Punkt  p  mit  dem  ihm 
ungehörigen  Polarbündel,   seine  Polarebene   £,    auf  welcher 
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also  auch  das  zugehörige  ebene  Polarsystem  bekannt  ist, 
welches  von  dem  Polarbündel  ausgeschnitten  wird,  und  aufser- 
dem^  da  diese  Bestimmungsstücke  für  acht  einfache  zahlen 
(s.  o.),  noch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  a  aj  als  neuntes 
Bestimmungsstück ;  dann  ist  das  räumliche  Polarsystem  voll- 
ständig bestimmt,  denn  legen  wir  die  Ebene  [)>aa|]  «=  s^j  so 
kennen  wir  in  ihr  das  zugehörige  ebene  Polarsystem,  weil 
wir  von  demselben  ein  Punktepaar  a  a^ ,  ferner  ein  Paar  Pol 
und  Polare  mit  den  zugehörigen  Involutionen  kennen,  nämlich 
ip  als  Pol  und  die  Schnittlinie  \£Bi\  als  Polare  und  die  der- 
selben zugehörige  Punktinvolution,  als  in  der  Ebene  a  ge- 
geben; wir  kennen  also  zwei  konjugierte  Ebenen  £  und  ^^ 
des  räumlichen  Polarsystems  mit  den  in  ihnen  liegenden 
ebenen  Polarsystemen,  folglich  nach  dem  ersten  Fall  das 
ganze  räumliche  Polarsystem. 

Drittens  können  wir  zur  Bestimmung  des  räumlichen 
Polarsystems  geben:  zwei  konjugierte  Strahlen  s  und  s^  mit 
den  auf  ihnen  liegenden  Punktin volotionen,  was  einer  acht- 
fachen Bedingung  gleichkommt,  und  ein  beliebiges  Paar  kon- 
jugierter Punkte  a  aj  als  neuntes  Bestimmungsstück.  Dann 
ist  wiederum  das  räumliche  Polarsystem  vollständig  bestimmt 
und  kann  so  konstruiert  werden: 

Man  lege  durch  a  die  einzige  Gerade,  welche  gleich- 
zeitig den  beiden  Strahlen  s  und  $,  in  den  Punkten  b  und 
^1  begegnet,  und  nehme  zu  b  und  b^  die  konjugierten 
Punkte  V  und  bj  der  gegebenen  Punktinvolutionen  auf  den 
Trägern  s  und  s^,  dann  ist  ofifenbar  V  der  Pol  der  Ebene 
[b5,]  und  b/  der  Pol  der  Ebene  [b,s];  da  sich  nun  die  beiden 
Ebenen  [b^J  und  [b^s]  in  dem  Strahl  jbbj  |  schneiden,  so  mufs 
die  Verbindungslinie  |b'bl|  der  konjugierte  Strahl  zu  |bb,  |  sein, 
auf  welchem  a  liegt.  Hieraus  ergiebt  sich  als  Polarebene  des 
Punktes  a  die  durch  a^b'bi  gelegte  Ebene;  schneidet  dieselbe 
den  Strahl  |bbi  |  in  a,  so  haben  wir  durch  die  beiden  Punkte- 
paare b  bj  und  a  a  die  Punktinvolution  auf  der  Geraden  |b  bj|  =/, 
deren  konjugierte  Gerade  |b'bi|«=^,  ist.  Nunmehr  können 
wir  zu  jeder  beliebigen  Ebene  a  den  Pol  )p  konstruieren, 
indem  wir  zu  den  drei  Schnittpunkten  8  8j^  §2  ^er  Ebene  e 
mit  den  Geraden  s  s^  t  die  konjugierten  Punkte  g'  i[  i^  in  den 
bekannten  Punktinvolutionen  aufsuchen  und  die  drei  Ebenen 
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[fjj^'J  [si[]  ßi^]  legen;  welche  sich  in  dem  gesuchten  Pole  p 
schneiden;  umgekehrt  können  wir  auch  zu  jedem  Punkte  p 
die  Polarebene  s  konstruieren. 

Viertens  können  wir  zur  Bestimmung  des  räumlichen 
Polarsystems  geben:  ein  Polartetraeder ^  dessen  Seitenflächen 
die  Polarebenen  der  gegenüberliegenden  Ecken  sein   sollen, 
und  aufserdem  ein  Paar  Pol  und  Polarebene;  denn  die  erste 
Forderung  enthält  sechs,  die  letztere  drei  Bestimmungsstücke, 
also  zusammen  neun.    Nennen  wir  abcb  die  Ecken  des  Polar- 
tetraeders, !p  und  €  das  gegebene  Paar  Pol  und  Polarebene, 
so  sind  I aB  I  »»  s  und  |  cb |  ^=  s^  ein  Paar  konjugierter  Strahlen 
und  in  jedem  derselben  ein  Punktepaar  der  zugehörigen  Punkt- 
involution  bekannt;   legen  teir  die  Ebene  [s)fi],  so  ist  deren 
Pol  der  Schnittpunkt  (s^s)]  es  trifft  also  die  Ebene  [s!p]  den 
Strahl  5|  in  einem  Punkte,  welcher  dem  Punkte  {s^  b)  konjugiert 
ist;    somit  haben  wir  auf  s^  ein  zweites  Paar  konjugierter 
Punkte,  also  die  ganze  Punktiuvolution.    Ebenso  wird  die 
Ebene  [s^p']  zu  ihrem  Pol  den  Punkt  (jss)  haben,  also  den 
Strahl  s  im  konjugierten  Punkte  treffen;  wir  kennen  daher 
auch  die  Punktinvolution  auf  dem  Strahl  s  durch  zwei  ihrer 
Punktepaare.    In  derselben  Weise  können  wir  auf  jedem  der 
beiden  übrigen  Paare  TÖn  Gegenkanten  dei^  Polartetraeders 
die  zugehörigen  Punktinyolutionen  ermitteln ;  dadurch  erhalten 
wir  aber  in  jeder    der  Seitenflächen    das  ganze  zugehörige 
ebene  Polarsjstem,  welches  schon  durch  ein  Paar  konjugierter 
Strahlen  mit  ihren  Punktinyolutionen  bestimmt  wird.     Wir 
haben  daher  auch  in  zwei  konjugierten  Ebenen  (Seitenflächen 
des  Polartetraeders)  die  zugehörigen  ebenen  Polarsysteme,  und 
dadurch  ist  nach  der  ersten  Konstruktion  das  räumliche  Polar- 
systeni  yollständig  bestimmt. 

Wir  können  dies  Ergebnis  auch  anders  aussprechen;  sind 
nämlich  abcb  die  Ecken  des  Polartetraeders,  und  bezeichnen 
wir  durch  e  und  s  Pol  und  Polarebene,  die  zur  Bestimmung 
des  raumlichen  Polarsystems  hinzutreten,  so  wird  in  £  ein 
ebenes  Polarsystem  enthalten  sein,  von  welchem  eine  Anzahl 
zusammengehöriger  Elemente  angegeben  werden  können ;  näm- 
lich die  Gerade  |ae|  und  die  Ebene  [beb]  werden  b  in 
Pol  und  Polare  treffen;  ebenso  wird  die  Gerade  |  ab  |  die 
Ebene  €  in  einem  Punkte  treffen,  dessen  Polaire  die  Schnitt- 
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linie  der  Ebene  [cbe]  mit  s  ist^  also  können  wir  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Wenn  fünf  beliebige  Punkte  im  Baume  gegeben 
sind  und  man  yerbindet  zwei  derselben  durch  eine 
Gerade  g,  die  drei  übrigen  durch  eine  Ebene  y, 
was  auf  zehn  verschiedene  Arten  geschehen  kann, 
so  bilden  die  Durchschnitts-punkte  und  -geraden 
Yon^  und  y  mit  einer  beliebigen  Trans versalebene  b 
allemal  zehn  Paare  Yon  Polen  und  Polaren  eines 
und  desselben  ebenen  Polarsystems. 

Dieser  Satz  ist  in  gewisser  Beziehung  die  räumliche  Aus- 
dehnung des  bekannten  Satzes  der  Ebene,  nach  welchem  eine 
beliebige  Gerade  von  den  drei  Paar  Gegenseiten  eines  toIU 
standigen  Vierecks  in  drei  Punktepaaren  einer  Punktinvolu« 
tion  geschnitten  wird. 

Schliefslich  wollen  wir  noch  eine  Konstruktion  hervor- 
heben; die  auf  ein  scheinbares  Paradoxon  fährt  Nehmen 
wir  nämlich  zur  Bestimmung  des  räumlichen  Polarsystems 
drei  Paare  von  Polen  und  Polarebenen:  !p  und  £,  ))/und  £|, 
!p2  uud  €2  ^^)  ^0  ^^^  J^^^  dieser  Bedingungen  dreimal  zu 
zählen  und  wir  haben,  wie  es  scheint,  neun  Bestimmungs- 
stücke;  allein  dieselben  sind  von  einander  nicht  unab- 
hängig und  bestimmen  daher  das  räumliche  Polarsystem 
noch  nicht,  sondern  es  mufs  noch  ein  Bestimmungsstück, 
also  z.  B.  ein  Paar  konjugierter  Punkte  aa^  hinzutreten. 

In  der  That,  legen  wir  die  Ebene  [l)!Pi!p2],  welche  von 
den  Ebenen  s  e^  B2  in  den  Strahlen  s  s^  $2  geschnitten  wird, 
so  haben  wir  in  dem  ebenen  Polarsysteme  drei  Paare  von 
Polen  und  Polaren,  nämlich  p  und  5,  ^^  und  5|,  p,  ^uid  s^^ 
diese  sind  aber  von  einander  abhängig;  denn  bezeichnen  wir 
die  Schnittpunkte: 

(s,  S2)  =  q    {s.,s)  =  qi    (5»5,)  =  qj 

und  die  Schnittpunkte: 

so  wird  das  vollständige  Viereck: 

drei  Seitenpaare  haben,  welche  die  Transversale  |  ^ ))]  ]  in  drei 
Punktepaaren  einer  Punktinvolution  schneiden  müssen;  von 
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diesen  ist  das  eine  jaipsl  ^^^^  l^^i!>  ^^^  l^^^i  ^^^  ^u  ^^'^  ^^ 
die  TransTersale  in  einem  Paar  konjugierter  Pankte  des  ebenen 

Folarsystems,  das  andere  |aq2l  ^^^^  s^  und  |b^2l  ^^^^  l^Pl)  ^^^^ 
also  ebenfalls  die  Transversale  in  einem  Paar  konjugierter 
Punkte  des  ebenen  Polarsystems  ^  folglich  auch  das  dritte 
Seitenpaar  |ab|  und  1^2  921)  folglich  mufs  der  Pol  Ton  |!p2q}|  auf 
|a&|  liegen;  der  Pol  von  \p^C{2\  ist  aber  der  Schnittpunkt  der 
Polaren  ^2  und  |:))^]  |,  d.  h.  der  Punkt  c;  folglich  liegen  die 
drei  Punkte  a  i  c  auf  einer  Geraden  und  ihre  Polaren, 
d.  h.  die  drei  Verbindungslinien  |^q|;  l^i^ily  l)>2^2l 
schneiden  sich  in  einem  Punkte.    Die  beiden  Dreiecke 

p^i)>2  Qiid  qqt42  li^Soi^  c^o  perspektiTisch. 

Wir  schliefsen  hieraus  folgenden  Satz  ftbr  das  raumliche 
Polarsystem: 

Wenn  !p  und  «,  p^  und  e^y  )p2  ^^^  ^2  ^^^^  Paare 
von  Polen  und  Polarebenen  eines  räumlichen  Polar- 
systems sind,  so  liegen  die  drei  Schnittpunkte: 

auf  einer  Geraden,  u*nd  ihre  drei  Polarebenen: 

[p>  ki«2i3    fri»  1*2*1]    lh>  l«*ll] 

müssen  sich  daher  auch  in  einer  Geraden  schneiden. 

Wir  sehen  hieraus,  dals  p  und  e,  p^  nnd  £,,  ipj  und  £2 
nicht  willkürlich  als  Pole  und  Polarebenen  eines  räumlichen 
Polarsystems  gewählt  werden  dürfen,  sondern  dann  der  eben 
ausgesprochenen  Bedingung  genügen  müssen,  wodurch  also 
z.  B.  «2  gezwungen  ist  durch  einen  von  den  übrigen  Elementen 
abhängigen  Punkt  zu  gehen;  da  wir  mithin  von  der  Ebene  £2 
nur  zwei  Punkte  willkürlich  annehmen  dürfen,  so  reduzieren 
sich  die  gegebenen  Bestimmungsstücke  auf  acht  von  einander 
unabhängige  Elemente.  Ist  daher  die  angegebene  Bedingung 
zwischen  p  und  £,  ^,  und  £, ,  )p2  und  £2  erfüllt,  so  können 
wir  noch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  a  und  a^  willkürlich 
annehmen,  dann  ist  das  ganze  Polarsystem  vollständig  be- 
stimmt, denn  wir  kennen  nunmehr  das  ganze  ebene  Polar- 
system in  der  Ebene  [)f  ))j  ^2]  ^^^  das  ganze  Polarbündel  des 
Pols  {€€^€2)  und  haben  aufserdem  das  Paar  konjugierter 
Pankte  aa^,  also  den  zweiten  von  uns  betrachteten  Fall. 

Wir  unterlassen  es,*  die  weiteren  zahlreichen  Aufgaben 
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zu  behandeln,  welche  sich  hier  anknüpfen  liefsen  und  fägen 
nur  noch  eine  Folgerung  hinzu,  welche  sich  aus  dem  letzten 
Satze  ergiebt: 

Nehmen  wir  nämlich  vier  beliebige  Punkte  im  Baume 
und  ihre  Polarebenen  in  einem  gegebenen  raumlichen  Polar- 
systeme und  bezeichnen  dieselben  (mit  Abänderung  der  vorigen 
Bezeichnung): 

Pole  a    b    c     b 

Polarebenen     a    ß    y    d, 

so  haben  wir  zwei  Tetraeder,  von  denen  das  eine  die  Polar- 
figur des  andern  ist ;  diese  stehen  in  einer  gewissen  Abhängig- 
keit von  einander,  da  ja  schon  drei  Paare  von  Polen  and 
Polarebenen  einer' Bedingung  unterworfen  sind. 

Bezeichnen  wir  die  vier  Ebenen,  durch  je  drei  Punkte 
gelegt: 

[bcb]  =  ai    [cba]  =  ß,    [bafi]-yi    [abc]  =  *, 
und  die  vier  Schnittpunkte  je  dreier  Ebenen: 

{ßYd)^a,    (y(Ja)  =  b,     (*«/»)  =  q     (a/Jy)  =  b,, 

so  haben  wir  zuvörderst  nach  dem  vorigen  Satze  die  drei 
Punkte* 

(|bc|,  a)    (|ca|,  ß)    (|ab|,y) 

auf  einer  Geraden  s,  welche  in  der  Ebene  [abc]  liegt.  Diese 
Gerade  schneidet  offenbar  die  Schnittlinie  |cea||,  weil  der 
Punkt  (|bc|,  a)  der  Geraden  s  sowohl  in  der  Ebene  a,  als 
auch  in  der  Ebene  cc^  «=  [beb]  liegt;  aus  gleichen  Gründen 
trifft  die  Gerade  s  auch  die  Schnittlinie  |/3/3J  und  die  Schnitt- 
linie \yyi\,  endlich  aber  auch  die  Schnittlinie  \d8^\,  weil  s 
in  der  Ebene  d,  =  [abc]  selbst  liegt.  Die  Gerade  s  triffl; 
also  alle  vier  Schnittlinien: 

l««il     IMI     lyytl     l**i|. 

In  derselben  Weise  können  wir  eine  zweite  Gerade  angeben, 
welche  jene  vier  Schnittlinien  treffen  mufS;  nämlich  diejenige^ 
in  der  die  drei  Punkte  liegen : 

Ccbl,  a)    (|ba|,  y)    (|ac|,  *), 
ferner  eine  dritte  Gerade,  die  die  Punkte  enthält: 

(Icbl,  ^)    (|6c|,  d)  -(IUI,  y) 
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und  eine  Tierte  Gerade,  die  die  Punkte  enthält: 

(|ab|,  ß)  (Ibb  ,  «)  (|ab|,  *). 
Alle  vier  Geraden  besitzen  die  gleiche  Eigenschaft, 
den  vier  Strahlen  |aa, |  \ßß^\  \yy^\  |**i|  gleichzeitig  zu  be- 
gegnen. Hieraus  folgt  aber  (S.  95),  da  es  mehr  als  zwei 
Gerade  giebt,  welche  yier  Strahlen  gleichzeitig  treffen,  dafs 
diese  yier  Strahlen  einer  Regelschar  angehören  müssen,  oder 
wie  wir  si^en,  hyperboloidische  Lage  haben.  In  ganz  der- 
selben Weise  können  wir  vermittelst  des  zweiten  Theiles  des 
obigen  Satzes  zeigen,  dais  die  Verbindungslinien: 

|aa,|      |bbi|      |cc,|      |bbi| 

hyperboloidische  Lage  haben ;  wir  können  also  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Wenn   man   in    einem    raumlichen   Polarsystem 
von  den  Ecken  abcb  eines  beliebigen  Tetraeders 
die  Polarebenen  aßyS  nimmt,  so  bilden  dieselben 
ein    neues    Tetraeder,    dessen    Ecken    und    Seiten- 
flächen   man    den    Ecken    und    Seitenflächen    des 
ersteren    in   der  Weise    entsprechen    lassen   kann, 
dafs  der  Ecke  a  des  einen  die  von  den  drei  Polar- 
ebenen  der   übrigen  Ecken   gebildete  Ecke  a^   des 
zweiten  Tetraeders   entspreche    und  ebenso   einer 
Seitenfläche  des  ersteren,    die  die  Pole    der   drei 
übrigen  enthaltende  Seitenfläche  des  zweiten  Te- 
traeders   entspreche;    alsdann    haben    sowohl    die 
vier  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  der 
beiden  Tetraeder,  als  auch  die  vier  Schnittlinien 
entsprechender    Seitenflächen     beider     Tetraeder 
hyperboloidische  Lage.  *  Diese  vier  Strahlenpaare  sind 
paarweise  konjugierte  Strahlen  des  räumlichen  Polarsystems. 

§  22.    Untersuchung  eines  Folartetraöders. 

Das  räumliche  Polarsystem  ^  dessen  Konstruktion  aus 
gewissen  zu  seiner  Bestimmung  erforderlichen  Elementen,  die 
willkürlich  angenommen  werden  können,  wir  im  vorigen  Para- 
graphen kennen  gelernt  haben,  enthält  in  unendlicher  Menge 
Polartetraeder,  d.  h.  solche  Tetraeder,  deren  Seitenflächen 
die  Polareb'enen  der  gegenüberliegenden  Ecken,   und   deren 
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jedes  Paar  Gegenkauteu  ein  Paar  konjugierter  Strahlen  des 
räumlichen  Polarsystems  ist.  Wir  brauchen  nur  irgend  ein 
Paar  konjugierter  Strahlen  s  s^  mit  den  ihnen  zugehörigen 
Punktinvolutionen  herauszunehmen  und  irgend  zwei  kon- 
jugierte Punkte  der  einen  und  zwei  konjugierte  Punkte  der 
andern  Punktinvolution  zu  wählen,  so  sind  dieselben  allemal 
die  vier  Ecken  eines  Polartetraeders,  wie  unmittelbar  ein- 
leuchtet, weil  die  Polarebene  je  eines  dieser  vier  Punkte 
durch  die  drei  übrigen  gehen  mufs. 

Seien   nun   die   drei  Paare   Gegenkanten   eines  solchen 
Polartetraeders 

m 

und  die  Punktinvolutionen  auf  denselben  durch  ein  Paar  kon- 
jugierter Punkte  gleichnamig  bezeichnet: 

aa,  a^al;      W,  bibi;      cc',  c,cl, 

so  besteht  zwischen  diesen  sechs  Punktinvolutionen  eine  ge- 
wisse Abhängigkeit;  wenn  nämlich  eine  beliebige  TransveraEd- 
ebene  8  den   beiden  Paaren  Gegenkanten  aa^    bb^    in   den 

Punkten: 

a    a,    b    bi 

begegnet,  so  dafs  also  {aa||  und  |bbi|  sich  treffen,  so  müssen 
auch  die  konjugierten  Strahlen  |a'ai|  und  |b'bi|  sich  treffen 
(S.  133)  und  zwar  in  dem  Pole  p  der  Ebene  s ;  triffb  nun  die- 
selbe Ebene  s  das  dritte  Paar  Gegenkanten  cci  in  den  Punkten 
CCi;  so  mufs  auch  die  Verbindungslinie  {c'cij  durch  den  vorigen 
Punkt  !))  gehen.  Wir  haben  also  in  Verbindung  mit  dem 
polaren  Nebensatze  folgenden  Doppelsatz: 


Wenn  man  die  dreiPaare 
Gegenkanten  eines  Po- 
lartetraeders mit  einer 
beliebigen  Ebene  schnei- 
det und  die  konjugierten 
Punkte  derselben  in  den 
zugehörigen  Punktinvo- 
lutionen verbindet,  so  er- 
hält man  drei  Strahlen, 
die    durch    einen    Punkt 


Wenn  man  einen  belie- 
bigen Punkt  mit  den  drei 
Paar  Gegenkanten  eines 
Polartetraeders  verbin- 
det und  die  konjugierten 
Ebenen  in  den  zugehöri- 
gen Ebeneninvolutionen 
paarweise  zum  Schnitte 
bringt,  so  erhält  man 
drei  Schnittlinien,  die  in 
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laufeü;  den   Pol   der  ge- 
gebenen Ebene. 


einer  Ebene  liegen,  der 
Polarebene  des  gegebe- 
nen Punktes. 
Hieraus  folgt  u.  a.,  wenn  man  die  gegebene  Ebene  b 
in  die  Unendlichkeit  verlegt  (c*)  als  der  Pol  derselben,  welcher 
der  Mittelpunkt  des  räumlichen  Polarsystems  heifst, 
der  Durebschnittspunkt  aller  Verbindungslinien  der  Mittel- 
punkte der  auf  je  zwei  konjugierten  Strahlen  befindlichen 
Punktinvolutionen.  Nennen  wir  die  den  unendlich-entfernten 
Punkten  der  sechs  Kanten  des  Polartetraeders  konjugierten 
Punkte,  d.  h.  die  sechs  Mittelpunkte  der  auf  den  Kanten 
befindlichen  Punktinyolutionen : 

oP     aj     i^     BJ     c«     cj, 

so  schneiden  sich  |a®aj|,  \b^h%  |c®cj|  in  dem  Mittelpunkt  3)i  des 
Polarsystems.  Die  Mittelpunkte  a^  aj  b®  bj  c®  cj  entscheiden 
über  den  hyperbolischen  oder  elliptischen  Charakter  der 
PunktinYolutionen  auf  den  Kanten;  denn  je  nachdem  der 
Mittelpunkt  einer  Punktinvolution  zwischen  irgend  einem 
Paare  konjugierter  Punkte  oder  aufserhalb  desselben  liegt, 
ist  die  Punktinvolution  elliptisch  oder  hyperbolisch. 

Wir  wissen,  dafs  ein  raumliches  Polarsystem  vollständig 
bestimmt  ist,  sobald  wir  zwei  konjugierte  Strahlen  desselben 
mit  den  ihnen  zugehörigen  Punktinvolutionen  und  aufser 
dem  irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  kennen  (S.  148). 
Nehmen  wir  daher  ein  beliebiges  Polartetraeder  des  räum- 
lichen Polarsystems  an,  welches  die  Ecken  ^  93  6  ^  und 
die  drei  Paar  Oegenkanten  haben  möge: 

|SllB|  =  a     |3l6|  =  fc      |a3(S|  =  c 

|6S)|  =  ai    1332)1  =  6i     |2lS)|  =  Ci, 

fügen  wir  auf  dem  Gegenkantenpaar  aa^  die  Mittelpunkte 
a^  und  a^  der  zugehörigen  Punktinvolutionen  willkürlich 
hinzu,  so  sind  diese  selbst  vollständig  bestimmt,  jede  durch 
ihren  Mittelpunkt  und  dasjenige  Paar  konjugierter  Punkte, 
welches  die  Ecken  des  Polartetraeders  bestimmen;  aufserdem 
können  wir  noch  auf  einer  Kante  b  den  Mittelpunkt  b^  will- 
kürlich wählen,  denn  dieser  und  der  unendlich  entfernte 
Punkt  der  Kante  b  kann  als  das  neunte  Bestinmiungsstück, 
das   noch  notwendige  Paar  konjugierter  Punkte   des   räum- 
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liehen  Polarsystems  gewählt  werden;  dann  ist  alles  übrige 
vollständig  mitbestimmt  und  in  bekannter  Weise  zu  ermitteln. 
Die  drei  Punkte  a®  a?  b®  aber  können  willkürlich  angenommen 
werden.  Um  die  übrigen  drei  Mittelpunkte  der  Punktinvo- 
lutionen auf  den  Kanten  des  Polartetraeders  zu  erhalten, 
brauchen  wir  jetzt  nur  die  Seitenflächen  desselben  zu  betrach- 
ten ^  deren  jede  ein  Polardreieck  enthält.  In  der  Seitenfläche 
[21336]  kennen  wir  auf  |2lS3|=a  den  Mittelpunkt  a®  derPunkt- 
inTolution,  auf  {216|  =  &  den  Mittelpunkt  h^,  folglich  erhalten 
wir  auf  |33  61  =  c  den  Mittelpunkt  c°  der  zugehörigen  Punkt- 
inyolution  nach  dem  bekannten  oben  benutzten  Satze,  wo- 
nach die  drei  Verbindungslinien  der  Ecken  des  Polardreiecks 
mit  den  Mittelpunkten  der  Involutionen  auf  den  Gegenseiten 
sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen^  weil  die  drei  unend- 
lich-entfernten Punkte  der  Seiten  auf  einer  Geraden  (^*) 
liegen. 

Wenn  man  aber  die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  einem 
vierten  Punkte  verbindet  und  die  Schnittpunkte  mit  den  Gegen- 
seiten aufsucht  y  so  können  hinsichtlich  der  Lage  derselben 
verschiedene  Fälle  eintreten.  Bezeichnen  wir  immer  als  ellipti- 
sche Lage  {e)  diejenige^  bei  welcher  der  Trefi^unkt  zwischen 
die  Ecken  des  Dreiecks  fällt,  und  als  hyperbolische  Lage  (h) 
diejenige;  bei  welcher  der  Treffpunkt  ausserhalb  der  Drei- 
ecksecken liegt,  so  gilt  bei  der  ebenen  Figur  bekanntlich 
das  Gesetz:  Findet  auf  zwei  Seiten  elliptische  Lage  statt,  so 
ist  auch  auf  der  dritten  Seite  die  Lage  elliptisch;  findet  bei 
einer  Seite  elliptische ,  bei  der  zweiten  hyperbolische  Lage 
statt;  so  ist  auf  der  dritten  Seite  hyperbolische  Lage;  findet 
auf  zwei  Seiten  hyperbolische  Lage  statt ,  so  ist  auf  der 
dritten  Seite  elliptische  Lage. 

Dies  vorausgeschickt;  haben  wir  in  der  Seitenfläche  [9336] 
auf  zwei  Seiten  a  und  b  gegebene  Involutionen ;  folglich  ist 
die  Lage  von  c^  bestimmt;  und  unmittelbar  angebbar,  ob  el- 
liptische Lage  oder  hyperbolische  Lage  stattfindet;  sodann 
sind  in  der  Seitenfläche  [2362)]  auf  den  Seiten  |9361  =  c  und 
|6S)|  =  a|  die  Mittelpunkte  der  Involutionen  bekannt,  folg- 
lich auf  der  dritten  |a3S)|  =  6,  der  Mittelpunkt  bj  dadurch 
bestimmt;  endlich  in  der  Seitenfläche  [%iB3)]  auf  den  Seiten 
l^^l  a»  a  und  |$2)|  «»  b^  die  Mittelpunkte  bekannt;  also  auf. 
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der  dritten  I%S){  «»  c^  der  letzte  Mittelpunkt  c^  bestimmt.  So- 
bald also  die  drei  Mittelpunkte  a^afb®  angenommen  sind, 
werden  die  drei  übrigen  c^^  bj  c?  in  der  angegebenen  Weise 
gefanden,  und  es  ist  unmittelbar  zu  erkennen,  ob  sie  elliptische 
oder  hyperbolische  Lage  hervorrufen.  Für  die  Annahme  der 
drei  ersten  Mittelpunkte  haben  wir  aber  eine  achtfache  Willkür, 
indem  wir  jeden  von  ihnen  elliptisch  oder  hyperbolisch  wählen 
können;  die  übrigen  werden  für  jeden  dieser  8  Fälle  danach  be- 
stimmt;  und  wir  erhalten  auf  den  sechs  Tetraederkanten  fol- 
gende 8  Möglichkeiten  hinsichtlich  des  elliptischen  oder  hyper- 
bolischen Charakters  der  zugehörigen  Punktinyolutionen : 


Kanten 


1)  2)  3)  4)  5)  6)  7), 8) 


a 

e 

e 

h 

h 

e 

1 

€ 

h\ 

a, 

e 

e 

h 

h 

h 

h 

e' 

1 
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e\h 

e 
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e 

h  h 

6. 

e 
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e 

h 

h 

e    e 
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e 

h 

h 

e 

e 

h 

e 

Cl 
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h 
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h 

e' 

h 

e 
e 
h 
h 
e. 


Oder  wenn  wir  die  Kanten  nach  den  yier  Seitenflächen  des 
Polartetraeders  gruppieren,  erhalten  wir  in  den  acht  möglichen 
Fällen  folgende  Tabelle: 

Die  vier  Seitenflächen  des  Polartetraeders: 


[ca.ft,] 

eee 
hell 
hhe 
ehh 
ehh 
hhe 
eee 
heh. 


Hieraus  ergiebt  sich  nun  folgendes  Gesetz : 

1,    Wenn   bei   einem  Polartetraeder   auf   einem 


'abc] 

[abfCf] 

[ftClöt] 

1) 

eee 

eee 

eee 

2) 

ehh 

ehh 

hhe 

3) 

heh 

heh 

ehh    . 

4) 

hhe 

hhe 

heh 

5) 

eee 

ehh 

ehh 

6) 

ehh 

eee 

heh 

7) 

hhe 

heh 

hhe 

8) 

heh 

hhe 

eee 

158  §  22.    Untersuchung  eines  PolartetraSders. 

Paar  Gegenkanten  die  zugehörigen  Punktinvo- 
lutionen  gleichartig  sind  (d.  h.  beide  elliptisch  oder 
beide  hyperbolisch)^  so  sind  sie  auch  auf  jedem 
der  beiden  übrigen  Paare  von  Gegenkanten  gleich* 
artig  und  zwar  sind  sie  entweder  auf  allen  drei 
Paaren  von  Gegenkanten  elliptisch  oder  auf  einem 
Paare  elliptisch  und  auf  den  beiden  anderen  Paaren 
hyperbolisch  d.  h.  entweder  sind  alle  sechs  Punkt- 
involutiouen  elliptisch^  oder  zwei  elliptisch  und 
vier  hyperbolisch.  Im  ersten  Falle  sind  natürlich 
auch  in  jeder  Seitenfläche  des  Tetraeders  die 
Punktinvolutionen  auf  den  Kanten  elliptisch;  im 
zweiten  Falle  sind  von  den  drei  Kanten  in  einer 
Seitenfläche  immer  zwei  hyperbolisch  und  die 
dritte  elliptisch.  Ebenso  sind  auf  den  Kanten  des 
Tetraeders,  die  von  einer  Ecke  ausgehen,  im  ersten 
Falle  alle  drei  PunktinTolutionen  elliptisch,  im 
zweiten  Falle  immer  zwei  hyperbolisch  und  die 
dritte  elliptisch. 

2.  Wenn  bei  einem  Polartetraeder  auf  einem 
Paar  Gegenkanten  die  zugehörigen  Punktinvo- 
lutionen ungleichartig  sind  (d.  h.  eine  elliptisch, 
die  andere  hyperbolisch),  so  sind  sie  auch  auf  jedem 
der  beiden  übrigen  Paare  von  Gegenkanten  un- 
gleichartig, also  überhaupt  drei  elliptisch  und  drei 
hyperbolisch  und  zwar  in  den  drei  Kanten  des 
Polartetraeders,  welche  in  einer  Seitenfläche  des- 
selben liegen,  einmal  alle  drei  elliptisch  und  drei* 
mal  zwei  hyperbolisch  und  die  dritte  elliptisch; 
dagegen  in  den  drei  Kanten  des  Polartetraeders, 
welche  in  einer  Ecke  zusammenstofsen,  einmal  alle 
drei  hyperbolisch  und  dreimal  zwei  elliptisch  und 
die  dritte  hyperbolisch. 

Wir  werden  hierdurch  im  wesentlichen  nur  auf  drei  ver- 
schiedene Arten  von  Polartetraedem  geführt,  nämlich 
in  dem  Falle  1)  sind  alle  Involutionen  elliptisch, 

in  den  Fällen  2),  3),  4):  auf  einem  Paar  Gegenkanten  el- 
liptische, auf  den  vier  übrigen  hyper- 
bolische Punktinvolutionen ; 
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in  den  Fallen  5),  6),  7),  8):  auf  drei  Kanten  elliptische,  auf  den 

drei  übr^en  hyperbolische  Punkt- 
inTolutionen,  und  zwar  gehen  Ton 
einer  der  Tier  Tetraederecken  drei 
hyperbolische  Kanten  ans,  während 
die  drei  Kanten  in  der  gegenüber- 
liegenden Seitenfläche  elliptisch  sind. 

Es  zeigt  sich  nun  die  merkwürdige  Erscheinung,  dafs 
diese  drei  Gattungen  von  Polartetraedern  nie  zusammen  bei 
einem  räumlichen  Polarsystem  auftreten,  sondern  dafs  ein 
gegebenes  Polarsystem  immer  nur  eine  Art  von 
Polartetraedern  enthalten  kann,  wodurch  dann  natur- 
gemäfs  drei  wesentlich  verschiedene  Arten  von  räumlichen 
Polarsystemen  zu  unterscheiden  sein  werden. 

In  der  That,  seien  ss^  ein  beliebiges  *Paar  konjugierter 
Strahlen  und  tt^  ein  beliebiges  zweites  Paar  konjugierter 
Strahlen  in  einem  gegebenen  räumlichen  Polarsystem,  und 
nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  ]p  im  Räume,  so  giebt 
es  durch  p  einen  einzigen  bestimmten  Strahl,  welcher  gleich- 
zeitig s  und  $1  in  den  Punkten  a  und  a|  trifft;  ebenso  nur 
einen  einzigen  bestimmten  Strahl  durch  )p,  welcher  gleich- 
zeitig t  und  ^1  in  den  Punkten  b  und  b|  triffb;  seien  ferner 
die  konjugierten  Punkte  zu 

a      V     ai      bi 

in  den  Punktinvolutionen ,  welche  den  Strahlen  sts^t^  im 
gegebenen  Polarsystem  zugehoren;  dann  ist,  wie  wir  wissen 
zu  i'aa,  I  der  konjugierte  Strahl  |a'ai|  und  die  vier  Punkte 
aaja'a'i  sind  die  Ecken  eines  Polartetraeders;  ebenso  ist  zu 
bbi  der  konjugierte  Strahl  |b'bi'|  und  die  vier  Punkte  bb,b'bi 
sind  ebenfalls  die  Ecken  eines  Polartetraeders.  Da  aber  die 
vier  Punkte  abajbt  in  einer  Ebene  liegen,  weil  |aai|  und  |bb]{ 
sich  in  dem  Punkte  ^  treffen,  so  müssen  sich  die  konjugier- 
ten Strahlen  |a  ai|  |b'bi|  treffen,  also  auch  in  einer  Ebene 
liegen,  und  diese  ist  die  £olarebene  £  des  Punktes  !p,  während 
andererseits  der  Schnittpunkt  (|a'al|,  |b'bl|)  -=  ))i  der  Pol  der 
Ebene  c^  ist,  in  welcher  die  vier  Punkte  aajbbt  liegen;  wir 
haben  also 
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V  -  (|a«il.  166,1)       «  =  Oci'all  |B'r,|] 
)),  =  (ia'«'.|.|b'b;|)       e.  =  [|aa,|  b6,|], 

und  es  sind  sowohl  !))  und  £ ,  als  anch  ^^  und  £|  Pol  und  Polar- 
ebene im  räumlichen  Polarsystem;  folglich  sind  auch  |)))?]' 
und  {  €  £j  I  konjugierte  Strahlen ,  welche  wir  zur  Abkürzung 
mit  rr^  bezeichnen  wollen.  Dieses  Paar  rr^  begegnet  sowohl 
dem  Paare  konjugierter  Str^len  |aa||  und  |a'ai|,  als  auch  dem 
Paare  konjugierter  Strahlen  |1bb,|  und  \b'hif\  wie  ersichtlich  ist 

Wir  wissen  nun,  dafs,  wenn  ein  Paar  konjugierter  Strah- 
len von  einem  andern  Paare  getroffen  wird,  dieses  zwei  Paare 
Gegenkanten  eines  Polartetraeders  sind,  also  die  zugehörigen 
Punktinvolutionen,  wenn  sie  bei  einem  Paare  gleichartig 
sind,  auch  beim  andern  Paare  gleichartig  sein  müssen,  wenn 
sie  bei  einem  Paare  ungleichartig  sind,  auch  beim  andern 
Paare  ungleichartig  sein  müssen.  Hieraus  folgt:  So  wie  55, 
beschaffen  sind,  müssen  auch  laa^j  und  |a'ai|  beschaffen  sein; 
so  wie  {aail  und  ja' all  beschaffen  sind,  müssen  auch  rr|  be- 
schaffen sein;  so  wie  rr^  beschaffen  sind,  müssen  auch  |bbt| 
und  Ib'bil  beschaffen  sein,  und  endlich,  so  wie  \ii^\  und  |b'bi' 
beschaffen  sind,  müssen  auch  tt^  beschaffen  sein;  folglich 
mufs  auch  der  Charakter  der  Involutionen  auf  sSi  mit  dem 
der  Involutionen  auf  tt^  übereinstimmen  und,  da  ss^  und  ^/, 
ganz  willkürlich  gewählte  Paare  konjugierter  Strahlen  im 
räumlichen  Polarsysteme  sind,  so  haben  wir  dies  Ergebnis: 

Wenn  in  einem  räumlichen  Polarsystem  auf 
irgend  zwei  konjugierten  Strahlen  die  zugehörigen 
PunktinYolutionen  gleichartig  sind,  so  sind  sie 
auf  sämtlichen  Paaren  konjugierter  Strahlen  gleich- 
artig (d.h.  beide  elliptisch  oder  beide  hyperbolisch); 
wenn  dagegen  auf  irgend  einem  Paar  konjugierter 
Strahlen  die  zugehörigen  Punktinyolutionen  un- 
gleichartig sind  (d.  h.  eine  elliptisch,  die  andere 
hyperbolisch),  so  sind  sie  auf  sämtlichen  Paaren 
konjugierter  Strahlen  ungleichartig. 

Hiemach  haben  wir  drei  wesentlich  yerschiedene  Arten 
von  räumlichen  Polarsystemen  zu  unterscheiden,  die  wir  von 
einander  getrennt  betrachten  wollen. 
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§  23.    Drei  Arten  rätimlicher  Folarsysteme. 

Nach  den  Auseinandersetzungen  des  vorigen  Paragraphen 
zerfallen  die  räumlichen  Polarsysteme  zunächst  in  zwei  Haupt- 
klassen: 

I.    Diejenigen  räumlichenPolarsysteme,  bei  denen 
auf  jedem  Paare  konjugierter  Strahlen  die  zu- 
gehörigen Punktinvolutionen  (also  auch  Ebenen- 
involutionen)  gleichartig  sind, 
IL    diejenigen  räumlichen  Polarsysteme^  bei  denen 
•    auf  jedem  Paare  konjugierter  Strahlen  die  zu- 
gehörigen Punktinvolutionen  (also  auch  Ebenen - 
involutionen)  ungleichartig  sind. 
Was  zunächst  die  zweite  Klasse  von  Polarsystemen  be- 
triffii;   so    ist  ersichtlich;   dafs  dieselben  immer   eine   reelle 
Kemfiäche  haben  müssen;  denn  von  irgend  zwei  konjugier- 
ten Strahlen  desselben  mufs  einer  der  Träger  einer  zugehöri- 
gen elliptischen ;  der  andere  einer  hyperbolischen  Punktinvo- 
lution sein;  letztere  hat  zwei  reelle  Doppelpunkte  (Asymptoten- 
punkte), erstere  zwei  reelle  Doppelebenen  (Asymptotenebenen), 
welche  durch  die  vorigen  Doppelpunkte  gehen.    Die  Doppel- 
punkte sind  Punkte  der  Eernfläche,  die  Doppelebenen   die 
BerQhrungsebenen  in  diesen  Punkten;   denn  seien  s^  und  Sk 
die   beiden  konjugierten  Strahlen  und  tt'  die  Doppelpunkte 
der   hyperbolischen  Punktinvolution  auf  Shf  so  ist  [tSe]  =  r 
die  Polarebene  von  t,  welche  durch  diesen  Punkt  selbst  geht. 
Alle  Strahlen   im  Baume,   die  durch   t  gehen,   müssen    die 
Träger  hyperbolischer  Punktinvolutionen  sein,  welche  einen 
Asymptotenpunkt  in  t  haben  und  in  dem  andern  zum  zweiten 
Male    der  Kemfiäche  begegnen.     Die  konjugierten  Strahlen 
zu  diesen  erfüllen  die  ganze  Ebene  r  und  müssen  nach  der 
Natur  dieses  räumliehen  Polarsystems  sämtlich  elliptisch  sein; 
die  £bene  t  kann  also  keinen   weiteren  reellen  Punkt  der 
Kernfläche  enthalten,  als  den  Punkt  t  allein;    alle  Strahlen 
durch  t,  die  in  der  Ebene  r  selbst  liegen,  haben  zu  konju- 
gierten  Strahlen  wiederum    Strahlen,   die   in  r  liegen   und 
durch  t  gehen,  und  diese  Strahlenpaare  bilden  eine  elliptische 
Strahleuinvolution,  welche  wir  erhalten,  indem  wir  t  mit  der 
auf  s^  liegenden  Punktinvolution  verbinden.    Diese  elliptische 
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Strahleninvolution  ist  der  Vertreter  eines  imaginären  Linien- 
paars  (die  imaginären  Doppelstrahlen  der  elliptischen  Strahlen- 
inTolution).  Diese  beiden  imaginären  Geraden  sind  als  sich 
selbst  konjugierte  Strahlen  aufzufassen,  die  die  Eigenschaft 
besitzen  y  dafs  jeder  ihrer  Punkte  ein  Punkt  der  Eemfläcfae 
und  jede  Ebene  durch  sie  eine  Berührungsebene  der  Eern- 
fläche  ist.  Wir,  können  also  sagen ,  dafs  die  Ebene  r  die 
Eemfläche  in  einem  imaginären  Linienpaar  schneidet ^  dessen 
einziger  reeller  Doppelpunkt  t  ist.  Da  nun  alles,  was  von 
dem  Punkte  t  der  Eernfläche  und  der  durch  t  gehenden 
Polarebene  r  gilt,  in  ganz  gleicher  Weise  von  jedem  Punkte 
t  der  Eemfläche  und  seiner  Polarebene  r  gelten  mu(s,  da 
femer  sich  selbst  konjugierte  Strahlen  des  Polarsystems,  die 
ganz  auf  der  Eernfläche  liegen,  nur  in  einer  solchen  Ebene 
t,  die  durch  ihren  Pol  t  geht,  gesucht  werden  können,  so 
dürfen  wir  sagen: 

Das  Polarsystem  der  zweiten  Klasse  hat  immer 
eine  reelle  Eernfläche,  den  Ort  aller  Punkte  t, 
deren  Polarebenen  r  durch  t  gehen.  Jede  solche 
Polarebene  r  enthält  nur  den  einzigen  reellen 
Punkt  t  der  Eernfläche  und  schneidet  die  Eern- 
fläche in  einem  imaginären  Linienpaar,  welches 
vertreten  wird  durch  eine  bestimmte  elliptische 
Strahleninvolution,  die  in  der  Ebene  r  liegt,.ihren 
Mittelpunkt  in  t  hat  und  durch  das  räumliche  Polar- 
system bestimmt  ist.  Wir  nennen  die  Ebene  r  die 
Berührungsebene  der  Eernfläche  im  Punkte  t,  weil 
alle  Strahlen  die  in  ihr  durch  t  gezogen  werden, 
keinen  weiteren  Punkt  der  Eernfläche  enthalten 
können  (Träger  parabolischer  Punktinvolutionen), 
also  Tangenten  der  Eernfläche  sind.  Das  Polar- 
system dieser  II.  Elasse  enthält  keinen  reellen  sich 
selbst  konjugierten  Strahl,  die  Eernfläche  also 
keine  reelle  gerade  Linie,  die  ganz  auf  ihr  ver- 
läuft; sie  ist  eine  nicht-geradlinige  Fläche  zweiter 
Ordnung;  wenn  man  aber  will,  so  enthält  jede  Be- 
rührungsebene ein  imaginäres  Linienpaar,  ver- 
treten durch  eine  bestimmte  elliptische  Strahlen- 
involution, und  diese  imaginären  Linienpaare  kon- 


§  23.    Drei  Arten  räumlicher  Polarsysteme.  163 

nen  als  gerade  Linien   der  Eernfläche  betrachtet 
werden. 

Bevor  wir  auf  diese  nicht -geradlinigen  l^lächen  2.  Ord- 
onng,  welche  als  Eernflächen  des  Polarsystems  der  IL  Klasse 
auftreten^  näher  eingehen,  wenden  wir  unsem  Blick  zurück 
za  dem  Polarsystem  der  L  Klasse;  dieses  giebt  zweien 
yerschiedenen  Arten  von  Polarsystemen  Entstehung;  nämlich 
solchen,  die  eine  reelle  Kemfläche  besitzen,  und  solchen,  die 
keine  reelle  Kemfläche  besitzen. 

Sind  nämlich  s  und  5,   ein  Paar  konjugierter  Strahlen 
und  Trager  elliptischer  Punktinvolutionen,  die,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  immer  beim  Polarsystem  der  ersten  Klasse  vor- 
kommen müssen  (die  Fälle  1),  2),  3),  4)  auf  S.  158)  als  Gegen- 
kanten eines  beliebigen  Polartetraeders,  so  können  hier  nur 
zwei  Fälle  eintreten:   entweder  sind  die  vier  übrigen  Kanten 
des   Polartetraeders    sämtlich  hyperbolisch  oder  sämtlich  el- 
liptisch; fassen  wir  zunächst  den  ersten  Fall  ins  Auge.     Da 
in  diesem  Falle  überhaupt   hyperbolische  Punktinvolutionen 
auftreten,  so  hat  das  räumlische  Polarsystem  eine  reelle  Kern- 
fläche, den  Ort  aller  Punkte,  deren  Polarebenen   durch   sie 
selbst  gehen.     Nehmen  wir  daher   eine  solche  beliebige  Ge- 
rade 5,  den  Träger  einer  hyperbolischen  Punktinvolution  mit 
den  reellen   Doppelpunkten  tt',  so  mufs  auch  auf  der  kon- 
jugierten Geraden  s,    die   zugehörige  Punktinvolution  hyper- 
bolisch  sein   und    wird   die   reellen    Asymptotenpuukte   t|ti 
haben.    Nun  ist  offenbar  |tt,|  eine  sich  selbst  konjugierte  Ge- 
rade, weil  die  Polarebenen  sowohl  von  t  als  auch  von  t^  beide 
durch  Ittjl  gehen,  und  in  gleicher  Weise    erhalten  wir  drei 
andere  sich  selbst  konjugierte  Strahlen;  wir  haben  also  ein 
windschiefes  Vierseit  auf  der  Kemfläche,  gebildet  von  den 
vier  sich  selbst  konjugierten  Strahlen: 

ltt,i  =  i,  |tt;!  =  (/,  |t't;i  =  i,,  |t't,i  =  (7,. 

Dies  sind,  wie  leicht  einzusehen  ist,  nicht  die  einzigen 
sich  selbst  konjugierten  Strahlen,  sondern  es  giebt  noch  un- 
endlich-viele  andere,  deren  Gesamtheit  so  ermittelt  werden 
kann : 

Nehmen  wir  die  beiden  eben  gefundenen  windschiefen  Ge- 
raden l  und  Zj,  deren  jede  ein  sich  selbst  konjugierter  Strahl  im 

11» 
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Polarsystem  ist  und  ziehen  irgend  eine  Gerade  s,  weldie 
beiden  begegnet^  so  muFs  der  konjugierte  Strahl  s^  auch  bei- 
deu;  l  und  {| ;  begegnen ;  denn  begegnet  der  Strahl  s  der  Ge- 
raden 2,  iTL  X\^  so  ist  der  Pol  j:  der  Ebene  [2ji*]]  auf  {  gelegen^ 
weil  l  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  ist;  er  liegt  aber 
auch  auf  der  konjugierten  Geraden  s^  y  ist  also  derjenige 
Punkt;  in  welchem  s^  der  l  begegnen  mufs,  und  trifft  andrer- 
seits der  Strahl  s  die  Gerade  {  in  ^/  so  ist  der  Pol  \)^  der 
Ebene  [2,^]  auf  2,  gelegen  und  zugleich  auf  s^j  ist  also 
derjenige  Punkt,  in  welchem  der  Strahl  s^  der  Geraden  {| 
begegnen  mufs.     Da 

j:  die  Polarebene  [2]c,]  und  zugleich 

hat  und  die  beiden  Polarebenen  \lj:^]  und  [I^^]  sich  in  dem- 
selben Strahl  xxx  schneiden,  so  ist  dieser  ein  sich  selbst  kon- 
jugierter Strahl  und  ebenso  ist  ^t)i  ein  sich  selbst  konjugier- 
ter Strahl.  Wir  haben  also  zwei  neue  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen  gefunden.  Drehen  wir  nun  die  Ebene  [{}:]]  um  den 
fesi^ehaltenen  Strahl  l,  so  beschreibt  sie  ein  Ebenenbüschel, 
welches  wegen  der  Natur  des  Polarsystems  mit  der  Toh  ihrem 
Pole  (]c)  beschriebenen  geraden  Punktreihe  auf  {  projekti^isch 
sein  mufs;  also  sind  auch  die  Punktreihen  j:  und  ^^  projektivisch 
oder  auch  die  Ebenenbüschel  [2,  je]  und  [7):J.  Die  sich  selbst 
konjugierten  Strahlen  \xy:^\  sind  also  das  Erzeugnis  zweier  pro- 
jektivischen  Panktreiheii  oder  zweier  projektivischen  Ebenen- 
büschel,  d.  h.  sie  bilden  eine  Begelschar  eines  einfachen 
Hyperboloids,  also  diejenige  geradlinige  Fläche  zweiter  Ord- 
nung,  Ton  welcher  aus  wir  zu  dem  räumlichen  Polarsysteme 
gelangt  sind.     Wir  haben  also  folgendes  Ergebnis: 

Sobald  in  einem  räumlichen  Polarsysteme  zwei 
konjugierte  Strahlen  vorkommen,  deren  zugehörige 
Punktinvolutionen  beide  hyperbolisch  sind,  so 
hat  dasselbe  eine  reelle  Eernfläche;  welche  eine 
geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung  d.  h.  ein  ein- 
faches Hyperboloid  ist,  wie  wir  es  bereits  in  §  20  be- 
trachtet haben. 

Was  nun  in  einem  solchen  räumlichen  Polarsystem  die 
darin  auftretenden  Polartetraeder  betrifit;  so  sind  sie  sämtlich 
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von  gleicher  Art^  nämlich  so  beschaffen,  dafs  die  Punktinyolu- 
tionen  auf  einem  Paar  Gegenkanten  elliptisch,  auf  den  yier  übri- 
gen Kanten  hyperboliscb  sind  (wie  2),  3),  4)  in  der  Tabelle  des 
§22).    Denn  nehmen  wir  irgend  ein  Polartetraeder  abcb  in 
diesem  Polarsystem,  so  muls  es  (§  22)  wenigstens  ein  Paar 
Gegenkanten  mit  elliptischen  Punktinvolutionen  haben ;  seien 
diese  |ab|  und  |cb|.    Betrachten  wir  nun  die  Seitenfläche  [abc], 
welche  dem  Hyperboloid  in  einem  reellen  Kegelschnitt  be- 
gegnen mufs,  weil  sämÜiche  Erzeugende   der  einen  Regel- 
schar die  Ebene  [abc]  in  den  Punkten  dieses  Kegelschnitts 
durchbohren,  so  haben  wir  ein  Polardreieck  abc  für  diesen 
Kegelschnitt  und  auf  |ab{    eine  elliptische  Punktinvolution, 
ako  in   c  eine   mit   denselben  perspektivische  Strahleninvo- 
lution; da  diese  also  auch  elliptisch  ist,  so  muis  der  Punkt 
c  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegen,  also  die  beiden  konju- 
gierten Strahlen  |ca|  und  {cb|  der  Strahleninvolution  müssen 
den  Kegelschnitt  in  reellen  Punkten  schneiden;    daher  sind 
'  c  a  I  und  j  cb  |,  in  gleicher  Weise  auch  |  b  a  |  und  |  b  b  |,  also  die  vier 
übrigen   Tetraederkanten'  Träger   hyperbolischer   Punktinvo- 
lutionen im  räumlichen  Polarsysteme,  w.  z.  b.  w. 

Es  bleibt  jetzt  von  allen  acht  möglichen  Fallen  eines 
Polartetraeders  (§  22,  Tabelle)  noch  der  einzige  1)  übrig,  in  dem 
es  nämlich  im  rilumlichen  Polarsysteme  ein  Polartetraeder 
giebt,  dessen  sämÜiche  sechs  Kanten  Träger  elliptischer  Punkt- 
involutionen sind.  In  diesem  Falle  sind  sämtliche 
Polartetraeder  derselben  Art,  und  das  räumliche 
Polarsystem  hat  keine  reelle  Kernfläche.  Dies  er- 
giebt  sich  mit  Notwendigkeit  daraus,  dafs  der  jetzt  angenom- 
mene Fall  von  den  übrigen  ausgeschlossen  wird;  denn  gäbe 
es  in  dem  eben  angenommenen  Fall  eines  durchweg  ellipti- 
schen Polartetraeders  aufser  diesem  ein  Polartetraeder  der 
andern  Art  mit  zwei  elliptischen  und  vier  hyperbolischen 
Kanten,  so  müfsten  alle  Polartetraeder  dieser  Art  sein,  also 
auch  das  angenommene,  was  ein  Widerspruch  ist.  In  einem 
solchen  Polarsystem  kann  es  aber  überhaupt  keine  reellen 
incidenten  Elemente  geben;  denn  irgend^  eine  Seitenfläche 
eines  Polartetraeders  enthält  ein  Polardreieck  eines  ebenen 
Polanrystems,  für  welches  die  drei  Punktinvolutionen  auf  den 
Seiten  des  Polardreiecks  alle  drei  elliptisch  sind;  ein  solches 
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ebenes  Polarsystem  hat  niemals  einen  reellen  Kemkegel- 
schnitt  (Th.  d.  E.  §  57);  also  giebt  es  in  keiner  Ebene  reelle 
Punkte  einer  Kemfläche.  Wir  sagen,  die  ganze  Eernfläche 
ist  imaginär,  wird  aber  durch  das  reelle  Gebilde  dieses  räum- 
lieben  Polarsystems  vertreten. 

Wir    haben    demnach    drei    Arten    räumlicher 
Polarsysjieme    entsprechend    den    drei    Arten    von 
Polartetraedern,     indem    bei    jedem    Polarsystem 
immer  nur  eine  und  dieselbe  Art  von  Polartetrae- 
dern auftritt: 
1.  Das  räumliche  Polarsystem  hat  nur  Polartetraeder,  deren 
Kanten    sämtlich  Träger    elliptischer  Punktinvolutionen 
sind;  es  hat  keine  reelle  Eernfläche;  d.h.  es  giebt  keinen 
reellen  Punkt,  dessen  Polarebene  durch  ihn  selbst  geht. 
II.  Das  räumliche  Polarsystem  hat  nur  Polartetraeder,   bei 
denen  ein  Paar  Gegenkanten  die  Träger  elliptischer,  die 
vier  übrigen  Kanten  die  Träger  hyperbolischer  Punkt- 
involutionen sind;  es  heCk  eine  relle  Eernfläche,  welche 
eine    geradlinige    Fläche    zweiter    Ordnung    (einfaches 
Hyperboloid)  ist. 
III.  Das  räumliche  Polarsystem  hat  nur  Polartetraeder,  bei 
denen  jedes  Paar  Gegenkanten  die  Träger  einer  hyper- 
bolischen  und   einer   elliptischen  Punktinvolution  sind, 
so  dafs  dreiEanten  hyperbolische,  drei  Eanten  elliptische 
Punktinvolutionen  tragen,  und  zwar  die  ersteren  drei  in 
einer  Ecke  des  Polartetraeders  zusammenstofsen,  die  drei 
letzteren  in  der  gegenüberliegenden  Seitenfläche  liegen. 
Das  Polarsystem  hat  eine  reelle  Kemfläche,  welche  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  ist,   die  keine  geraden  Linien 
enthält. 

Wir  können  zur  Abkürzung  für  diese  drei  Arten  von 
Polarsystemen  die  Bezeichnungen  {ee)  {hh)  [he]  wählen  und 
erkennen,  dafs  die  beiden  ersten  Arten  aus  der  im  Anfange 
dieses  Paragraphen  angegebenen  ersten  Hauptklasse  ent- 
springen ,  während  die  dritte  Art  ganz  in  der  zweiten  Haupt- 
klasse enthalten  ist.  Bei  der  ersten  Art  kann  von  einer 
Konstruktion  der  Eernfläche  überhaupt  nicht  die  Rede  sein, 
weil  keine  solche  reell  vorhanden  ist.  Bei  der  zweiten  Art 
ergiebt  sich  die  Konstruktion  der  reellen  Kemfläche  in  ein- 
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fachster  Weise  vermittelst  projektivischer  Ebenenbüschel  oder 
Panktreiben.  Es  bleibt  also  übrig;  auch  fflr  die  dritte  Art 
von  Polarsystemen  die  reelle  EerDfiäche  durch  möglichst  ein- 
fache Eoostruktion  herzustellen ,  was  nunmehr  geschehen  soll. 

§  24.    Konirtraktion  der  Kemfläohe  des  rftunüiohen  Polar- 
systems unabh&ngig  davon,  ob  dieselbe  gerade  Linien 

enthält  oder  nicht. 


genige   raumliche   Polarsystem,    welches    reelle    sich 
selbst  konjugierte  Strahlen  enthält^    dessen  Eemfläche  also 
ein   einfaches  Hyperboloid   ist;    gestattet,    wie   wir  gesehen 
haben,  eben  wegen  des  Vorhandenseins  dieser  Geraden  auf 
der  Fläche  des  Hyperboloids  die  einfache  Konstruktion  des- 
selben durch  projektivische  Ebenenbüschel  oder  Punktreihen, 
welche  bei  einem  Polarsystem  der  dritten  Art  selbstverständ- 
lich fortfallt.     Wir  können  aber  aus  der  Natur  des  Polar- 
systems  eine   andere  Konstruktion  der  Kemfläche   ableiten, 
die  zwar  nicht  ganz  so  einfach  ist^  als  die  vorige,  wie  es  in 
der  Natur  der  Sache  liegt,  aber  unabhängig  davon,   ob  die 
reelle  Kemfläche   gerade  Linien  enthält  oder  nicht.     Hierzu 
fuhrt  folgende  Betrachtung: 

Gegeben  seien  zwei  konjugierte  Strahlen  s  und  5,  des 
räumlichen  Polarsystems  und  wenigstens  einer  von  beiden  der 
Träger  einer  hyperbolischen  Punktinvolution  (sind  beide  hyper- 
bolisch, so  ist  die  Kernfläche  eine  geradlinige,  ist  nur  einer 
hyperbolisch,  so  hat  die  Kernfläche  keine  geraden  Linien). 
Sei  s  der  Träger  der  hyperbolischen  Punktinvolution  und  o 
und  0|  die  beiden  Doppelpunkte;  die  Polarebenen  dieser 
Punkte  (d.  h.  die  Berührungsebenen  der  Kernfläche  in  den 
Punkten  b  und  0|)  sind  offenbar: 

[05,]  =  t    und     [o,s,]  =  r,. 

Durch  diese  Bestimmungsstücke  ist  das  räumliche  Polar- 
system noch  nicht  vollständig  bestimmt,  da  sie  bekanntlich 
(S.  145)  nnr  acht  Bedingungen  enthalten;  fügen  wir  als  neuntes 
Bestimmangsstück  noch  einen  Punkt  O2  der  Kernfläche  hinzu, 
so  ist  das  Polarsystem,  also  auch  die  Kemfläche  desselben 
vollständig  bestimmt. 

Wir  konstruieren  zuerst  die  Polarebene  durch  02^  d.  h. 
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die  Berührungsebene  des  Punktes  O2)  indem  wir  durch  O2  die 
einzige  Gerade  ziehen ,  welche  s  und  s^  gleichzeitig  trifft,  so- 
dann zu  den  Treffpunkten  die  beiden  konjugierten  Punkte 
nehmen  in  den  auf  s  und-  5,  gegebenen  Punktinvolutionen 
(d.  h.  auf  s  den'  vierten  harmonischen  zu  0  und  O]  dem  Treff- 
punkt zugeordneten  Punkt),  dann  ist  die  Ebene ,  welche  O2  mit 
diesen  beiden  konjugierten  Punkten  verbindet ,  die  gesuchte 
Berührungsebene  t^^  die  Polarebene  von  Oj.  Femer  können 
wir  leicht  in  der  Ebene  ^2  die  Strahleninvolution  ermitteln, 
deren  Mittelpunkt  C2  ist,  und  deren  (imaginäre)  Doppelstrahlen 
das  Linienpaar  bilden,  in  welchem  die  Ebene  r^  die  Eern- 
fläche  schneidet.  Wir  setzen  nun  auf  s^  die  Punktinvolntion 
als  elliptisch  voraus  -und  verbinden  dieselbe  mit  0,  erhalten 
dadurch  eine  elliptische  Strahleninvolution,  welche  auf  der 
Schnittlinie  |rT2|  eine  elliptische  Punktinvolution  ausschneidet, 
die  mit  O2  verbunden  die  gesuchte  Strahleninvolution  in  der 
Ebene  T2  liefert;  wir  hätten  ebenso  auch  die  elliptische  Punkt- 
involution auf  5|  mit  Oj  durch  eine  Strahleninvolution  ver- 
binden können,  die  auf  der  Schnittlinie  ItiTjI  eine  elliptische 
Punktinvolution  ausschneidet;  dann  hätte  dieselbe  mit  o, 
verbunden  die  vorige  elliptische  Strahleninvolution  liefern 
müssen,  da  es  nur  eine  solche  giebi  Wir  haben  also  jetzt 
von  der  Eemfläche  drei  Punkte  c  o^  02?  ihre  Berührungsebenen 
r  r,  Tj  und  in  jeder  die  elliptische  Strahleninvolution,  deren 
imaginäre  Doppelstrahlen  als  das  imaginäre  Linienpaar  der 
Eemfläche  in  der  Berührungsebene  aufzufassen  sind.  Was 
wir  für  den  Punkt  O2  der  Eemfläche  geleistet  haben,  können 
wir  in  gleicher  Weise  für  jeden  beliebigen  Punkt  derselben 
ausführen,  sobald  wir  nur  erst  beliebig  viele  Punkte  yon 
ihr  haben,  die  wir  nun  möglichst  schnell  zu  konstruieren 
suchen  wollen. 

Bezeichnen  wir  noch  die  Ebene: 

[00,02]  "*  * 
und  ihren  Pol,  den  Punkt: 

(rT,i:2)=^, 
femer  die  Schnittpunkte  je  dreier  Ebenen: 

(€T,T2)^a        (£rr2)  =  a,        («^^i)  =  ä2; 
dann  haben  wir  in  der  Ebene  s  als  Durchschnitt  mit  der 
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Eernfläche  einen  Kegelschnitt;  welcher  dem  Dreieck  c  0|  O2 

umschrieben  ist  und  zu  Tan- 
genten in  den  Ecken  die  Ver- 
bindungslinien la^  a,!,  lajal,  |aai| 
hat;  also  dem  Dreieck  a  a]  a2 
einbeschrieben  ist  (Fig.  4). 
Daher  schneiden  sich  bekannt- 
lich I  a  c  I;  I  a^  Ol  I;  I  a2  O2 1  in  einem 
Punkte;  und  die  drei  Schnitt- 
punkte (01O2;  a,a2)  (O2O;  ajtt) 
(ooi;  aaj)  liegen  auf  einer 
Geraden,  welche  die  Polare 
des  Yorigen  Punktes  ist  in 
Bezug  auf  den  Durchschnitts- 
^kegelschnitt. 

Wir  haben  im  räumlichen  Polarsystem  als  zugeordnete 
Elemente: 
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Dies  vorausgeschickt;  ziehen  wir  durch  0  einen  beliebigen 
strahl  X  im  Baume;  derselbe  mufs  der  Trager  einer  hyper- 
bolischen Punktinvolution  im  räumlichen  Polarsysteme  sein, 
weil  0  schon  ein  Asymptotenpunkt  derselben  ist;  es  kommt 
darauf  aii;  den  andern  zu  konstruieren;  d.  h.  den  Schnitt- 
punkt des  Strahles  x  mit  der  Eernfläche.  Wir  fassen  den 
Strahl  X  als  Schnittstrahl  zweier  Ebenen  auf,  deren  eine 
iurch  loOil,  die  andere  durch  I0O2I  gelegt  wird.  Legen  wir 
die  erste  Ebene  durch  den  ron  0  ausgehenden  willkürlichen 
Strahl  X  und  den  festen  Strahl  1 0  0,  | ;  so  liegt  der  Pol  dieser 
Ebene  auf  dem  konjugierten  Strahl  l^jajl  und  wenn  jene  Ebene 
iiesen  Strahl  in  y;  triffib;  so  wird  der  konjugierte  Punkt  ^Cj  ^^ 
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der  Punktinvolution  auf  |))a2|  der  gesuchte  Pol  sein.  Die 
Punktin Yolution  auf  |  ^pajl  ist  aber  bekannt,  nämlich  diejenige, 
welche  die  bekannte  Strahleninyolution  in  der  Ebene  r  durch 
0  (oder  in  der  Ebene  r,  durch  Oj)  auf  dem  Strahle  Ipa^  |  aus- 
schneidet. Legen  wir  ferner  die  zweite  Ebene  durch  den 
Ton  0  ausgehenden  willkürlichen  Strahl  x  und  den  festen 
Strahl  I CO2I1  so  liegt  der  Pol  dieser  Ebene  auf  dem  konjugier- 
ten Strahl  Ipa^  I,  und  wenn  jene  Ebene  diesen  Strahl  in  t)  trifii) 
so  wird  der  konjugierte  Punkt  t)i  in  der  Punktinvolution  auf 
l^a]  I  der  gesuchte  Pol  sein.  Die  Punktinvolution  auf  {pd^l  ist 
aber  bekannt,  nämlich  diejenige,  welche  die  bekannte  Strahlen- 
involution in  der  Ebene  r  durch  0  (oder  in  der  Ebene  r, 
durch  O2)  auf  dem  Strahle  \pCii\  ausschneidet.  Die  beiden 
Punktinvolutionen  auf  |!pa,  |  und|pa2|  sind  unserer  Annahme 
zufolge  elliptisch.  Da  wir  nun  die  Pole  ^2  ^^^  9i  zweier 
durch  j?  gelegten  Ebenen  kennen,  so  ist  |}:2^il  der  konjugierte 
Strahl  zu  x.  Möge  endlich  der  Strahl  x  die  Ebene  [))0]02] 
in  einem  Punkte  j  treffen,  so  wird,  weil  a  der  Pol  der  Ebene 
[!pO(C2]  ist,  die  Polarebene  von  j  die  Ebene  [a  1^2^)1]  sein; 
schneidet  diese  den  Strahl  x  in  3',  so  ist  zu  j  und  j'  der  dem 
Punkte  0  zugeordnete  vierte  harmonische  zu  suchen;  dann 
ist  dies  der  gesuchte  zweite  Schnittpunkt  des  Strahles  x  mit 
der  Eernfläche;  denn  die  Punktinvolution '  auf  x  hat  in  0 
einen  Doppelpunkt  und  das  Punktepaar  }}'  zu  konjugierten 
Punkten ;  also  ist,  da  letztere  durch  die  beiden  Doppelpunkte 
harmonisch  getrennt  werden,  der  andere  Doppelpunkt  ge- 
funden. Wir  können  diesen  vierten  harmonischen  Punkt  sehr 
viel  einfacher  finden;  die  Strahlen  |))a2|  und  '))a,  |,  auf  denen 
die  Punkte  ^2  ^^^  9i  ^^^^  vorfinden,  liegen  nämlich  in  der 
Ebene  t,  also  auch  die  Gerade  1^2^))!  ganz  in  der  Ebene 
r,  wie  auch  a  priori  klar  ist,  weil  x  durch  0  geht.  Wenn 
daher  die  Schnittpunkte: 

(ixx2f  V^i)  =  h        (ai), ,  ^JOj)  =  Ö2 

bezeichnet  werden,  so  ist  1 7:1 1)2!  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  [a):2l)]]  und  [))CiC2],  welche  dem  Strahle  x  in  den  Punk- 
ten i  und  g  begegnen.  Legen  wir  nun  durch  diesen  Strahl 
IXi  ^2!  ^^^'^  Ebenen,  die  nach  den  vier  harmonischen  Punkten 
auf  dem  Strahle  x  hingehen,  so  haben  wir  vier  harmonische 
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Ebenen;  welche  der  Geraden  |oa{  in  vier  harmonischen  Punkten 
begegnen  müssen;  von  diesen  vier  harmonischen  Punkten 
sind  a  und  der  Schnittpunkt  (0^02;  ao)  zwei  zugeordnete, 
die  den  Punkten  j'  und  j  entsprechen,  der  dritte  ist  0  und 
der  zugeordnete  vierte  harmonische  werde  mit  O  bezeichnet 
(Fig.  4) ;  dann  ist  ersichtlich,  dafs  O  auf  dem  Kegelschnitt  lie- 
gen mufs,  in  welchem  die  Ebene  s  die  Kemfläche  schneidet*, 
denn  für  diesen  schon  oben  angegebenen  Kegelschnitt,  der 
dem  Dreieck  0  0]02  umschrieben,  dem  Dreiseit  aa|a2  ein- 
beschrieben ist,  sind  a  und  IO1O2I  Pol  und  Polare,  werden 
also  harmonisch  getrennt  durch  0  und  O,  die  Schnittpunkte 
des  Strahles  {ao{  mit  dem  Kegelschnitt.  Der  Punkt  O  ge- 
hört also  a  fortiori  der  Kemfläche  an,  da  er  einem  Kegel- 
schnitte auf  derselben  angehört;  die  Ebene  [OjCil)2]  ist  nun 
diejenige,  welche  dem  Strahle  x  in  dem  gesuchten  Punkte 
begegnet  (dem  zweiten  Doppelpunkte  seiner  Punktinvolution). 
Wir  bezeichnen  diese  Ebene 

und  haben  demnach  folgende  Konstruktion  der  Ebene  |  ge- 
funden: 

Wir  ermitteln  zuerst  den  Punkt  O  in  der  Ebene  €  als 
den  zweiten  Schnittpunht  der  Verbindungslinie  {oa|  mit  dem 
Kegelschnitte,  in  welchem  die  Ebene  s  die  Kernfläche  schneidet. 
Sodann  legen  wir  durch  den  willkürlichen  Strahl  x  die  Ebenen 
[rrO]]  und  [xOj],  welche  bez.  den  Strahlen  |^)a2|  und  l^aj  in 
r  und  X}  begegnen,  die  zu  diesen  konjugierten  Punkte  in  den 
auf  {pa^l  nnd  l^aj  bekannten  Punktinvolutionen  seien 

die  Verbindungslinien  [a^Cjl  und  {at)]|  treffen  bez.  die  Strahlen 
IpOil  und  |!p02|  ii^  den  Punkten: 

h  und  i)2; 
dann  ist  [0):i^2]  diejenige  Ebene  |,  welche  dem  Strahle  x 
in  dem  gesuchten  zweiten  Punkte  der  Kernfläche  begegnet. 
Verändern  wir  den  willkürlichen  Strahl  x,  so  erhalten 
wir  durch  diese  Konstruktion  unendlich  viele  neue  Punkte 
der  Kemfläche;  zu  jedem  Strahle  x  erhalten  wir  eine  be- 
stimmte Ebene  |,  und  der  Durchschnittspuukt  (j^x)  ist  allemal 
ein  Punkt  der  Kernfläche.     Bei  der  Veränderung  des  will- 
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kürlicheu  Strahles  x  beschreibt  derselbe  ein  Strahlenbündel 
um  den  festen  Mittelpunkt  o  und  die  zugehörige  Ebene  \ 
ein  Ebenenbündel  um  den  festen  Mittelpunkt  O  (rergL 
S.  29)/  und  die  Abhängigkeit  zugehöriger  Elemente  dieser 
beiden  Bündel  ist  durch  die  obige  Konstruktion  leicht  zu 
erkennen. 

Der  Strahl  x  erscheint  als  der  Schnittstrahl  zweier  Ebenen, 
die  um  die  beiden  festen  Strahlen  |oC|  |  und  joCjl  sich  drehen, 
also   zwei  Ebenenbüschel  beschreiben^  welche  von  einander 
durchaus  unabhängig  sind,  weil  der  Strahl  x  ganz  willkürlich 
im  Räume  durch  o  gezogen  ist.    Dagegen  wird  das  Ebenen- 
büschel [oOj}:]  mit  der  Punktreihe  ^j  ^^^  I^ä2I  projektivisch 
sein  wegen  der  projektiviscben  Grundeigeuschaft  des  Polar- 
systems und   ebenso  wird  das  Ebenenbüschel  [oOjt)]  nut  der 
Punktreihe  \)^  auf  j^ajl  projektiyisch  sein;  mit  diesen  yon  x^ 
und  i),  beschriebenen  Punktreihen  liegen  bez.  die  Strahlen- 
büschel laic^l  und  |a^t|  perspektivisch^  also  auch  die  Punkt* 
reihen,  welche  )r]  und  V)^  auf  {pO]|  und  IpOjl  durchlaufen;  die 
yeränderliche  Ebene  I  =  [O  ^j  1)2]  können  wir  auffassen  als 
bestimmt  durch  die  beiden  veränderlichen  Strahlen  lO^il  und 
|Ol)2|,  welche   selbst  in  den  beiden  festen  Ebenen  [O))oj  und 
[O^po^]  liegen    und  in  diesen  beiden  Ebenen  zwei  Strahleu- 
büschel  beschreiben,  so  dais  erstens  das  von  lO^il  beschrie- 
bene Strahlenbüschel  mit  dem  obigen  von  der  Ebene  [oOi):] 
beschriebenen  Ebenenbüschel   und   zweitens   das   von  jOb^ 
beschriebene  Strahlenbüscbel  mit  dem  obigen  von  der  Ebene 
[002  t)]  beschriebenen  Ebenenbüschel   projektivisch  ist.    Wir 
haben  also  zwei  projektivische  Beziehungen:  Der  veränder- 
liche Strahl  X  in  dem   Strahlenbündel  0   wird   durch   zwei 
Ebenen  bestimmt;  welche  Ebenenbüschel  um  feste  Axen  be- 
schreiben, die  veränderliche  Ebene  |  in  dem  Ebenenbündel  £) 
wird  durch  zwei  Strahlen  bestinmit,  welche  ebene  Strahlen- 
büschel in  festen  Ebenen  beschreiben;  das  eine  Ebenenbüschel 
ist  mit  dem  einen  Strahlenbüschel,  das  andere  Ebenenbüschel 
mit  dem  andern  Strahlenbüschel  projektivisch,  und  dadurch 
ist  die  Abhängigkeit  des  Strahles  x  und  der  Ebene  |  von 
einander  bestimmt.    Diese  beiden  projektiviscben  Beziehungen 
sind  aber  nicht  vollkommen  frei,  sondern  einer  Bedingung 
unterworfen,  die  noch  hinzutritt;  die  Ebenenbüschel  nämlich, 
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welche  die  festen  Axen  |  o  0|  |  und  |  o  O2 1  haben^  besitzen  eine 
gemeinschaftliche  Ebene    [oOiO,]    und    andererseits   besitzen 
die  Strahlenbüschel  in  den  festen  Ebenen  [O))0|]  und  [OpCj] 
einen  gemeinschaftlichen    Strahl     |0))|;    der    gemeinschaft- 
lichen Ebene   entspricht  nun  fQr  beide  projektivischen  Be- 
ziehungen der  gemeinschaftliche  Strahl.   In  der  That,  wenn  die 
um  {00/  gedrehte  veränderliche  Ebene  in  die  Lage  der  Ebene 
£  =  [00,02]  gelangt,  kommt  j:  nach  a2;   folglich  ^  nach  )> 
und  ebensO;  wenn  die  um  1 0  O2 1  gedrehte  veränderliche  Ebene 
in  die  Lage  von  s  <»  [oO{02]  kommt,  gelangt  t)  nach  ai,  also 
\}^  nach  )>,  daher  entspricht  oifenbar  der  Schnittstrahl  |D!))|, 
welcher  den  beiden  Strahlenbüscheln  in  den  festen  Ebenen 
[OpOi]  und  [0^)02]   gemeinschaftlich  ist,  in  beiden  projek- 
tivischen Beziehungen  der  Ebene  £.    Ebenso  wie  für  diesen 
besonderen  Fall  der  Strahl  x  unbestimmt  wird^  in  welchem 
die  beiden  zusammenfallenden  Ebenen  sich  schneiden ^  wird 
auch  die  Ebene  |  unbestimmt ^   weil    die  beidei^  sie  bestim- 
menden.  Strahlen   zusammenfallen;   aber   gerade  dieser  Fall 
ist  von  vorn  herein  unserer  Konstruktion   nicht   bedürftig, 
weil  wir  in  der  Ebene  £  alle  Punkte  (Xy  S)  der  Eernfläche 
kennen^  nämlich  die  Punkte  des  oben  hervorgehobenen  Kegel- 
schnitts; der  dem  Dreieck  00^02  um^hnebeu;   dem  Dreiseit 
avita2   einbeschrieben   ist.    Unsere  Konstruktion   leistet   das 
von  ihr  Verlangte  ^  indem  sie  alle  übrigen  aufserhalb  dieser 
Ebene  liegenden  Punkte  der  Kernfiäche  finden  lehrt. 

Wir  haben  in  dem  Obigen  eine  Konstruktion  der  Kern- 
flache  eines  räumlichen  Polarsystems  gegeben ,  unabhängig 
davon,  ob  diese  Kemfläche  gerade  Linien  enthält  oder  nicht^ 
vermittelst  zweier  Gebilde  von  zwiefacher  Unendlichkeit,  eines 
Strahlenbündels  und  eines  Ebenen  bündeis,  die  in  eine  der- 
artige Beziehung  zu  einander  gesetzt  sind,  welche  man 
,,Reziprozität'^  nennt.  Diese  Gebilde  zweiter  Stufe  und  die 
Beziehung  ihrer  Elemente  auf  einander,  sowie  die  daraus  ent- 
springenden Erzeugnisse  werden  in  dem  zweiten  Abschnitte 
dieses  Buches  näher  untersucht  werden.  Während  hier  diese 
Gebilde  aus  dem  räumlichen  Polarsystem  hervortraten  ^  wird 
dort  umgekehrt  aus  der  Konstruktion  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  vermittelst  reziproker  Gebilde  zweiter  Stufe  das 
räumliche  Polarsystem   abgeleitet   werden   (§  56).     Da  wir 
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also  dort  noch  einmal  auf  dasselbe  zurückkommen^  so  woUeii 
wir  seine  weitere  Untersuchung  bis  auf  jene  Stelle  verschie- 
ben, wobei  dann  insbesondere  die  ausgezeichneten  ElemcDie 
des  räumlichen  Polarsystems  (Mittelpunkt;  konjugierte  Durch- 
messer,  Fokalkegelschnitte)  einer  eingehenden  Untersuchung 
unterzogen  werden  sollen.  Wir  kehren  nunmehr  zu  der  gerad- 
linigen Fläche  zweiter  Ordnung ,  dem  Hyperboloid,  zurück. 


§  25.    Das  orthogonale  Hyperboloid. 

Ein  Hyperboloid  von  besonderer  Art  erhalten  wir,  wenn 
wir  zur  Bestimmung  des  räumlichen  Polarsystems,  dessen 
Kemfläche  dieses  Hyperboloid  sein  soll,  zwei  konjugierte 
Strahlen  s  und  s^  als  die  Axen  zugehöriger  ortho- 
gonaler Ebeneninvolutionen  (S.  14)  annehmen.  Sind 
^"^  und  f)j*  ^ie  unendlich  -  entfernten  Punkte  der  gegebenen 
Strahlen  s  und  s^,  so  hat  die  Ebene  [^f)f];  welche  dem 
Strahle  s^  parallel  läuft;  zu  ihrer  konjugierten  die  darauf 
rechtwinklige ;  welche  in  ^,  den  Strahl  s^  treffe;  dann  ist 
also  ))i  der  Mittelpunkt  der  Punktinvolution  auf  s^y  welche 
die  Ebeneninvolution  d^s  konjugierten  Strahles  s  ausschneidet. 
Ebenso  legen  wir  zu  [5]f)°^]  eine  rechtwinklige  Ebene 
durch  5,;  diese  treffe  8  in  p;  dann  ist  p  der  Mittelpunkt  der 
Punktinvolution  auf  s,  und  diese  Konstruktion  zeigt;  dafs 
|))p,  I  nichts  anderes  ist;  als  die  kürzeste  Entfernung  der  bei- 
den Geraden  s  Sj,  die  windschief  im  Räume  liegen,  weil  \if)fi\ 
auf  beiden  rechtwinkKg  steht. 

Die  orthogonalen  Ebeueninvolutionen  durch  s  und  s^ 
schneiden  auf  s^  xtad  s  elliptische  Punktinvolutionen  aus,  von 
denen  wir  vorerst  nur  die  Mittelpunkte  ^  und  pi  und  ihre 
konjugierten,  die  unendlich -entfernten  Punkte  p*  und  ^* 
kennen  gelernt  haben.  Diese  Involutionen  sind  vollständig 
bekannt;  sobald  wir  noch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  von 
jeder  kennen;  wir  wählen  hierzu  die  Potenzpunkte;  d.  h.  die- 
jenigen konjugierten  Punkte  der  Punktinvolution;  welche  von 
dem  Mittelpunkte  gleich  weit  abstehen.  Das  negative  Qaadrat 
dieses  Abstandes  ist  dann  die  Potenz  der  elliptischen  Pankt- 
involution;  wir  bezeichnen  sie  durch 
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and  können  den  Wert  von  B  leicht  ausdrücken.  Sei  nämlich 
ä  die  kürzeste  Entfernung  zwischen   den  Strahlen  s  und  s^ 

und  w  der  Winkel,  welchen  die  Richtungen  der  beiden  Strahlen 
s  und  5j  mit  einander  bilden ;  so  müssen  die  beiden  ißbenen 
durch  S|  j  welche  durch  die  Potenzpunkte  auf  s  gehen^  recht- 
winklig zu  einander  seiu;  weil  sie  der  orthogonalen  Ebenen- 
involution  mit  der  Äxe  s^  angehören^  und  es  wird  daher 
B  ,miw  =  df  also: 

Hierdurch  ist  die  Potenz  ( —  JB^)  der  Puuktinvolution  auf  s 
gefanden ;  und  gleichen  Wert  hat  offenbar  die  Potenz  der 
elUptischen  Punktinvolution  auf  s^.  Das  räumliche  Polar- 
system ist  noch  nicht  vollständig  bestimmt  durch  die  beiden 
orthogonalen  Ebeneninvolutionen  der  konjugierten  Strahlen 
s  und  s^,  da  diese  nur  acht  Bestimmungsstücke  enthalten 
(S.  146);  wir  können  noch  über  ein  neuntes  Bestimmungsstück 
verfügen.     Die  vier  Punkte: 

bilden  ein  Polartetraeder  .des  räumlichen  Polarsystems,  und 
wir  kennen  nur  die  elliptischen  Punktinvolutionen  auf  einem 

Paar  Gegenkanten  s  =  |^V*I  ^^^  ^i  =  l^i^^f  1?  ^*  ^^^  ^^  ^^^ 
mit  einer  reellen  Kemfiäche  (einem  Hyperboloid)  zu  thun 
haben  wollen,  so  müssen  die  Punktinvolutionen  auf  den  vier 
übrigen  Kanten  des  Polartetraeders  hyperbolisch  sein  (S.  166, 
U);  wählen  wir  einen  Asymptotenpunkt  auf  |^^]|  willkürlich  als 
neuntes  Bestimmungsstück,  so  ist  das  Polarsystem  vollständig 
bestimmt;  es  sei  dies  der  Punkt  o  aufserhalb  )))>],  so  dafs 
das  Verhältnis : 


0^ 


=  ft  <  1 


{der  Fall  ft  =  1  wird  hier  ausgeschlossen  und  in  §  30  be- 
sonders untersucht  werden;  für  eiuen  Wert  ft  >  1  braucht 
man  nur  )>  und  ^, ,  d.  h.  5  und  s^  mit  einander  zu  vertauschen) 
sei,  dann  wird  der  vierte  harmonische  zu  o  zugeordnete  Punkt 
c,  zwischen  p  und  )>j  so  liegen,  dafs 
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0,p|  ^ 

ist,  und  es  werden  oo,  die  beiden  Asymptotenpankte  der 
hyperbolischen  Punktinvolution  auf  der  Kante  |))))i|  des  Polar- 
tetraeders sein.  Der  Mittelpunkt  3Ji  dieser  Punktinvolution 
ist  also  die  Mitte  zwischen  |  o  Oj  | 

— i 1 1 1 1 

'*•         0  P       Ol  pi 

und  die  Potenz  der  hyperbolischen  Pnnktinvolution  ist  leicht 
auszudrücken;  wir  nennen  sie  c^,  also  (9Jio)^  =  c^  und  haben 
nach  bekannten  elementaren  Eigenschaften  harmonischer 
Punkte: 


c  =  d 


f^ 


Wir  wollen  jetzt  auf  den  übrigen  Kanten  unseiers  Polar- 
tetraeders ^)^)i))*^>f  die  Potenzen  der  zugehörigen  hyperboli- 
schen Punktinvolutionen   ermitteln   und   hierzu   die   Seiten- 
flächen  des   Polartetraeders   betrachten,    welche   die   Trager 
ebener  Polarsysteme   sind,   von    denen   die  Seiten  je  eines 
Polardreiecks  mit  ihren  Punktinvolutionen  zur  Bestimmung 
desselben  dienen.  Nehmen  wir  zuerst  die  Seitenflache  [^i)?)?*]* 
so  kennen  wir  auf  den  beiden  Strahlen  |))i))|  und  \fipf^\  die 
zugehörigen  Punktinvolutionen,   die  erstere  ist  hyperboUsch 
mit   der   Potenz   c^   und   dem  Mittelpunkt  9Ä,    die   letztere 
elliptisch  mit  der  Potenz   —  B^  und  dem  Mittelpunkte  p^\ 
folglich  läfst  sich  die  Punktinvolution  auf  der  dritten  Seite 
H)^*|  des  Polardreiecks  bestimmen,  welche  notwendig  hyper- 
bolisch sein  mufs;  ihr  Mittelpunkt  ist  p,  weil  die  Ecke  p^ 
des  Polardreiecks  im  Unendlichen  liegt.    Nennen  wir  A^  die 
Potenz   der   hyperbolischen  Punktinvolution    auf    ,))j)*|,  und 
denken  wir  uns   die  Asymptotenpunkte  derselben   ermittelt, 
so  bilden  dieselben  mit  den  Punkten  o  o^  zusammen  ein  voll- 
standiges  Viereck,    dessen  Diagonaldreieck  ein  Polardreieck 
sein  mufs ;  nun  hat  der  Diagonalpunkt  p  zur  Polare  ^^  »=  { p|  p'  h 
und  die  Seite  1 0 0^ |  =  |p))]  |  hat  zum  Pol  ))]^,  fo^lich  müssen 
die  beiden  übrigen  Diagonalpunkte  auf  5,  liegen,  konjugierte 
Punkte  sein  und  durch  p|  und  p"^  harmonisch  getrennt  werden 
wegen   der   Eigenschaft   des   vollständigen  Vierecks.     Diese 
beiden  Punkte  können   daher  nichts  anderes   sein,   als   die 
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Potenzpunkte  auf  s^]  umgekehrt  erhalten  wir,  wenn  wir  die 
bekannten  Potenzpunkte  auf  s^  yerbinden  mit  den  Punkten 
0  0,  als  Durchscbnittspunkte  die  gesuchten  Asymptotenpunkte 
auf{p^]°|,  und  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  erhalten 

wir  daher: 

-^  =  -^  =  tt,  also  Ä  =  uB. 

Die  Potenz  der  hyperbolischen  Punktinyolution  auf  der  Kante 
,p)j*|  ist  also  =  fi^B^.   Jetzt  betrachten  wir  die  zweite  Seiten- 
fläche [V))'"^n   unseres  Polartetraeders;  in  ihr  ist  p  der  Pol 
von{p'^^^i^    also  der  Mittelpunkt  des   ebenen   Polarsystems, 
und  auf  den   beiden   konjugierten  Durchmessern   {))))*|  und 
jpp^l  kennen  wir  die  zugehörigen  Punktinvolutionen;  die  erstere 
auf  s  ist   elliptisch  und  hat  die  Potenz   —  B^,  die  zweite 
auf  {))))^|  ist  hyperbolisch  und  hat  die  Potenz  ^^B^]  hieraus 
läfst'sich  die  Punktinyolution  auf  |t)*pf|  ermitteln,   welche 
hyperbolisch  sein  mufs.    Anstatt  dieser  ganz  im  Unendlichen 
liegenden  hyperbolischen  Punktinvolution  fassen   wir  lieber 
die  mit  ihr  perspektiyische  Strahleninvolution   durch  ^  auf; 
denken  wir  uns  die  Asymptoten  derselben  ermittelt,   welche 
harmonisch  getrennt  werden  durch  die  Strahlen  {]p:p°°|  =$  und 
pf)]°l    (konjugierten  Durchmesser)  und  hingehen   nach   den 
Asymptotenpunkten  der  Punktinyolution  auf  |l>*^)*|;  bezeich- 
nen wir  diese  Asympjiotenpunkte  durch 

0*     und     0*, 

so  ist  die  Lage  der  Asymptoten  l^o'^j  und  |))0]^|  durch  die 
Potenzen  der  Punktinyolutionen  auf  den  konjugierten  Durch- 
messern |p))*{  und  l:p))]^|  leicht  zu  ermitteln;  ziehen  wir  nämlich 
durch  die  Endpunkte  des  reellen  Durchmessers  Parallele  zu 
dem  konjugierten  Durchmesser,  so  werden  auf  diesen  Parallelen 
durch  die  Asymptoten  Stficke  abgeschnitten,  welche  die  Länge 
des  imaginären  konjugierten  Durchmessers  yertreten;  also 
haben  wir: 

—         11=    Mni(po*,J>p*)    ^  sin  (poT,  pv^) 

H  '^^         Bin  (^0*,  p\>r)  Bin  (po?,  PpD  * 

Hierdurch  ist  also  die  Richtung  des  Punktes  0°°  bestimmt 
und  in  gleicher  Weise  bestimmt  sich  die  Richtung  des  Punk- 
tes 0*.  Noch  einfacher  gestaltet  sich  hiernach  die  Kon- 
struktion, wenn  wir  durch  den  kürzesten  Abstand  d,  der  auf 

ScHB&nB,  Th«or.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  12 
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beiden  Geraden  s  und  s^  rechtwinklig  ist;  die  beiden  Ebenen 
[ds]  und  [ds^']  legen  und  die  Neigungswinkel  zwischen  den- 
selben durch  zwei  neue  Ebenen  so  teilen,  dafs  das  Teilungs- 
Verhältnis   der   Sinus   der  Teilwinkel    den   bekannten    Wert 

u  =  ~-  erhält:   diese  beiden  Ebenen,    welche  die   ersteren 

harmonisch  trennen ,  treffen  die  unendlich-entfernte  Gerade 
|!t3*^>*|  in  den  gesuchten  Asymptotenpunkten  o*  und  o*  der  auf 
ihr  befindlichen  hyperbolischen  Punktinvolution. 

Sind  aber  erst  auf  den  beiden  konjugierten  Geraden  (Gegen- 
kanten des  Polartetraeders)  \p)l>i\  =  d  und  |))*^)*|  =  rf*  die 
Asymptotenpunkte : 

00  00 

0      Ü,      0         Ü* 

der  zugehörigen  hyperbolischen  Punktinvolutionen  gefunden, 
so  ergeben  sich  die  Verbindungslinien  derselben  bekannt- 
lich als  sich  selbst  konjugierte  Strahlen ,  d.  h.  als  Gerade 
Linien  der  Eernfläche  oder  Erzeugende  des  Hyperboloids; 
wir  bezeichnen  dieselben: 

|00*|  =  Z  |o,0*|=5r 

loori^ö'i    ioiori  =  z,, 

haben  also  l-  und  g  parallel,  g^  und  l^  parallel  und  ihre 
Richtungen  bestimmt  durch  die  Sinus- Verhältnisse: 

0^)    Oi5^ ßin  (Is)   ain  (?|S) 

0^)1  0|p|         r'  ''^  sin  (Zs,)  sin  (?|S,) 

Wir  haben  jetzt  auf  unserem  Polartetraeder: 

sämtliche  Punktinvolutionen  der  Kanten  ermittelt;  auf  den 
Kanten  [p^T]  und  |))i^7l  ^^^^  ^^^  elliptisch,  ihre  Mittelpunkte 
^  und  :pj,  ihre  Potenzwerte  —  B^-^  auf  den  Kanten  |^)))*|  und 
|pi^)*(  sind  sie  hyperbolisch,  ihre  Mittelpunkte  )f  und  ^),,  ihre 
Potenzwerte  (i^IP]  auf  der  Kante  |!|)!p,|  ist  sie  hyperbolisch, 

ihr  Mittelpunkt  Wl,  der  Potenz  wert  c*  (wo  c=s      _^  ,    ist); 

endlich  wird  die  Punktinvolution  auf  der  unendlich-entfernten 
I))*^)*|  besser  angeschaut   durch   die   mit  ihr  perspektivische 
Strahleninvolution  von  p  oder  p^  aus,  deren  Asymptoten  zu 
den  Geraden  l  und  {,  oder  g^  und  g  parallel  laufen. 
Die  vier  Punkte: 
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QO  00 

0      0,      0         0 


sind  nicht  blofs  die  Ecken  eines  windschiefen  Vierseits,  dessen 
Seiten: 

9  ^'  9i  h 
Erzeugende  der  hyperboloidischen  Eernfläche  sind;  sondern 
können  auch  aufgefafst  werden  als  die  eines  Polartetraeders  an- 
derer Art,  wie  wir  es  auf  S.  144  gefunden  haben :  nämlich  das 
windschiefe  Vierseit  hat  vier  Ecken  und  vier  Seitenflächen, 
indem  je  zwei  Seiten  desselben  sowohl  in  einer  Ecke  sich 
treffen ;  als  auch  in  einer  Seitenfläche  liegen;  diese  Ecke  und 
Seitenfläche  sind  Pol  und  Polarebene.  Die  Diagonalen  des 
windschiefen  Vierseits  sind  ein  Paar  konjugierter  Strahlen  und 
zugleich  das  dritte  Paar  Gegenkanten  desTetraeders,  dessen  vier 
übrige  Kanten  die  Seiten  des  windschiefen  Vierseits  sind. 

Dieses  Tetraeder  hat  mit  dem  vorigen  das  eine  Paar  Gegen* 
kanten  d  und  d^  gemeinschaftlich,  deren  Richtungen  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  weil  d  auf  $  und  s^  rechtwinklig  ist,  während  tf|^ 
die  unendlich-entfernten  Punkte  von  s  und  5}  verbindet.  Wenn 
wir  ^)t;  den  Mittelpunkt  der  hyperbolischen  Punktinvolution  auf 
d,  mit  d^  durch  eine  Ebene  verbinden,  so  ist  deren  Pol  der  un- 
endlich-entfernte Punkt  von  d,  folglich  ist  SBl  der  Pol  der  unend- 
lich-entfernten Ebene,  also  der  Mittelpunkt  für  alle  Punktinvolu- 
tionen der  durch  ^  gezogenen  Strahlen,  d.  h.  der  Mittelpunkt 
des  Hyperboloids  (S.  98),  und  für  das  Polarbündel,    dessen 
Mittelpunkt  ^  ist,  müssen  der  Strahl  d  und  die  Ebene  [^eT^], 
weil  sie  rechtwinklig  zu  einander  sind,  eine  Hauptaxe  und 
eine  Hauptebene  sein  (S.  48);    die  beiden  andern  Hauptaxen 
sind  die  Halbierungsstrahlen  der  Winkel  zwischen  den  Asym- 
ptoten, die  wir  erhalten,  wenn  wir  durch  ^  Parallele  zu  l 
(oder  g)  und  {|   (oder  g^)  ziehen.     Denn  die  Strahleninvolu- 
tion von  ^,  perspektivisch  mit  der  Punktinvolution  auf  e^, 
hat  zu  Axen  die  beiden  übrigen  Hauptaxen  des  Polarbün- 
dels Wl    Der  Eemkegel  dieses  Polarbündels  ^{  ist  aber,  wie 
wir   wissen,  der  Asymptotenkegel  (S.  99)  des  Hyperboloids, 
und   die  Hauptaxen    des  ersteren  fallen  der  Richtung  nach 
zusammen  mit  den  Hauptaxen  des  letzteren.     Auf  einer  der- 
selben   (d)  kennen  wir   die  Potenz    der   zugehörigen   hyper- 
bolischen Punktinvolution  (c^);  von  den  beiden  andern  Haupt- 
axen   mufs  daher  eine  der  Träger  einer  hyperbolischen  (6^), 

12* 
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die  andere  der  Träger  einer  elliptischen  ( —  a^)  Punktinvolation 
sein,  da  die  Ebene  [^t^"^]  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel 
schneidet,  deren  Asymptoten  nach  o*  und  o*  hingehen.  Von 
dieser  Hyperbel  können  wir  leicht  ein  Paar  konjugierter  Durch- 
messer mit  ihren  Punktinyolutionen  ermitteln,  indem  wir 
durch  Wl  Parallele  zu  s  und  $^  ziehen;  nach  bekannten  Be- 
ziehungen erhalten  wir  die  Potenzen  der  Punktinyolutionen 
auf  diesen  beiden  von  ^  zu  s  und  s^  gezogenen  Parallelen: 

^j^2.1l^     und     -■^.^^, 

und  nach  bekannten  elementaren  Beziehungen  zwischen  har- 
monischen Punkten: 

also  die  beiden  Potenzen: 


und 


1  —  fi«  1  —  ^«  ' 

von  denen  die  erste  negativ,  die  zweite  positiv  ist,  während 
die  Axen  die  Potenzwerte: 

—  €^    und    V 

liefern;  die  Axen  sind  aber  selbst  ein  besonderes  Paar  kon- 
jugierter Durchmesser,  und  wir  haben  für  zwei  Paare  kon- 
jugierter Durchmesser  die  bekannten  Beziehungen: 

—^  —  -.  ^^  =  6«  -  aS        d.  h.     a«  —  62  =  ßt 

da  aber  nach  dem  früheren 

JBsin  w;  =  d    und     ~ — ^  «=  c  ist, 

1  —  fi*  ' 

so  folgt: 

a^  — 62  =  ^2    und    a'62  =  j82^2^ 

woraus  sich  zwischen  den  Potenzwerten  der  Punktinyolutionen 
auf  den  drei  Hauptaxen  des  Hyperboloids  die  Bedingung 
ergiebt: 

*)  Da  jeder  reelle  Durchmesser  der  Hyperbel  gröfser  ist,  als  die 
reelle  Axe,  so  folgt: 
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wo  2c  und  2b  die  hyperbolischen  reellen  Hauptaxen,  2  a  die 
elliptische ;  d.  b.  —  a^  das  Quadrat  der  halben  imaginären 
Hauptaxe  bedeutet  (8.  101). 


'~~>K^    oder    ^«B« > 6«  ~  f*»6«. 

und  da  jB*  =  a'  —  6*  ist,  wird 

f»'a'  >  6*    oder 

6^  c*  —  6* 

Setzen  wir  für  — |-  den  ihm  gleichen  Wert        -,  —    nnd    bemerken, 

dafs  Kc*  —  6«  der  halbe  Abstand  der  Brennpunkte  der  Ellipse  (S^^  ist, 
£0  wird,  wenn  diese  Brennpunkte  mit  ff'  bezeichnet  werden: 

alao  ÜW^)«>9Kf«, 

d.  h.  der  Pankt  p  liegt  notwendig  zwischen  Brennpunkt  und  zugehö- 
rigem Scheitel  deijenigen  Ellipse^  welche  in  einer  Hauptebene  des 
Hyperboloids  liegt. 

1         a* 
Dieselbe  Bedingung,  so  geschrieben:  — r  <C  -»-   zeigt,     wenn   wir 

a*  a*  +  c* 

für  "Y  den  ihm  gleichen  Wert  — -j- —  setzen,  und  bemerken,  dafs 

Va*  +  (*  der  halbe  Abstand  der  Brennpunkte  der  Hyperbel  ^^^  ist, 

wenn  diese  Brennpunkte   in   der  c-Axe   durch  f|  und  f|  bezeichnet 
werden: 

also:  3RpJ<9ÄfJ, 

d.h.  der  Punkt  p|  liegt  notwendig  zwischen  Brennpunkt  und  zugehörigem 

iMiheitel  derjenigen  Hyperbel  ^J?j,   welche   in   einer  Hauptebene  des 

Hyperboloids  liegt    und  mit  dem   Hauptschnitt  Q]^^  die  grofse  Axo 

'2c  gemeinschaftlich  hat. 
Da  nämlich: 

aRf«^^^^«-"'' 
'  a 


ac 
so  wird: 


3Wf,=.>^c«  +  a«  =  -^   ibt. 


!Kf .  aRf,  =  c«  =-  2Rp .  ayipf. 

Wenn  daher  3Rp  <  c,  so  mufs  aWp,  >c  sein.    Die  Strecke   pp, 
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Aus  dieser  Beziehung  geht  hervor,  dafs  das  von  uns 
betrachtete  Hyperboloid  von  besonderer  Art  ist,  weil  zwischen 
den  Grölsen  der  Hauptaxen  eine  Bedingung  obwaltet.  Diese 
Bedingung  selbst  läfst  unmittelbar  erkennen  eine  ähnliche 
für  den  Asymptotenkegel  unseres  Hyperboloids,  den  Kern- 
kegel desjenigen  Polarbündels  im  räumlichen  Polarsystem, 
dessen  Mittelpunkt  Wi  ist.  Da  nämlich  (S.  103)  die  beiden 
Eegelöffiiungen  in  den  Hauptebenen: 

in  der  [a  6]-Ebene    ctg  d^  =  ^ 

„    „     [ac]-Ebene    ctg  g)  =  — 

sind,  so  liefert  die  vorige  Bedingung: 

ctg2  -9-  —  ctg^  ^  =  1 , 

welche  zeigt  (S.  68),  dafs  der  Asymptotenkegel  ein  ortho- 
gonaler Kegel  ist.  Die  Hauptaxen  und  Hauptebenen  des- 
selben fallen  zusammen  mit  den  Hauptaxen  und  Hauptebenen 
unseres  Hyperboloids.     Der  Durchschnitt    des   Hyperboloids 

mit  der  [6c]-Ebene  ist  eine  Ellipse  (S:fl  mit  den  Hauptaxen 

2b  und   2c,  von  denen  die  letztere  die  gröfsere  ist  wegen 

der  obigen   Relation  -j-  =  — j^—  (c  >  6).   Der  Durchschnitt 

des  Hyperboloids  mit  der  [ac] -Ebene  ist  eine  Hyperbel  ^Jf^ 
mit  der  reellen  Hauptaxe  2c  und  dem  Asymptoten winkel 
2g),    d.  h.   demjenigen   Winkelraum,   in  welchem  nicht  die 

Hyperbelzweige  liegen,   also  tg  ^  =  —  •     Der   Durchschnitt 

des  Hyperboloids  mit  der  [a&]-Ebene  ist  eine  Hyperbel  4>Jfj 


liegt   daher   ganz  innerhalb  der  Strecke  ffi,   welche  selbst  folgenden 
Wert  hat: 

r-  enxc  «nnr  <**   —    &*  <*&  -n 

Ui  =  üKfi  —  ayjf  «=  c  — --J—  =.-—=.  JB. 

ao  c 

Wenn  insbesondere  p  bis  nach  f  gelangt,  so  kommt  ^i  nach  fi,  and 

es  wird  in  diesem  Grenzfalle  i**  =  -rrV  =  — =- ,  der  Wert  von  u  kann 

SWft        a* 

also  nur  bis  zu  diesem  Grenzwerte  --  hin   abnehmen,    aber   nicht 

a 

unter  denselben   heruntergehen.     In    diesem   Grenzfalle    selbst  wird 

|tt=«--,     1  —  «,«=»     -      d^ ,  also  da  d=^B  .  sin  w  ist.  w  ■»  90". 

a  c'  c 
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mit  der  reellen  Axe  2  b  und  dem  Asymptoten winkel  2d', 
(I.  h.  demjenigen  Winkelraum,  in  welchem  nicht  die  Hyperbel- 

zweige  liegen ,  also  tg^  =  — ;  der  komplementäre  Winkel- 
raum, welcher  die  Hyperbelzweige  selbst  enthält,  ist  >  90®, 
weil  a  >  6  ist  wegen  der  obigen  Kelation  -^  =  ~ili~ '  ^^^ 
Asymptoten    dieser    Hyperbel   ^^^^y    welche    in    der    Ebene 

[TOp7]  lißg^j  ^^^^  ^iß  Parallelen  durch  3R  einmal  zu  l  (oder  g) 
und  andererseits    zu  {,   (oder  g^).     Ein  Durchmesser  dieser 

Hjrperbel  ^^]  ist  für  uns  von  besonderem  Interesise,  nämlich 

derjenige,  welcher  auf  einer  der  Asymptoten  rechtwinklig 
ist,  sei  dies  der  zu  l  rechtwinklige;  dies  mufs  ein  reeller  Durch- 
messer sein,  weil  er  in  den  Wiukelraum  zwischen  den  Asym- 
ptoten hineinfällt,  die  den  über  90^  betragenden  Winkel  ein- 
schliefsen,  in  dem  die  Hyperbel  liegt.  Dieser  Durchmesser 
2x  ist  leicht  zu  ermitteln;  sei  sein  konjugierter  2^,  so 
haben  wir  wegen  der  Rechtwinkligkeit  von  x  gegen  l: 

ff  .  cos  (yx)  =  X 

und  wegen  der  Eigenschaft  der  konjugierten  Durchmesser: 

x^  —  y^  =  b^  ^  a^ 

X  .  9  .  sin  (j?!/)  =  a6, 

woraus  folgt  y^  —  x'  =  y'  sin'  (xy)  —  a'  —  6^  «_,  _  ^_^  ^jj  j^ 

-SiF-  =  ^«'  SO  folgt: 

x^  =  0^, 

d.  h.  der  gesuchte  zur  Asymptote  rechtwinklige  Durchmesser 

der  Hyperbel  $^*]  ist  gerade  so  grofs  wie  die  Hauptaxe  2  c 

des  Hyperboloids.  Legen  wir  daher  durch  ihn  und  diese 
Hauptaxe  eine  Ebene,  so  mufs  dieselbe  das  Hyperboloid  in 
einem  Kreise  schneiden^,  weil  durch  den  Mittelpunkt  5)1  des 
Durchschnittskegelschnitts  zwei  gleiche  zu  einander  recht- 
winklige Durchmesser  gehen. 

Wir  haben  also  die  Kreisebenen  des  Hyperboloids  ge- 
funden; es  sind  diejenigen  beiden  Ebenen,  welche  durch  die 
c-Axe  rechtwinklig  zu  den  Erzeugenden  l  (oder  y)  und  l^ 
(oder  2^  gelegt   werden.    Nehmen  wir  einen  dieser  beiden 
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EreisC;  so  ergiebt  sich  eine  sehr  einfache  Konstruktion  unseres 
Hyperboloids. 

Sei  j:  ein  beliebieger  Punkt  dieses  Kreises  und  ziehen 
wir  \oj:\  und  |o,]c|,  so  ist  der  Winkel  ü);o,  =90®,  weil|oCi| 
ein  Durchmesser  des  Kreises  ist;  ferner  steht  die  Ebene  [o):Oi] 
rechtwinklig  auf  dem  Strahle  l,  der  durch  o  geht.  Da  also 
l  Normale  der  Ebene  [0]T0]  ist^  so  ist  ihre  Richtung  auch 
auf  der  Richtung  von  |üj):|  rechtwinkbg ;  da  |Oiic|  rechtwinklig 
ist  zu  l  und  zu  \ox\,  so  ist  \o^x\  Normale  der  Ebene  [J|o]cQ 
oder  P):];  legen  wir  daher  die  Ebene  [liV]}  welche  durch  \OyT\ 
geht,  die  Normale  der  Ebene  [ly'],  so  müssen  die  Ebenen 
[Ij:]  und  [l^x]  selbst  zu  einander  rechtwinklig  sein,  weileine 
durch  die  Normale  der  andern  geht.  Nun  sind  aber  l  und  /j 
Erzeugende  des  Hyperboloids  und  j:  ein  gewisser  Punkt  des- 
selben, folglich  müssen  sich  die  beiden  Ebenen  [ly]  und  [\x] 
in  einer  Geraden  g^  schneiden,  welche  der  anderen  Regel- 
schar angehört,  zu  der  nicht  l  und  l^  gehören.  Wir  haben 
daher  folgende  einfache  Konstruktion  unseres  Hyperboloids: 

Wenn  man  um  l  eine  Ebene  dreht  und  durch  J, 
allemal  eine  zu  ihr  rechtwinklige  Ebene  legt,  so 
beschreibt  die  Durchschnittslinie  beider  Ebenen 
eine  Regelschar  g^^  unseres  Hyperboloids. 

Dafs  die  beiden  durch  diese  Bewegung  erzeugten  Ebenen- 
büschel [T]  und  [Z]]  projektivisch  sind,  ist  evident  (siehe  §  26). 
Wir  nennen  ein  solches  besonderes  Hyperboloid,  welches  er- 
zeugt wird  von  zwei  projekti vischen  Ebenenbüscheln,  deren 
entsprechende  Ebenen  rechtwinklig  zu  einander  sind,  ein 
orthogonales  Hyperboloid*)  und  haben  als  charakte- 
ristische Eigenschaft  desselben  die,  dafs  seine  Kreisschnitte 
rechtwinklig  stehen  auf  zwei  bestimmten  Erzeugenden  l  (oder//), 

•)  Vergl.  J.  Steiner:  Crelle's  Journal  Bd.  II  S.  292,  Aufgaben 
und  Lehrsätze,  J.  Steiner:  Syst.  Entw.  d.  Abb.  g.  Gest.  v.  einand. 
S.  218  u.  232.  M.  Chasles:  Journal  de  math^matiques  p.  J.  Liou- 
ville  tome  I  p.  324:  Analogie  entre  des  propositions  de  G^om^trie 
plane  et  de  Gäom^trie  k  trois  dimensions.  A.  Schön  flies:  Synthetisch- 
geometrische  Untersuchungen  über  Flächen  II.  Grades.  Inaug. -Disser- 
tation. Berlin  1877.  A.  Schön  flies:  Über  ein  specielles  Hyperboloid. 
Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  XXIII  S.  269.  H.  Schröter:  Über 
ein  einfaches  Hyperboloid  von  besonderer  Art^  Borchardts  Journal  f. 
Math.  Bd.  85,  S.  26. 


§  26.   Eine  metrische  Eigenschaft  des  oiihog.  Hyperboloids.    Ig5 

2,  (oder  g^)  der  einen  oder  der  andern  Regelschar.  Wir  hätten 
ebenso  auch  durch  g  und  g^  Paare  je  zweier  zu  einander  recht- 
winkligen Ebenen  legen  können,  deren  Durchschnittslinien 
Ix  die  andere  Begelschar  desselben  Hyperboloids  erzeugen. 

Da  der  Asymptot-enkegel  des  Hyperboloids  ein  orthogo- 
naler ist,  wie  oben  bemerkt  wurde,  und  die  Kegelstrahlen  den 
Erzeugenden  des  Hyperboloids  parallel  laufen,  so  folgt  schon 
aus  der  Erzeugung  des  orthogonalen  Kegels  durch  rechtwink- 
lige Ebeuenpaare  die  des  orthogonalen  Hyperboloids,  und 
dadurch  ist  auch  die  gleichnamige  Bezeichnung  gerechtfertigt. 

Das  Resultat  unserer  Untersuchung  besteht  also 
darin,  dafs  ein  räumliches  Polarsystem,  in  dem 
zwei  konjugierte  Strahlen  mit  zugehörigen  ortho- 
gonalenEbeneninvolutionen  vorkommen,  zurKern- 
fläche  ein  orthogonales  Hyperboloid  hat. 

§  26.    Bine  metrlBohe  Eigenschaft  des  orthogonalen 

Hyperboloids. 

Wir  gehen  auf  die  einfache  Erzeugung  des  orthogonalen 
Hyperboloids,  welche  wir  zuletzt  kennen  gelernt  haben,  noch 
näher  ein,  um  einige  Folgerungen  daran  zu  knüpfen. 

Drehen  wir  um  zwei  feste  windschiefe  Gerade  l  und  l^ 
als  Axen  zwei  veränderliche  Ebenen  |  und  g,  und  stellen 
dieselben  beständig  rechtwinklig  zu  einander,  so  wird  ihre 
Schnittlinie : 

eine  Regelschar  eines  orthogonalen  Hyperboloids  beschreiben*, 
denn    sei   die   zur  Stellung  der  Ebene  $  normale  Richtung 
durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  x'^  gegeben,  dann  ist 
die  durch  l^  and  je**  gelegte  Ebene  die  Ebene  Sj.     Bei  der 
Drehuiig  von  S  um  l  durchläuft  aber  y!^  eine  gerade  Punkt- 
reihe   aaf  derjenigen   unendlich -entfernten  Geraden   T,    in 
weicher   die  Normalebene  der  Axe  l  die  unendlich-entfernte 
Ebene  £""  schneidet;  es  beschreiben  die  Ebenen  |  und  [If^] 
zwei  gleiche,  also  projektivische  Ebenenbüschel,   von  denen 
das  zweite  nur  als  das  um  90"  gedrehte  erste  erscheint,  folg- 
lich ist  auch  die  von  jc*"  beschriebene  gerade  Punktreihe  mit 
dem  von  |  beschriebenen  Ebenenbüschel  projektivisch,  daher 
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sind  es  auch  die  Ebenenbüschel: 

m    und    Z,[|J. 

Ihr  Erzeugnis^  der  Ort  der  Schnittlinie  |g(J  >»  ^^,  ist  also 
eine  Regelschar  eines  einfachen  Hyperboloids,  yon  welchem 
l  und  li  ein  Paar  Erzeugender  der  andern  Begelschar  sind. 
Dafs  dieses  Hyperboloid  ein  orthogonales  ist,  erkennen  wir 
sogleich,  wenn  wir  irgend  eine  Ebene  e  normal  zum  Strahle  l 
legenr;  dann  wird  nämlich  auf  der  durch  l  gehenden  Ebene  l 
sowohl  die  Ebene  g,  als  auch  die  Ebene  e  rechtwinklig  stehen, 
folglich  auch  die  Schnittlinie  |Si£  ;  die  Ebene  €  schneidet 
daher  die  Ebenen  |  und  |^  in  zwei  zu  einander  rechtwink- 
ligen Strahlen,  welche  durch  zwei  feste  Punkte  gehen,  die 
Durchschnittspunkte  der  Strahlen  {  und  l^  mit  der  Ebene  f. 
Der  Ort  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels,  dessen  Schenkel 
durch  zwei  feste  Punkte  laufen,  ist  aber  ein  Kreis,  folglich 
ist  die  Durchschnittskurve  der  Ebene  6  mit  unserem  Hyper- 
boloid ein  Kreis.  Das  Gleiche  gilt  von  einer  beliebigen  Ebene 
£|,  die  normal  zum  Strahle  l^  gestellt  wird.  Wir  haben  also 
folgendes  Ergebnis: 

Wenn  ein  diedrischer  rechter  Winkel  sich  so 
bewegt,  dafs  seine  beiden  Ebenen  um  zwei  feste 
windschiefe  Gerade  l  und  {(  sich  drehen,  so  be- 
schreibt seine  Kante  ein  orthogonales  einfaches 
Hyperboloid,  dessenKreisschnittebenen  rechtwink- 
lig auf  den  beiden  Erzeugenden  l  und  {,  des  Hyper- 
boloids stehen. 

Hieraus  ergiebt  sich  zugleich  eine  zweite  Konstruktion 
des  Hyperboloids: 

Wenn  zwei  windschiefe  Gerade  2  und  l^  gegeben 
sind,  und  pian  bewegt  eine  veränderliche  Ebene  b, 
welche  denselben  in  den  Punkten  ^  und  p,  begegnet 
so,  dafs  sie  beständig  zu  l  (oder  l^)  rechtwinklig 
bleibt,  dann  wird  ein  über  )f^)f^-  als  Durchmesser 
in  der  Ebene  s  beschriebener  Kreis  ein  orthogo- 
nales Hyperboloid  erzeugen,  dessen  einer  Regel- 
schar l  und  2j  aug.ehören.  Dasselbe  Hyperboloid 
erhält  man  als  Ort  einer  zweiten  Kreisschar,  wenn 
man  in  einer  zu  2,  rechtwinklig  gestellten  Ebene  f| 
dieselbe  Konstruktion  ausführt. 
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Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  ^  eines  orthogonalen 
Hyperboloids  Parallele  zu  sämtlichen  Erzeugenden  gx  der 
einen  Regelschar,  so  sind  dieselben  bekanntlich  Strahlen  des 
Asymptotenkegels  (S.  99);  zieht  man  auch  zu  l  und  {|  die 
Parallelen  s  und  s^  durch  ^  und  betrachtet  s  s^  als  die 
Axen  zweier  den  Asymptotenkegel  erzeugenden  projektiyi- 
sehen  Ebenenbüschel,  so  sind  diese  Ebeneubüschel  bez.  parallel 
gestellt  und  gleich  den  Ebenenbüscheln  l[gx^  und  Z,  [gx\ 
welche  das  orthogonale  Hyperboloid  erzeugen,  folglich  ist  der 
Asymptotenkegel  des  orthogonalen  Hyperboloids  ein  ortho- 
gonaler Kegel  (8.67),  und  da  der  orthogonale  Kegel,  wie  wir 
gesehen  haben  (S.  70),  immer  auch  erzeugt  werden  kann  durch 
zwei   projektivisch-gleiche  Ebenenbüschel,  so  schliefsen  wir: 

Zwei  projektivisch  -gleiche  Ebenenbüschel, 
deren  Axen  sich  nicht  treffen,  erzeugen  allemal 
ein  orthogonales  Hyperboloid. 

Sind  o"^  und  o]^  die  unendlich  -  entfernten  Punkte  der 
Axen  l  und  {j,  legt  man  die -Ebenen  [/o^]  und  [ZiO"*];  die 
sich  in  der  Geraden  10*0*1  =  d*  schneiden,  also  parallel 
laufen,  und  legt  man  endlich  durch  l  und  Z|  die  zu  diesen 
Ebenen  rechtwinkligen  Ebenen,  so  schneiden  sich  dieselben 
in  dem  kürzesten  Abstände  (2  «=  { o  o^  |  der  beiden  Geraden  l 
und  {, ,  und  die  Schnittlinien: 

|oo*|=^,  |oiO*|=flr 
müssen  offenbar  zwei  besondere  Erzeugende  der  Regelschar 
ffx  sein,  und  zwar  ist  g  parallel  l  und  ^,  parallel  ?,,  also 
auch  die  Ebene  [Z^r,]  parallel  der  Ebene  [^?,]  uud  ihr  Ab- 
stand d=>  ioO||  die  kürzeste  Distanz  sowohl  für  die  Geraden 
/   und  {,  als  auch  für  die  Geraden  g  und  g^j  nämlich: 

0  =  (Zflfi)    und     ü,  =  (Z,öf). 

Legen  wir  nun  irgend  eine  Ebene  a  rechtwinklig  zum 
Strahle  {,  so  ist  dieselbe  auch  zu  g  rechtwinklig ;  sie  schneidet 
das  Hyperboloid  in  einem  Kreise,  die  Yier  Strahlen  11^  g  gx 
in  Tier  Punkten  p  iPi  C|  q,;  da  j^jip^  |  Durchmesser  dieses  Kreises 
ist,  ferner  die  Ebene  [Z^,]  der  iSbene  [Z,flf]  parsfUel  und  a  zu 
beiden  rechtwinklig  ist,  so  schneidet  a  beide  in  parallelen 
Linien-,  folglich  sind  die  Sehnen  |^)q|  und  \^x^\\  ^^  obigen 
Kjreise  parallel,  also  ist  auch  {qqij  ein  Durchmesser  des  Kreises. 
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Wir  erkennen  hieraus,  dafs  wir  an  Stelle  der  gegebenen  Strah- 
len l  und  Zj,  welche  wir  als  Axen  zweier  projektiTischen 
Ebenenbüschel  nahmen,  deren  entsprechende  Ebenen  za  einan- 
der rechtwinklig  gestellt  wurden,  auch  die  beiden  mit  jenen 
Erzeugenden  Parallelen  g  und  g^  der  zweiten  Regelschar 
hätten  annehmen  können,  um  in  gleicher  Weise  das  ortho- 
gonale Hyperboloid  zu  konstruieren;  also: 

Es  läfst  sich  dasselbe  orthogonale  Hyperboloid 
auf  zwei  verschiedene  Arten  durch  je  zwei  pro- 
jektivische  Ebenenbüchel  erzeugen,  deren  ent- 
sprechende Ebenen  zueinander  rechtwinklig  sind. 
Die  Axen  dieser  Ebenenbüschel  sind  zwei  zu  den 
beiden  Ereisschnitten  rechtwinklige  Erzeugende 
l  und  l^  dcT  einen  Regelschar  des  Hyperboloids 
oder  die  mit  ihnen  parallelen  Erzeugenden  g  und 
g^  der  andern  Regelschar. 

Da  die  Ebenen  [Ig^]  und  [Z]  g],  welche  sich  in  (f^  schnei- 
den, die  Berührungsebenen  des  Hyperboloids  in  den  Punkten 
{Igi)  ='  ü  und  (l^g)  «»  0|  sind,  so  ist  )oo,|  =  d  der  konjugierte 
Strahl  zu  ef^,  also  der  Mittelpunkt  ^  zwischen  o  und  Cj  der  Pol 
der  unendlich -entfernten  Ebene,  d.  h.  der  Mittelpunkt  des 
Hyperboloids.  Die  durch  5R  und  c^^  gelegte  Ebene  ist  recht- 
winklig auf  d,  also  d  selbst  eine  Hauptaxe  und  die  Ebene 
[3ßd7]  eine  Hauptebene  des  Hyperboloids.  Wir  nennen  die 
Länge  der  einen  Hauptaxe  des  Hyperboloids 

und  erhalten  die  beiden  andern,  indem  wir  in  der  Ebene 
["SüieTJ]  die  Parallelen  durch  3Ji  zu  Z  (oder^)  und  l^  (oder^t) 
ziehen,    dieselben    als    die    Asymptoten    der    Durchschnitts- 

Hyperbel    ($^^^)  in  dieser  Hauptebene  erkennen  und  Winkel 

und  Nebenwinkel  zwischen  diesen  Asymptoten  halbieren; 
diese  zu  einander  rechtwinkligen  Halbierungslinien  sind  die 
Hauptaxen  ihrer  Richtung  nach;  die  eine  mu(s  hyperbolisch 
(=1  2h)  sein,  die  andere  elliptisch;  ihre  Länge  wird  bekannt* 
lieh  yertreten  durch  das  Stück  (2  a),  welches  durch  die 
Asymptoten  auf  einer  Scheiteltangente  abgeschnitten  wird. 

Da  nun  eine  durch  |  o  0|  {  -«  (2  rechtwinklig  zu  l  gelegte 
Ebene  das  Hyperboloid  in    einem  Kreise  schneidet,   dessen 
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Darchmesser  2c  ist,   so  schneidet  dieselbe  die  Hyperbel  ^^^l 

in  einem  Durchmesser,  der  ebenfalls  2  c  sein  mufs  und  recht- 
winklig auf  einer  (zu  l  parallelen)  Asymptote  dieser  Hyperbel 
steht;  sei  für  den  Augenblick  der  zu  diesem  konjugierte 
Darchmesser  2  c,,  so  haben  wir  wegen  der  Rechtwinkligkeit 
von  c  gegen  die  eine  Asymptote 

c  «3  C|  cos  (cc^) 

und  wegen  bekannter  Beziehungen  zwischen  den  Paaren  kon- 
jugierter Durchmesser: 

c2  _  cf  =  62  _  a2 
cc,  8in(cc,)  =»  abf 

woraus  folgt  rt'  —  6^  = 

^^^«^^  a»  -   S»   +   l    =  0, 

die  schon  oben  (S.  180)  gefundene  Bedingung  zwischen  den 
Axeu  eines  orthogonalen  Hyperboloids. 

Wenn  wir  uns  bei  dem  orthogonalen  Hyperboloid  zwei 
solche  besondere  konjugierte  Strahlen  s  und  s^  herstellen,  wie 
wir  sie  früher  (S.  174)  als  Axen  zugehöriger  orthogonaler 
EbeneninTolutionen  zum  Ausgangspunkte  wählten,  90  be- 
sitzen die  Punkte  des  Hyperboloids  eine  sehr  einfache  me- 
trische Eigenschaft  rücksichtlich  s  und  s^,  die  wir  heryor- 
heben  müssen. 

Nehmen  wir  auf  derjenigen  Hauptaxe  (2c)  des  orthogo- 
nalen Hyperboloids,  durch  welche  die  Ereisschnitte  gehen,  ein 
solches  Paar  konjugierter  Punkte  (^))i)  an,  dafs  die  Strecke 
ppi  ganz  hineinfallt  in  die  Strecke  ff,  (s.  Anm.  zu  S.  182), 
wo  f  und  f }  die  demselben  Scheitel  zunächst  liegenden  Brenn- 
punkte in  den  Hauptschnitten  der  [c&]-Ebene  und  der  [cd]- 
Ebene  bedeuten  (was  in  doppelter  Weise  geschehen  kann); 
Jegen  wir  sodann  durch  ^  eine  zur  c-Axe  rechtwinklige  Ebene, 
welche  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel  schneidet  und 
denken  uns  die  zu  dieser  konjugierte  Hyperbel  konstruiert, 
dann  giebt  es  in  dieser  Hyperbel  einen  reellen  Halbmesser 

von  der  Grosse  ff,  (=  ~  )>  ^®^  natürlich  doppelt  auftritt. 
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Der  zu  einem  solchen  Halbmesser  konjugierte  Durchmesser 
der  Hyperbel  ist  der  Strahl  $,  der  zu  demselben  konjugierte 
Strahl  $1  und  das  Strahlenpaar  ss^  ist  yon  der  verlangten 
Beschaffenheit.  Dafs  in  der  That  ein  reeller  Halbmesser  von 

der  Gröfse  —  in  der  obigen  Hyperbel  existieren  mufs,  er- 

kennen  wir  sofort  aus  dem  Werte  der  reellen  Zwergaxe  jener 
konjugierten  Hyperbel;  nach  S.  180  ist  die  Potenz  der  zu- 
gehörigen Punktinvolution  =  a'  (1  —  fi^)   und,  da  nach  der 

Konstruktion  des  Punktepaars  (p)fi)  das  Verhältnis  ji^  >  -7 

ist,  also  1  -  fA^  <  -^^f-  (=  -^y),  so  ist  a^(l  — fi»)  <  -^-, 

also  der  gesuchte  Halbmesser  reell. 

Ist  auf  diese  Weise  ein  solches  besonderes  Paar  konjn- 
gierter  Strahlen  $s^  für  das  orthogonale  Hyperboloid  her- 
gestellt, welche  durch  die  Punkte  )>  und  )),  so  gelegt  sind, 
dafs 

epi        r  **=  8in(Z«,) 


wird, 


und  denken  wir  uns  (Fig.  5)  durch  0  zu  5  eine  Parallele  t  und 


f. 


t 


Fig.  5. 


§  26.    Eioe  metrische  Eigenschaft  des  orthog.  Hyperboloids.  191 

zu  S]  eine  Parallele  ^,  gezogen,  nehmen  sodann  einen  beliebigen 
Punkt  ]c  der  Geraden  l  und  legen  durch  j:  eine  Ebene  normal 
zu  den  parallelen  Strahlen  s  und  t,  denen  diese  Ebene  in  x' 
und  x"  begegnen  möge,  ebenso  durch  j:  eine  Ebene  normal 
zu  den  parallelen  Geraden  s^  und  t^,  denen  diese  Ebene  in 
den  Pflnkten  yi  und  xi  begegnen  möge ;  dann  sind  die  beiden 
Dreiecke  xx'x"  ii^d  xviVi  einander  ähnlich,  weil  sie  resp.  bei 
f  und  Xi  rechtwinklig  sind  und  die  Seiten 

X'x  =  OV  XV"  =  ox  •  sm{lt) 

ViXi  =  ^h        VlPi  =  ^V  •  8in(»i) 

einander  proportional  sind ;  folglich  wird  auch  das  Verhältnis 


e 


J-'L 


sein  müssen,  d.  h.  jeder  Punkt  x  der  Geraden  l  hat  von  den 
Geraden  s  und  s,  Abstände,  die  in  dem  konstanten  Verhält- 
nisse ft  zu  einander  stehen.  Da  diese  Abstände  bei  der  räum- 
lichen Figur  nur  im  abapfaiten  Sinne  aufzufassen  sind,  so 
hat  ihr  Verhältnis  für  alle  Punkte  der  Geraden  l^  g  g^  den- 
selben absoluten  Wert  ^.  Diese  Eigenschaft  des  konstanten 
Abstandsyerhältnisses  kommt  nicht  allein  den  Punkten  dieser 
Erzeugenden  Igligiy  sondern  überhaupt  sämtlichen  Punkten 
des  orthogonalen  Hyperboloids  zu. 

Denn  legen  wir  durch  l  und  l^  zwei  zu  einander  recht- 
winklige Ebenen,  die  sich  in  der  Erzeugenden  g^  des  ortho- 
gonalen Hyperboloids  schneiden,  so  läfst  sich  zunächst  für 
die  Richtung  von  g^  ein  sehr  einfaches  Gesetz  erkennen.  In 
0  schneiden  sich  die  Erzeugenden  l  und  g^ ,  und  durch  o  gehen 
die  zu  s  und  s^  parallel  gezogenen  Geraden  tt^]  letztere 
werden  durch  erstere  harmonisch  getrennt  wegen  des  Ver- 
hältnisses 

Bm(lt)    jia(gii) 

sin (2«,)   ~        ~lixL'(^tJ~^' 

Ziehen  wir  durch  o  auch  noch  eine  Parallele  h^  zu  jr,,  so 
wird  die  Ebene  [Kg^]  parallel  sein  der  Ebene  [ßxlt],  und  die 
Ebene  [hxT\  mit  der  Ebene  [jr,?]  zusammenfallen;  da  aber 
die  Ebenen  [^,/J  und  [g^li]  zu  einander  rechtwinklig  sind. 
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80  müssen  auch  die  Ebenen  [hxl]  und  [hxgt]  zu  einander 
rechtwinklig  sein.    Die  vier  Ebenen: 

sind  aber  harmonisch  und  zwei  zugeordnete  rechtwinklig  zu 
einander  9  mithin  halbieren  diese  die  Winkel  zwischen  den 
beiden  andern  zugeordneten  [hxf]  und  [%a;^|].  Wenn  aber 
in  einem  Dreikant  h^tfi  der  Neigungswinkel  an  einer  Eanie 
hz  halbiert  wird  durch  eine  Ebene ;  welche  die  gegenüber- 
liegende Seitenfläche  des  Dreikants  in  einer  Geraden  l  schnei- 
det^ so  ist: 

^in  (Ä^  ^     Bin(Zt)     ^ 
sinihj,)  —    8in(Zt,)  ^' 

folficlich  hat  das  Verhältnis  -r-rr^-,-  den  konstanten  Wert  u 

und^  da  die  Strahlen  h^tt^  bez.  parallel  laufen  den  Strahlen 
gx  ss^y  so  sind  auch  die  Richtungen  dieser  Strahlen  der  Be- 
dingung unterworfen: 

«in  (Qx  g) 

d.h.  die  Erzeugenden^j.  einer  Regelschar  des  ortho- 
gonalen Hyperboloids  verändern  ihre  Richtung 
dergestalt;  dafs  das  Verhältnis  der  Sinus  der  Win- 
kel;  welche  sie  mit  den  festen  Richtungen  von  s 
und  5|  bilden,  den  konstanten  Wert  fi  behält 

DaPs  dasselbe  auch  für  die  Erzeugenden  2«.  der  andern 
Regelschar  gilt,  braucht  nicht  besonders  nachgewiesen  zu 
werden,  weil  die  Erzeugenden  der  beiden  Regelscharen  paar- 
weise parallel  laufen. 

Nehmen  wir  jetzt  eine  beliebige  Erzeugende  gx  der  ersten 
Regelschar,  so  trifft  dieselbe  l  und  Z,  in  den  Punkten  a  und 
b;  diese  besitzen,  weil  sie  auf  den  Geraden  l  und  l^  liegen, 
wie  vorhin  gezeigt  wurde,  die  E^enschaft,  dafs  ihre  Ab- 
stände von  s  und  s^  in  dem  Verhältnis  (i  zu  einander  stehen; 
seien  die  Perpendikel  aus  a  auf  s  Si  die  Geraden  |a  a  { und  |aai ; 
die  Perpendikel  aus  b  auf  5  und  5,  die  Geraden  |bb'|  und  \Wi\, 

dann  ist: 

aa  bb' 
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ziehen  wir  ferner  durch  a   eine  Parallele  t  zn  s  und  eine 
Parallele  ti  zu  s^,  so  ist  auch: 

Eine  Normalebene  durch  b  zu  s  gelegt  (Fig.  6);  treffe  nun 


b! 


i^V- 


«c 


Fig.  6. 


s  in  V  und  ^  in  V]  ebenso  wird  eine  Normalebene  durch  b  zu 
Si  gelegt^  den  Strahl  s^  in  bl  und  ^,  in  b7  treffen  ^  und  da  diese 
beiden  Ebenen  normal  zu  s  und  5],  also  auch  zu  t  und  ^|  sind, 
so  sind  auch  |b"b|  und  |b"b'|  normal  zu  t  u.s..w.  Wir  haben  also: 


also 


aai  =  bi'bi 


bb"  =  ab  .  sin{gxt) 
bbi'  =  ab  .  8in(^«^,), 


f* 


.      J_b' bb'  jbb" 

hTb'C  ~  ^    "bbV  "  ^     bbT  ' 

folglich  sind  die  beiden  Dreiecke  bb'b"  und  bbibi'  einander 
ähnlich ,  weil  ihre  Seiten  proportional  sind.  Aus  der  Ähnlich- 
keit der  Dreiecke  folgt  aber  die  Gleichheit  der  Winkel^  nämlich 


8«HiflTKE,  Th«or.  d.  Oberfl.  8.  Ordn. 
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i  WV  =  L  bbi  K 
folglich  die  Gleichheit  der  Neigungswinkel : 

weil  t  die  Normale  der  Ebene  [bb'b"]  und  t^  die  Normale  der 
Ebene  [bblbi]  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  auf  der  Erzeugenden  g^  einen  beliebi- 
gen Punkt  X  an  und  legen  durch  ihn  eine  Normalebene  zu 
s,  welche  s  und  t  in  den  Punkten  y!  und  j:"  treffe,  und  zwei- 
tens durch  y:  eine  Normalebene  zu  s^y  welche  s^  und  /,  in 
ICi  und  ]Ci  treffe,  dann  müssen  auch  die  Dreiecke: 

y:j:  y         und        j:  j:i  ):i 

einander  ähnlich  sein,  weil  sie  zwei  Seiten  proportional  und 
den  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben;  es  ist 
nämlich  ^^^  _  ^^  .        ^^''  _  ^^  ^  ^m{gj) 

Txii  =  aia;        ni=  a): .  8in(^,^,), 
also  rr     _  „ n_ 

r'r"    —  ^  """    rr"* 

und  aufserdem  ^^.^  _  ^  ^^^^^j^ 

weil  diese  ebenen  Winkel  den  Neigungswinkeln 

bez.  gleich  sind. 

Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  folgt  aber  die  Pro- 
portionalität des  dritten  Seitenpaares: 

rr 

d.  h.  die  Perpendikel  aus  dem  beliebigen  Punkte  jc  der  Erzeugen- 
den Qa:  auf  die  beiden  festen  Strahlen  ss^  stehen  in  dem  kon- 
stanten Verhältnisse  ft  zu  einander.  Wir  haben  also  folgen- 
des Resultat: 

Jeder  Punkt  des  orthogonalen  Hyperboloids 
besitzt  die  Eigenschaft,  dafs  das  Verhältnis  seiner 
Abstände  von  den  beiden  festen  Strahlen  s  und  5, 
einen  unveränderlichen  Wert  (/:*)  behält. 

Diese  Eigenschaft  läfst  sich  geradezu  umkehren,  denn  es 
ist  leicht  einzusehen,  dafs  kein  anderer  Punkt  im  Kaume  als 
diejenigen  unsres  Hyperboloids  die  Eigenschaft  haben  kann, 
denselben  Wert  des  Verhältnisses  seiner  Abstände  von  s  und 
5,  zu  liefern;  wir  schliefsen  also: 
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Der  Ort  sämtlicher  Punkte  im  Räume,  für  welche 
das  Verhältnis  ihrer  Abstände  von  zwei  festen 
windschiefen  Geraden  ss^  einen  konstanten  Wert 
/t(<l)  besitzt,  ist  ein  orthogonales  Hyperboloid. 
Die  Konstruktion  desselben  aus  den  gegebenen  Daten  ss^ 
und  ,u  ist  im  Vorigen  enthalten. 

Solche  zwei  Gerade  s$i  sind  allemal  konjugiert 
in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  und  die  Axen  zu- 
gehöriger orthogonaler  Ebeneninvolutionen. 

§  27.    Das  gleiohseitige  Hyperboloid.*) 

Dem  orthogonalen  Hyperboloid,  welches  uns  in  den 
beiden  letzten  Paragraphen  beschäftigt  hat,  steht  zur  Seite 
ein  anderes  Hyperboloid  von  besonderer  'Art;  welches  sich 
zu  jenem  in  ähnlicher  Weise  verhält,  wie  die  gleichseitige 
Hyperbel  zum  Kreise. 

Das  charakteristische  Merkmal  des  orthogonalen  Hyper- 
boloids war  die  Eigenschaft,  dafs  seine  beiden  Kreisschnitte 
normal  stehen  auf  zwei  Erzeugenden.  Hier  tritt  uns  die 
Frage  nach  einem  Hyperboloid  entgegen,  welches  durch 
eine  zu  einer  Erzeugenden  rechtwinklige  Ebene  in  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  geschnitten  wird;  oder  auch,  da  die 
beiden  unendlich- entfernten  Punkte  einer  gleichseitigen  Hyper- 
bel in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  sich  fin- 
den, und  durch  jeden  derselben  eine  Erzeugende  derselben 
Kegelschar,  der  die  erste  Erzeugende  angehört,  gehen  muis, 
die  Frage: 

Ein  Hyperboloid  zu  finden,  bei  welchem  drei 
derselben  Regelschar  angehörige  Erzeugende  ll^l^ 
normal  unter  einander  gerichtet  sind. 

Da  hier  nur  die  Richtungen  der  Erzeugenden  in  Betracht 
kommen,  so  können  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  des 
Hyperboloids  (oder  irgend  einen  beliebigen  Punkt  im  Räume) 
<iie  Parallelen  zu  den  Erzeugenden  der  einen  oder  der  anderen 
Hegelschar  gezogen  denken;  diese  bilden  bekanntlich  (S.  99) 


•)  Vergl.  H.  Vogt:  „Über  ein  besonderes  Hyperboloid",  Bor- 
rhordVs  Journal  fClr  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.  86. 
S.  301. 
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den  Asymptotenkegel  des  Hyperboloids  und  die  vorige  Frage 
reduziert  sich  auf  die  folgende:  Giebt  es  auf  einem  Kegel 
2.  0.  drei  zu  einander  normale  Kegelstrahlen.  Diese  Frage 
ist  oben  (S.  78)  beantwortet  worden  und  giebt  uns  hier  fol- 
gende Antwort  auf  unsere  neue  Frage: 

Kommen  unter  den  Erzeugenden  einer  Regel- 
schar drei  zu  einander  normale  vor,  so  giebt  es 
unendlich  viele  solcher  Tripel  von  normalen  Er- 
zeugenden, indem  zu  jedem  Strahl  der  Regelschar 
zwei  bestimmte  unter  einander  und  zu  ihm  nor- 
male Erzeugende  derselben  Regelschar  vorhanden 
sind. 

Oder  auch: 

Ist  einmal  eineEbene,  welche  ein  Hyperboloid 
in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  schneidet^  recht- 
winklig zu  einer  Erzeugenden  desselben,  so  schnei- 
det jede  zu  einer  Erzeugenden  normale  Ebene  das 
Hyperboloid  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 

Es  ist  leicht  die  Bedingung  dafür  aufzustellen,  dafs 
dieser  Fall  einmal  auftritt.     Nehmen  wir  den  Hauptschnitt 

des  Hyperboloids  6^^j,  eine  Ellipse,  deren  Hauptaxen  2c  und 

2b  sind,  während  die  a-Axe  imaginär  d.  h.  der  Träger  einer 
elliptischen  Punktinvolution  ist,   deren  Potenz  «^  —  a'  ist, 

so  dais  also  diew  beiden  Hauptschnitte  ^^^  und  ip^^^  Hjperbeb 

sind  mit  der  gemeinschaftlichen  imaginären  a-Axe  und  den 
reellen  Zwergaxen  2  c  und  2  b.  Denken  wir  uns  eine 
der  beiden  Erzeugenden  aufgesucht,  welche  in  der  Be- 
rührungsebene eines  Scheitels  der  c-Axe  enthalten  sind; 
sei  l^  diese  Erzeugende  und  die  darauf  rechtwinklig  ge- 
stellte Ebene  £,  welche  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
schneiden  soll;  dann  wird  diese  Ebene  £  durch  die  c-Axe 
gehen,  welche  zugleich  ihre  reelle  Hauptaxe  ist;  die  imagi- 
näre Hauptaxe  derselben  trägt  also  eine  elliptische  Involution 
mit  der  Potenz  —  c^;  diese  ist  die  Schnittlinie  der  Ebene  f 

mit  der  [aft]- Ebene.  Die  Hyperbel  ^^^l^  deren  Potenzen  auf 
den  Hauptaxen  b^  und  —  a^  sind ,  hat  also  einen  imaginären 
Durchmesser  mit  der  Potenz  —  c'  und  eine  Asymptote,  welche 
rechtwinklig  auf  letzterem  steht,  weil  sie  parallel  l^  ist.   Nen- 


J 


woraus  folgt: 
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nen  wir  für  den  Augenblick  denjenigen  reellen  Durchmesser 
2ci,  welcher   konjugiert   ist    der   Schnittlinie    |fy[a&];;    so 

haben  wir    für   die   Hyperbel    ^^^l : 

cj  _  c^  =  62  _  a^ 
c,c  .  sin((?c,)  =  ab 

C,  C08(C(?i)  =  c, 

cj  —  cj  8in'(cc,)  =  c^ 
V^  —  a'  «»  —,     oder 

Dies  ist  die  Bedingung  zwischen  den  Hauptaxen  des  Hyper- 
boloids dafür^  dafs  dasselbe  einmal  drei  zu  einander  normale 
Erzeugende  einer  Regelschar  habe,  also  auch  unendlich-viele 
solcher  Tripel. 

Wir  nennen  ein  solches  Hyperboloid  ein  gleichseiti- 
ges Hyperboloid. 

Fassen  ¥rir  nun  bei  einem  gleichseitigen  Hyperboloid 
drei  solche  zu  einander  rechtwinklige  Erzeugende  11^  1^  der- 
selben Regelschar  auf,  so  giebt  es  bekanntlich  drei  zu  den- 
selben parallele  Erzeugende  gg^  g^  der  andern  Regelschar,  die 
mithin  auch  unter  einander  normal  sind,  und  da  jedes  gx  jedem 
h  begegnen  mufs,  so  enthalten  die  gg^g^  die  kürzesten  Ent- 
fernungen zwischen  je  zwei  der  ll^l^  und  umgekehrt.  Solche 
sechs  Erzeugende  g  g\g2^\h  fügen  sich  zusammen  zu  sechs 
Kanten  eines  Parallelepipeds,  dessen  übrige  sechs  Kanten  nicht 
auf  dem  Hyperboloid  liegen ,  oder  zu  den  sechs  Seiten  eines 

räumlichen  Sechsseits,  dessen  je  zwei 
Gegenseiten  parallel  sind  (Fig.  7): 

Die  sechs  Ecken  dieses  Sechsseits  sind 
zugleich  sechs  Ecken  des  Parallelepi- 
^  peds,  dessen  beide  übrige  Ecken  nicht 
auf  dem  gleichseitigen  Hyperboloid 
liegen. 

Wir  können  uns  solcher  recht- 
winkligen  Sechsseite  •  oder   Parallelepipeda    unendlich   viele 
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eines  solchen  Parallelepipeds^  wie  wir  es  vorhin  betrachtet 
haben,  deren  Ecken*  sämtlich  auf  einer  Eugelfläche  liegen. 
Der  Radius  r  dieser  Kugel  ist  also  »=  Cy,  und  wir  haben  aus 
dem  Obigen: 

wodurch  der  Radius  der  Eugel  bestimmt  ist.  (Aus  der  oben 
gefundenen  Bedingung  -t  +  m j  *=  ^   (olgt   a  <  6   und 

a  <  c,  folglich  ist  r^  positiv,  also  die  Kugel  reell.) 

Um  nun  zu  einer  beliebigen  Erzeugenden  l  die  beiden 
unter  einander  und  zu  ihr  rechtwinkligen  Erzeugenden  g^g^^ 
zu  finden ;  braucht  man  nur  ihre  Durchschnittspunkte  mit 
der  gefundenen  Kugel  aufzusuchen  und  die  beiden  durch  diese 
Punkte  gehenden  Erzeugenden  der  andern  Regelschar  zu 
nehmen. 

Auf  der  von  uns  gefundenen  Kugel  liegen  nicht  allein 
die  sechs  Ecken  des  Sechsseits  Igil^g^xO^y  sondern  auch  die 
beiden  übrigen  Ecken  des  ParallelepipedS;  nämlich  der  Durch- 
schnittspunkt der  drei  Ebenen: 

1^92]  \l29x'\  [kg] 
und  auch  der  Durchschnittspunkt  der  drei  Ebenen: 

[ho]  [^is^j]  iigxl- 

Diese  sechs  Ebenen  sind  Berührungsebenen  des  Hyperboloids, 
und  je  drei  zu  einander  rechtwinklig,  also  können  wir  auch 
sagen: 

Auf  der  vorigen  Kugel  liegen  allemal  auch  die 
Schnittpunkte  je  dreier  zu  einander  normajer  Be- 
rührungsebenen des  Hyperboloids  (die  Allgemein- 
gültigkeit dieses  Satzes  wird  sich  später  ergeben). 

Fassen  wir  nochmals  die  vorige  Figur  des  auf  dem  gleich- 
seitigen Hyperboloid  verlaufenden  Sechsseits: 

^9\h9\92 
ins  Auge  und  fügen  derselben  ein  beliebiges  zweites  Sechs- 
seit  derselben  Art  hinzu: 

V  9[hgT^^2i 
so  haben  wir  zwölf  Erzeugende  auf  dem  Hyperboloid  und  ge- 
langen von  der  bekannten  Eigenschaft  aus,  dafs  irgend  zwei 
Erzeugende  durch    die  Erzeugenden   der  andern   Regelschar 


§  27.    Das  gleichseitige  Hyperboloid.  201 

allemal  projektivisch  geschnitten  werden,  zu  metrischen  Be- 
ziehungen der  Art: 

(I)  g{lW)-9i(llikl')-9,(llihny 

oder,  wenn  wir  die  Schnittpunkte: 

070  =  r  (<7,I,)-9T  0/2^  =  st 

isn  •=  X  (9x1')  -  h  (9il')  =  h 

bezeichnen: 

oder^  wenn  wir  die  Werte  der  Doppelverhältnisse  einsetzen: 

a  b|  .  aj  c  =  a  1C.2  •  eil  Xt 

bc,  .  b,a  =  bjc  .  ^1X2 

l  ca,  .  c,b=  cXi  •  c,T, 
woraus  folgt: 

—  (ab,  .  bc,  .  ca,)'  —  {xi  .  rc,)  .  (t,c  .  y,a,) .  (rja  .  Tjb,). 

Nun  bedeutet  aber  das  Produkt  (ab,  .  bc,  .  ca,)  das  Volumen 
unseres  Parallelepipeds;  welches  wir  kurz  mit 

v  =  ab,  .  bc,  .  ca, 
bezeichnen  wollen^  und  jedes  der  Produkte: 

X^'X^ij        X\C.Xi<^i4       ):2^-^2^i 
bedeutet  die  Potenz  des  Punktes 

V }         Xt }         X2 
in  Bezug  auf  die  vorhin  ermittelte    dem  Parallelepiped  um- 
schriebene Kugel,  Potenzw^rtC;  die  wir  kurz  mit 

P(y)       PM       P(r,) 

bezeichnen  wollen,  so  dafs  wir  einhalten: 

-t;^=.P(y)P(j:,)P(r,). 
In  gleicher  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  an  Stelle  der  Ge- 
raden r  die  Gerade  U  oder  2^  setzen  und  die  Schnittpunkte: 

(i7&)  =  9        (91  li)  =  9i         (ffi  5)  =  t)2 
bezeicimen : 

- »» -=  p(^)  p(>,,)  p(9,) 

-  »»  «  P(i)  P(i,)  P(fc),    also 
-  t;«  =  P(j)  P(y,)  P(,:,)  P(i,)  P(»,,)  P(^,)  P(j)  P(i,)  P(j,). 
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Wenn  wir  andererseits  von  der  Gleichheit  der  Doppelverhält- 
nisse  ausgehen: 

(II)  V  {9  9x929)  =  li{9  919^9)  =  W9W29) 

und  das  Volumen  des  zweiten  Parallelepipeds: 

a  Ci .  b  ai .  c  Dl  =  t; 

bezeichnen;  so  erhalten  wir  in  gleicher  Weise: 

-  v'v'  =  F{r)  PO))  P(g) 
=  P(y.)  P(i),)  P(j,) 
=  Pfe)  P(i)j)  P(i,) , 

und  durch  Vergleichung  mit  dem  vorigen  Resultat  eigiebt 
sich  der  absolute  Wert  der  Volumina  v  »und  v  als  der- 
selbe ^  also: 

Die  Volumina  sämtlicher  auf  dem  gleichseiti- 
gen Hyperboloid  zu  verzeichnenden  rechtwinkli- 
gen Sechsseite  (oder  Parallelepipeda)  haben  den- 
selben konstanten  Wert. 

Um  diesen  konstanten  Wert  zu  ermitteln^  gehen  wir 
zurück  zu  der  besonderen  schon  früher  betrachteten  Erzeu- 
genden Z^  in  der  Berührungsebene  in  einem  Endpunkte  der 
c-Axe.  Die  beiden  zu  dieser  und  unter  einander  rechtwinkli- 
gen Erzeugenden  9^  und7J  fanden  wir  oben  durch  ihren 
Schnittpunkt  f,  welcher  der  Endpunkt  eines  Halbmessers  Cj 

war  in  der  Hyperbel  §J|||.    Ziehen  wir  durch  p  eine  Parallele 

Ä®  zu  l^,  so  ist  der  Abstand  dieser  Parallelen  P  und  h^  von 
einander  eine  Kante  des  besonderen  Parallelepipeds  ^  welches 
wir  betrachten,  der  Abstand  des  Mittelpunktes  ^T^  von  der 
Ebene  [pj^  die  Hälfte  einer  zweiten  Kante  des  Parallel- 
epipeds und  der  Abstand  des  Mittelpunkts  Wl  von  der  Ebene 
[Plcf^]  die  Hälfte  der  dritten  Kante  desselben,  endlich  das 
Volumen  des  Parallelepipeds  gleich  dem  Produkt  aus  diesen 
drei  Kanten.  Wir  können  aber  diese  drei  Kanten  leicht 
ausdrücken  durch  die  Hauptaxen  des  Hyperboloids.  Ziehen 
wir  noch  durch  3Ji  eine  Parallele  m®  zu  P,  so  ist  der  Ab- 
stand der  Geraden  m^  und  P  von  einander  =  c,  der*  Ab- 
stand der  Geraden  m®  und  Jc^  von  einander  s=  Cy  cos  (ccj)  =f, 
folglich   der    Abstand   der  Geraden  l^  und  k^  von  einander 

=  c .  yW  und  der  Abstand  des  Punktes  3Jt  von  der  Ebene 
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\P1fi]  =  —  y2y   also    sind  zwei  Kauten  des  Parallelepipeds 

einander  gleich  und  jede  gleich  c  ^2]  die  dritte  Kante  ist  der 
doppelte  Abstand  des  Punktes  ^  von  der  Ebene  [jfl^   und 

gleich  2  .  C]  sin(cc,)  =  2  — ,  folglich  der  Inhalt  des  Parallel- 

%f 

epipeds: 

«=  4tahc. 

Dies  ist  also  der  Wert  des  konstanten  Volumens  aller  auf 
dem  gleichseitigen  Hyperboloid  zu  verzeichnenden  recht- 
winkligen Parallelepipeda,  deren  jedes  gewisse  sechs  Kanten, 
die  ein  zusammenhäugendes  räumliches  Sechsseit  bilden,  hat, 
welche  drei  Paare  paralleler  Erzeugender  aus  den  beiden 
Ilegelscharen  sind. 

§  28.    Bosiehung  des  gleiohseitigen  Hyperboloids  sum 

allgenaeinen  TetraMer. 

Haben  wir  ein  allgemeines  Tetraeder  d.  h.  ein  solches, 
dessen  Ecken  vier  beliebige  Punkte  91 S 6^  sind,  die  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  so  heifst  die  von  jeder  Ecke  auf  die 
gegenüberliegende  Seitenfläche  herabgelassene  Normale  eine 
Höhe  des  Tetraeders;  nennen  wir  die  Seitenflächen  des  Te- 
traeders: 

und  den  Fufspunkt  des  aus  %  auf  a  herabgelassenen  Perpen- 
dikels a,  analog  für  die  andern  Ecken  die  Fufspunkte  der 

Hohen  : 

'    a    b    c    b, 

so  'werden  zwei  Ebenen  [9135  b]  und  [51 6  c]  sich  in  einer  Gera- 
den l  schneiden,  welche  offenbar  den  drei  Höhen  5[vi|,  '33  b|,  |(5c', 
gleichzeitig  begegnet,  weil  sie  durch  51  geht  und  mit  jeder 
der  beiden  andern  Höhen  in  einer  Ebene  liegt.  Diese  Gerade 
l  trifft  aber  auch  die  vierte  Höhe  35  b;  denn  da  1 23  b  |  die  Nor- 
male der  Ebene  ß  ist,  so  ist  die  Ebene  [5133  b]  rechtwinklig 
zur  Ebene  /J  =  [?[  635],  und  ebenso  ist  die  Ebene  [51(5  c]  recht- 
winklig zur  Ebene  y  =  [51353)].  Wir  haben  also  von  51  aus- 
gehend drei  Strahlen  ,51% ,  |5l(5!>  |5135|  eines  Dreikants  und  durch 
die  Kante  1 51 33 1  eine  Ebene  normal  zu  der  gegenüberliegenden 
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Fläche  des  Dreikants ^  durch  die  Kaute  \%(^\  eine  Ebene  nor- 
mal zu  der  gegenüberliegenden  Fläche  des  Dreikants  gelegt 
und  der  Schnittstrahl  beider  Ebenen  ist  2;  nach  einem  auf 
S.  81  bewiesenen  Satze  mufs  nun  auch  die  dritte  durch  |$l!D{ 
normal  zur  Fläche  [51336]  =  *  gelegte  Ebene  durch  l  gehen; 
da  aber  die  durch  {51^  |  normal  zur  Fläche  d  gelegte  Ebene 
durch  die  Höhe  |3)b|  gehen  mufs^  so  liegen  l  und  jS)b|  in  einer 
Ebene,  d.  h.  die  Gerade  l  schneidet  alle  Tier  Höhen  des  Te- 
traeders. In  ganz  derselben  Weise  können  wir  anstatt  von 
21  von  jeder  der  drei  übrigen  Tetraederecken  ausgehen  und 
demnach  vier  Gerade  konstruieren ,  welche  sämtlich  allen 
vier  Tetraederhöhen  gleichzeitig  begegnen.  Hieraus  folgt 
nach  S.  95  der  schon  dort  in  gleicher  Weise  bewie- 
sene Satz: 

Die  vier  Höhen  eines  Tetraeders  sind  Erzeu- 
gende einer  Regelschar  eines  Hyperboloids  oder 
kürzer,  haben  hyperboloidische  Lage. 

-Legt  man  durch  die  Höhe  \3äh\  eine  Ebene  6  parallel  zur 
Höhe  \%Ci\y  so  wird  diese  Ebene  rechtwinklig  sein  zur  Ebene 
ß  y  weil  sie  durch  |!SBb  |  geht  und  auch  rechtwinklig  zur  Ebene 
a,  weil  sie  parallel  |5la|  ist;  folglich  mufs  die  Ebene  c  recht- 
winklig stehen  auf  der  Schnittlinie  \cLß\f  welche  identisch  ist 
mit  |(S!D  |.  Die  Ebene  s  geht  also  durch  das  aus  93  auf  |(S£, 
herabgelassene  Perpendikel^  d.  h.  durch  eine  Höhe  des  Drei- 
ecks S3@S).  Legt  man  zweitens  durch  die  Höhe  |@c|  eine 
Ebene  b  parallel  zur  Höhe  {9la|,  so  wird  diese  aus  gleichem 
Grunde  durch  das  aus  (£  auf  |iB2!)|  herabgelassene  Perpendikel 
d.  h,  durch  die  zweite  Höhe  des  Dreiecks  33  SS)  hindurch- 
gehen. Die  Schnittlinie  \bb\,  welche  parallel  |2la|  ist  und 
den  Höhen  |S5ft|  und  |(Sc|  begegnet,  geht  also  durch  den 
Höhenpunkt  des  Dreiecks  33  @^  und  ist  die  in  diesem 
Punkte  auf  der  Tetraederfläche  a  errichtete  Normale.  Diese 
Schnittlinie  \bb\  ist  offenbar  eine  Erzeugende  der  andern 
Begelschar  des  vorigen  Hyperboloids ,  auf  welchem  die  vier 
Tetraederhöhen  liegen.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise 
die  vier  zu  den  Tetraederhöhen  parallelen  Erzea- 
genden der  andern  Regelschar,  wenn  wir  in  den 
Höhenpunkten  der  Seitenflächen  des  Tetraeders 
auf  diesen  Normalen  errichten. 
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HöteB  ^ 
,^a  ^^■- 

,w<js. jj^;,  d..«;] 

erbaue**  llele'V] 
,     i,ftr,  ***    Tttt»'" 

richte»-  I 


Betrachten  wir  die  Durchschnittsfigur  der  Ebene  a  mii 
dem  Hyperboloid  der  vier  Höhen,  so  ist  diese  ein  Kegel 
schnitt;  welcher  nach  dem  Vorigen  durch  die  Ecken  des  Drei 
ecks  336^  und  zugleich  durch  den  Höhenpunkt  desselben 
gehen  mufs,  folglich  eine  gleichseitige  Hyperbel  (Th.  d.  K 
S.  232),  und  da  die  Ebene  derselben  auf  der  Erzeugenden 
j9la{  rechtwinklig  steht,  so  ist  das  Hyperboloid  ein  gleich- 
seitiges (S.  197)  und  wir  haben  das  Resultat: 

Die  vier  Höhen  eines  Tetraeders  sind  allemal 
Tier  Erzeugende  derselben  Regelschar  eines  gleich* 
seitigen  Hyperboloids,  und  die  in  den  Höhenpunk- 
ten der  Seitenflächen  auf  diesen  errichteten  Nor- 
malen sind  vier  Erzeugende  der  andern  Regelschai 
desselben. 

Da  wir  hiemach  vier  Paare  paralleler  Erzeugender  des 
Hyperboloids  haben,  so  schneiden  sich  die  durch  diese  ge- 
legten vier  Ebenen  im  Mittelpunkte  ^l  des  gleichseitigen 
Hyperboloids. 

Bezeichnet  man  die  vier  Tetraederhöhen: 


%(X 


a 


a3b|=&    |6c|  =  d    |S)b|  =  d, 


so  bestimmen  schon  drei  derselben  das  gleichseitige  Hyper- 
boloid, auf  welchem  auch  die  vierte  liegen  mufs.  Umgekehrt 
läfst  sich  auch  erkennen, ,  dafs,  wenn  drei  Gerade  Erzeugende 
eines  gleichseitigen  Hyperboloids  sind,  sie  allemal  auch  ah 
drei  Höhen  eines  Tetraeders  aufgefafst  werden  können. 

In  der  That,   seien  bcd  drei  beliebige  derselben  Regel 

schar  angehörige  Erzeugende  eines 
gleichseitigen     Hyperboloids,     und 
schneidet  man  dieselben  durch  eine 
beliebige     zu     d    normale    Ebene 
[S  (5  b]  «-»  #,  so  ist  die  Schnittkurvc 
derselben  eine  gleichseitige  Hyper- 
bel.    Schneidet  die  zu   d   parallele 
Erzeugende  d^  die  Ebene  8  in  b^,  sc 
mufs  der  Höhenpunkt  ^  des  Dreiecks  iB(ib|  auf  jener  gleich- 
seitigen Hyperbel  liegen  (Fig.  6).     Die  durch  51  gehende  dei 
Kegelschar  bcd  angehörende  Erzeugende  a  des  Hyperboloids 
Olafs  dann  d^  treffen,  die  Normale  von  ^,  und  ebenso  treffen  l 


Fig.  8. 
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und  c  den  Strahl  d^ .  Hieraus  folgt;  weil  b]  der  Höhenpunkt  des 
Dreiecks  ^^6  ist;  dafs  die  durch  a  und  l^b|{  gelegte  Ebene 
Normalebene  des  Strahles  {iB@|  ist  u.  s.  f.  Es  lassen  sich 
also  durch  die  Dreiecksseiten  j$($|;  |@^|y  |%S|  drei  Ebenen 
legen^  die  beziehungsweise  rechtwinklig  sind  zu  den  drei 
Strahlen  a  h  c.  Diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  SD,  und  das  Tetraeder  ^9363)  hat  nich  allein  die 
drei  Höhen  a  b  c^  sondern  auch  als  vierte  Hohe  d,  denn  sie 
mufs  der  Regelschar  abc  angehören  und  zu  d^  parallel  sein, 
folglich  identisch  sein  mit  unserer  obigen  Erzeugenden  d. 

Drei  beliebige  Erzeugende  eines  gleichseitigen 
Hyperboloids,  welche  derselben  Regelschar  an- 
gehören, können  also  immer  als  Höhen  eines  Tetra- 
eders aufgefafst  werden.  Dasselbe  ist  dadurch  noch 
nicht  vollständig  bestimmt;  wir  können  noch  eine  der  drei 
auf  diesen  Höhen  normalen  Seitenflächen  des  Tetraeders  oder 
einen  Höhenfuispunkt  beliebig  wählen;  wird  dieser  willkür- 
lich angenommen,  so-  ist  das  ganze  Tetraeder  vollständig  be- 
stimmt und  wird,  wie  oben  angegeben,  konstruiert.  Seien 
bcd  die  gegebenen  Erzeugenden  des  gleichseitigen  Hyper- 
boloids, und  verändern  wir  den  Höhenfufspunkt  b  auf  d,  so 
rQckt  die  Ebene  d  parallel  mit  sich  fort,  folglich  verändern 
sich  $  und  6  auf  den  Strahlen  b  und  c  und  beschreiben 
projektivisch-ähnliche  Punktreiben,  deren  Erzeugnis  sehr  bald 
untersucht  werden  soll  (§29);  da  die  unendlich -entfernte  Ge- 
rade der  Ebene  S  unverändert  bleibt,  so  trifft  die  Verbindungs- 
linie |Ü3@|  sämtliche  Punkte  derselben.  Der  Strahl  di  ist 
durch  d  vollständig  bestimmt;  die  Ebene  [bj^a]  bleibt  be- 
ständig rechtwinklig  auf  |936i;  nimmt  also  alle  möglichen 
Stellungen  um  die  feste  Axe  d^  an,  folglich  wird  die  Gerade  a 
sämtliche  Erzeugenden  der  ersten  Regelschar  durchlaufen. 

Die  Frage:  Unter  welcher  Bedingung  erzeugen 
drei  Gerade  im  Räume  ein  gleichseitiges  Hyper- 
boloid? ist  hiemach  identisch  mit  der  anderen:  Wann  sind 
drei  Gerade  Höhen  eines  Tetraeders? 

Sind  b  und  c  zwei  beliebige  windschiefe  Gerade  und  $( 
ein  beliebiger  Punkt  im  Räume,  so  können  wir  31  als  Ecke 
eines  Tetraeders  wählen,  für  welches  b  und  c  Höhen  sein 
sollen.     Legen  wir  nämlich   durch  ^   eine  Ebene  ß  normal 
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zu  b  und  eine  Ebene  y  normal  za  c,  so  schneidei 
selben  in  einer  Geraden  |^3)|;  schneidet  femer  di 
den  Strahl  c  in  d  und  die  Ebene  y  den  Strahl  b   i 
sind  9(  33  6  drei  Ecken  des  Tetraeders  und  die  vierte 
dem  festen  Strahle  |^S)|.    Die  durch  a  und  d^  gele  ; 
hat  aber  zur  Normale  |93€';  folglich  mufs  der  drit 
strahl  a  in  derjenigen  Ebene  liegen,  welche  durch  - 
zu  der  bekannten  Geraden  |iBS|  gelegt  werden  kann 
folgt: 

Wenn  zwei  windschiefe  Gerade  b  c  als 
eines  Tetraeders  und  von  einer  dritten 
nur  ein  Punkt  31  gegeben  sind,  so  ist  die  G 
auf  eine  bestimmte  Ebene  [^$6]  beschränkt, 
man  erhält,  indem  man  durch  91  die  Normi 
ß  zu  b  und  die  Normalebene  y  zu   c   legt   i 

Schnittpunkte: 

(/5c)  =  6    (y6)  =  35 

mit  31  durch  eine  Ebene  verbindet 

Der  Mittelpunkt  ^  des  gleichseitigen  Hyperbol 
welchem  die  vier  Höhen  ab  c  d  des  Tetraeders  $[^(S' 
läikt  sic^;^  unmittelbar  finden  vermittelst  der  vier  p 
Erzeugenden  a^  &,  c^  d^ ,  welche  in  den  Hohenpunkten 
der  Seitenflächen  a  ß  y  d  normal  auf  diesen  stehen, 
wir  nämlich  zwei  parallele  Erzeugende  des  Hyperbo 
enthält  diejenige  in  ihrer  Ebene  liegende  Gerade,  w 
ihnen  paraUel  ist  und  gleich  weit  von  beiden  absl 
Mittelpunkt  ^  des  Hyperboloids. 

Nehmen  wir  nun  die  Höhe  |3la|  und  den  Höhen 
des  Dreiecks  S3Ct^;  so  wird  in  dem  Dreieck  Slaai 
der  Mitte  von  31  a^  auf  |aai|  herabgelassene  Perpen 
Mittelpunkt  ^  enthalten.  Nennen  wir  a,  den  Mi 
der  Strecke  1 31  a/  und  denken  uns  durch  aj  eine  Eben 
zur  Ebene  a «»  [iB6S)]  gelegt,  so  schneiden  die  drei 
Tetraederflächen  auf  dieser  Parallelebene  ein  Dreieck 
aus,  dessen  Ecken  die  Mitten  der  Kanten  |3l$ 
1 31 2)1  sind,  welches  also  ähnlich  und  ähnlich  liegen 
dem  Dreieck  3363);  der  Punkt  aj  ist  daher  Höhenp 
Dreiecks  inim^titsf  ebenso  wie  a|  der  Höhenpunkt  des 
3362)  ist. 
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Die  Ebene  [111111X211X3]  ist  parallel  gelegt  zur  Ebene  a 
und  steht  von  ihr  ebenso  weit  ab,  wie  die  Ecke  %]  bezeichnen 
wir  diese  Ebene  durch  a   und  denken  uns  die  drei  analogen 

Ebenen  ff  y  9  gelegt, 
^  welche    parallel     den 

g'    _yf_-_\::siw^ ^jj»  Ebenen  /J  y  ^   laufen 

^ ^"  ^'^  "7  .  und  die  Hohen  |86|, 

|(Sc|;  |S)b|  halbieren, 
so  bilden  die  vier  Ebe- 
nen a  ß^y'  y  ein  neues 
Tetraeder  rS'g'S)', 
dessen  Kanten  parallel 
laufen  den  Kanten  des 
alten  Tetraeders,  die- 
selben Mittelpunkte  ha- 
ben wie  jene,  während  sich  in  jedem  solchen  Mittelpunkte 
je  eine  Kante  des  alten  und  die  der  Gegenkante  pasaliele 
Kante  des  neuen  Tetraeders  halbieren  (Fig.  9).  Wir  be- 
zeichnen mit 

nt,  die  Mitte  der  Kante  |3[93|  und  der  Kante  |6:'2)' 
m2  „  „  „  ,;  |8l(5|  „  ..  .,  I»'®' 
in,    „      „        „        „      I21S)' 

»6 


^3  ;; 
ntj 
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Da  nun  aj  der  Hohenpunkt  des  Dreiecks  iit|  11X2  ^3  ^^* 
und  dieses  zu  Ecken  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks 
93' (S' 3)'  hat,  so  ist  bekanntlich  a,  der  Mittelpunkt  des  dem 
Dreieck  99' 6' 3)'  umschriebenen  Kreises,  und  das  aus  aj  s^uf 
der  Seitenfläche  a  =[33'6'3)']  errichtete  Perpendikel  geht 
durch  den  Mittelpunkt  3R  des  gleichseitigen  Hyperboloids. 
Dieses  Perpendikel  mufs  aber  auch  durch  den  Mittelpunkt 
einer  dem  Tetraeder  2l'S'(5'S)'  umschriebenen  Kugel  gehen, 
und  da  dasselbe  Raisonnement  ebenso  für  die  übrigen  Tetra- 
ederecken gilt,  so  erkennen  wir,  dafs  der  Mittelpunkt  31  des 
gleicliseitigen  Hyperboloids  zusammenfällt  ^mit  dem  Mittel- 
punkte der  dem  Tetraeder  ^'ä3'6'2)'  umschriebenen  KogeL 
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Der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  wird  aber  gefunden  ^  indem 
man  in  den  Mitten  der  Kanten  Normalebenen  zu  denselben 
legt,  also  haben  wir  folgenden  Satz: 

Wenn  man  in  einem  Tetraeder  durch  die  Mitte 
jeder  Kante  eine  Ebene  normal  zur  Gegenkante 
legt,  so  schneiden  sich  diese  sechsEbenen  in  einem 
Punkte,  dem  Mittelpunkt  des  gleichseitigen  Hyper- 
boloids, auf  welchem  die  vier  Höhen  des  Tetraeders' 
liegen.*) 

Ebenso  wie  der  Punkt  ^R  der  Mittelpunkt  einer  dem 
Tetraeder  (9l'93'(S'S)')  umschriebenen  Kugel  ist,  giebt  es  einen 
analogen  Punkt  3R' ,  welcher  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  der 
dem  Tetraeder  (3(93  (S^)  umschriebenen  Kugel  und  der  Mittel- 
punkt des  gleichseitigen  Hyperboloids  sein  mufs,  auf  welchem 
die  vier  Höhen  des  Tetraeders  (91' i8'(S'^')  liegen.  Die  beiden 
Punkte  ^  und  ^'  liegen  symmetrisch  in  Bezug  auf  den- 
jenigen Punkt  (S,  in  welchem  sich  die  vier  Verbindungs- 
linien |?191'|,  193 33' !,! 6(^1,  12)3)' I  entsprechender  Ecken  bei- 
der Tetraeder  schneiden,  d.  h.  der  Punkt  (S  liegt  mit  W  und  W 
auf  derselben  Geraden  und  halbiert  die  Strecke  ^^W.  Dieser 
Punkt  @  hat  aber  für  beide  Tetraeder  eine  sehr  einfache  Be- 
deutung ;  in  ihm  schneiden  sich  nämlich  die  Verbindungslinien 
der  Mittelpunkte  je  zweier  Gegenkanten,  also  ist  er  der  Schwer- 
punkt des  Tetraeders.    Wir  haben  demgemäfs  den  Satz: 

In  einem  Tetraeder  (91S6S))  liegen  der  Schwer- 
punkt (@),  der  Mittelpunkt  der  umschriebenen 
Kugel  (gjl')  und  der  Mittelpunkt  (TO)  des  gleich- 
seitigen Hyperboloids,  auf  welchem  die  vier  Höhen 
des  Tetraeders  liegen,  auf  einer  geraden  Linie,  und 
zwar  der  erstere  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden 
andern. 

Der  Zusammenhang,  in  welchem  die  beiden  Tetraeder 
(«93  62))  und  (?l'93'6'3)')  mit  einander  stehen,  ist  eiu  sehr 
einfacher;  wir  erkennen  ihn,  wenn  wir  durch  jede  der  sechs 
Mitten  nti  m2 .  •  •  tn^  diejenige  Ebene  legen,  welche  die  beiden 
in  dieser  Mitte  sich  kreuzenden  Kanten  enthält,  deren  eine 


*)  Die  betreffende  Literatur  siehe  Baltzer:  Elemente  der  Mathe- 
matik (1872).  F&nftes  Buch  §  6.  8.  9. 
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dem  einen,  die  andere  dem  andern  Tetraeder  angehört.  Diese 
sechs  Ebenen  sind  nämlich  offenbar  paarweise  parallel  und 
bilden  ein  schiefes  Parallelepiped,  als  dessen  acht  Ecken  die 
zweimal  vier  Ecken  der  beiden  Tetraeder  auftreten.  Die 
Kanten  der  Tetraeder  sind  also  die  zweimal  sechs  Diagonalen 
in   den  Seitenflächen  des  Parallelepipeds. 

Diese  räumliche  Figur  läfst  zugleich  den  bekannten  Aus- 
druck für  den  Inhalt  eines  Tetraeders  am  einfachsten  henror- 
treten;  es  sind  nämlich: 

|33G'|,     |693'|,     I®'«!,    irSDl 

vier  gleiche  und  gleichgerichtete  Kanten  des  Parallelepipeds, 
folglich : 

lase'i,  1693'!,  |2)'2i| 

drei  gleiche  und  gleich  gerichtete  Kanten  eines  dreiseitigen 
Prismas,  dessen  Inhalt  halb  so  grofs  ist,  als  der  des  Parallel- 
epipeds. Folglich  hat  das  Tetraeder  (3362)'?!),  welches  gleiche 
Grundfläche  und  Höhe  mit  letzterem  hat,  einen  Inhalt  gleich 
dem  sechsten  Teile  des  Inhalts  des  Parallelepipeds. 

Dieser  Tetraeder  (31^6^')  hat  aber  halb  so  grofsen  In- 
halt als  das  ursprüngliche  Tetraeder  (^93  (SS)),  denn  die  Fläche 
&  steht  gleich  weit  ab  von  d  und  S),  und  die  Fläche  S  steht 
gleich  weit  ab  von  J'  und  S)' ,  folglich  wird  die  Verbindungs- 
linie |S)3)'|  durch  die  Flächen  8  und  ^  in  drei  gleiche  Teile 
geteilt,  also  ist  ^*  von  d  halb  so  weit  entfernt  als  S)  von  d. 

Das  Tetraeder  (91  $  6  S))  hat  daher  zum  Inhalt  den  dritten 
Teil  des  Inhaltes  vom  Parallelepiped.  Letzterer  ist  leicht 
auszudrücken  durch  Gröfse  und  Lage  von  einem  Paar  Gegen- 
kanten  des  Tetraeders.  Bezeichnet  h  den  kürzesten  Abstand 
der  Gegenkanten  |913)|  und  |@S)|,  so  wird  demnach  der  Inhalt 
des  Tetraeders: 

=  iÄ.|2ia3|.|6S)|.  sin  (121331,  |635|), 

denn  k  ist  die  Hohe,  63)  =  6' SD'  und  31  SB 6' 5)'  eine  Seiten- 
fläche des  Parallelepipeds. 

§  29.    Das  hyperbolische  Paraboloid. 

Das  einfache  Hyperboloid  artet  in  eigentümlicher  Weise 
aus,  wenn  wir  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  ins  Auge 
fassen,  nämlich,  dafs  sein  Mittelpunkt  '^  selbst  im  Unead- 
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liehen  liegt  oder,  was  dasselbe  sagt,  dafs  die  uneUdlich-ent- 
femte  Ebene  £^  ihren  Pol  selbst  enthält.  In  diesem  Falle 
mafs  «-  eine  Berührungsebene  %ein ,  also  dieses  besondere 
Hyperboloid  in  einem  reellen  Linienpaar  r"  und  g^  schneiden, 
als  deren  gemeinschaftlicher  Punkt  der  Mittelpunkt  ^"^  an- 
zusehen ist. 

In  diesem  Falle  nennt  man  die  geradlinige  Fläche  2.  0. 
ein  hyperbolisches  Paraboloid,  als  dessen  charakte- 
ristische Eigenschaft  die  festzuhalten  ist,  dafs  dasselbe  zwei 
unendlich-entfernte  Gerade  V  und  g^  besitzt,  deren  Ebene 
a"^  eine  Berührungsebene  der  Fläche  ist. 

Die  beiden  Regelscharen  auf  dem  hyperbolischen  Para- 
boloid nehmen  hierbei  einen  einfachen  Charakter  an;  da 
nämlich  sämtliche  g^  auf  zwei  Erzeugenden  l  und  l^  der 
andern  Begelschar  projektivische  Punktreihen  ausschneiden, 
und  unter  den  gx  auch  die  besondere  Erzeugende  g"^  vor- 
kommt, so  müssen  die  beiden  projektivischen  Punktreihen 
auf  l  und  l^  ähnlich  sein  (Th.  d.  E.  §  19) ,  und  ebenfalls  auf 
irgend  zwei  andern  Erzeugenden  sowohl  dieser  als  auch  der 
zweiten  Regelschar.     Zugleich  gilt  die  Umkehrung: 

Zwei  projektivisch -ähnliche  gerade  Punkt- 
reihen, deren  Träger  sich  nicht  begegnen,  er- 
zengen allemal  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

In  der  That,  seien  dieselben: 

Z(ab  ..  .je  ...)>*.. .)    und    ?,  (a^tj  . .  .  y'j  . . .  ^)*  . .  .), 

so  müssen  die  unendlich-entfernten  Punkte  "jfT  und  )(!\  ent- 
sprechende sein,  also  ist  |p°°)>"^|  ss  ^"^  eine  Erzeugende,  die 
ganz  in  e^  liegt.   Nehmen  wir  nun  zwei  beliebige  Erzeugende: 

und  verbinden  deren  unendlich-entfernten  Punkte,  so  wird 
die  Verbindungslinie  ganz  in  £*^  liegen  und  daher  auch  der 
Erzengenden  g"^  begegnen  müssen.  Bezeichnen  wir  diese 
Gerade,  welche  die  unendlich-entfernten  Punkte  von  g  und  g^ 
verbindet,  durch  ?*,  so  sehen  wir,  dafs  V  den  drei  Erzeu- 
genden g  g^  g"^  gleichzeitig  begegnet,  also  ganz  der  Regel- 
schar lg  angehören  mufs,  mithin  alle  Verbindungslinien 
\tT\\  *=* 9»  ^ffl  oder  deren  unendlich-entfernten  Punkte  ent- 
halt.    Wir  haben  mithin  folgendes  Ergebnis: 

14* 


212  §  ^d.   Das  hyperbolische  Paraboloid. 

Jede  der  beiden  Regelscharen  eines  hyperboli- 
sehen  Paraboloids  besitzt  eine  ganz  im  Unend- 
lichen liegende  Erzeugende  (2"^  und  g'^)y  so  dafs  die 
unendlich-entfernten  Punkte  aller  Erzeugenden  g^g  auf  I*  und 
die  unendlich -entfernten  Punkte  aller  Erzeugenden  l^  auf  g"^ 
liegen.  Oder:  Die  unendlich-entfernte  Ebene  b^  ist 
Berührnngsebene  des  hyperbolischen  Paraboloids 
und  schneidet  dasselbe  in  zwei  reellen  Greraden. 

Dies  läfst  sich  auch  so  aussprechen: 

beim  hyperbolischen  Paraboloid  laufen  sämtliche  Erzeu- 
gende der  einen  Regelschar  bestandig  einer  festen  Ebene 
parallel  (treffen  T)  und  ebenso  samtliche  Erzeugende  der 
andern  Begelschar  einer  zweiten  •  festen  Ebene  (treffen  g^). 

Es  folgt  hieraus:  dafs  auf  einem  hyperbolischen 
Paraboloid  keine  zwei  parallele  gerade  Linien  vor- 
kommen können  (die  im  Endlichen  verlaufen);  denn  wären 
irgend  zwei  Erzeugende  aus  den  beiden  Regelscharen  l  und 
g^  einander  parallel  ^  so  müfste,  weil  durch  den  unendlich - 
entfernten  Punkt  von  l  die  bestimmte  Gerade  ^r*  geht,  g^ 
die  ^r*  treffen,  was  unmöglich  ist,  weil  sich  nie  zwei  Erzeu- 
gende aus  derselben  Regelschar  begegnen  können.  Anderer- 
seits können  wir  in  gewissem  Sinne  sagen,  dai's  sämtliche  l 
mit  g'^  und  sämtliche  g  mit  V  parallel  sind. 

Während  das  hyperbolische  Paraboloid,  wie  wir  gesehen 
haben,  nur  durch  zwei  projektivisch-ähnliche  (oder  insbeson- 
dere gleiche)  gerade  Punktreihen  erzeugt  werden  kann,  läfst 
es  sich  andererseits  durch  zwei  beliebige  Ebenenbüschel  er- 
zeugen, die  nur  besondere  Stellung  zu  einander  haben  müssen; 
sie  müssen  nämlich  so  liegen,  dafs  durch  ihre  Axen  l  und  Zj 
einmal  ein  Paar  entsprechende  parallele  Ebenen  gehen,  d.  h. 
dafs  dasjenige  Ebenenpaar  der  beiden  projektivi- 
schen  Büschel,  welches  auf  dem  kürzesten  Abstand 
ihrer  Axen  normal  steht,  ein  Paar  entsprechender 
Ebenen  ist;  dann  ist  nämlich  (/"^  eine  Erzeugende  und 
sämtliche  unendlich-entfernten  Punkte  von  g g\g%*  >  -  li^en 
auf  T^  folglich  degeneriert  das  Hyperboloid  in  ein  hyperboli- 
sches Paraboloid. 

Wir  können  das  hyperbolische  Paraboloid  auch  dadurch 
erzeugen,  daib  wir  eine  Axe  der  beiden  projekti vischen  Ebenen- 
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büschel  ganz  in  die  Unendlichkeit  verlegen^  nach  r'y  so  dafs 
das  eine  Ebenenbüschel  ein  Büschel  von  Parallelebenen  wird; 
weil  dies  Erzeugnis  1^  enthält;  so  ist  es  ein  hyperbolisches 
Paraboloid. 

Oder  wir  können  das  hyperbolische  Paraboloid  als  das 
Erzeugnis  zweier  projektivischer  Punktreihen: 

J  (ab  c . . .  x  . .  .)    und    T  (a*b*c*  .  . .  f) 

erhalten;  von  denen  der  Träger  der  einen  die  ganz  im  Unend- 
lichen liegende  Gerade  H^  ist;  diese  tritt  unserer  Anschauung 
näher,  wenn  wir  einen  im  endlichen  Räume  liegenden  Punkt 
O  nait  der  Punktreihe  (a*b*c*  .  .  .  jc*  .  .  .)  durch  ein  ebenes 
Strahlenbüschel  yerbinden  und  auf  der  Ebene  [OT]  desselben 
in  O  die  Normale  errichten.  Durch  diese  Normale  a  gehen 
sämtliche  Normalebenen;  welche  wir  in  D  auf  den  Strahlen 

Ojc*!  errichten,  und  wir  erhalten  dadurch  ein  Ebenenbüschel 
mit  der  Axe  a,  welches  projektivisch  -  gleich  ist  mit  dem 
Strahlenbüschel   jO  a*b*c*  . .  .  j:*  .  .  .  ;   die  Verbindungslinie 

vp*^|  erscheint  dann  als  das  Perpendikel;  welches  aus  dem 
Punkte  x  auf  die  entsprechende  Ebene  §  des  Ebenenbüschels 
a[£]  herabgelassen  ist  und  wir  erhalten  folgende  Erzeugung 
des  hyperbolischen  Paraboloids: 

Wenn  eine  gerade  Punktreihe  i(a6c...  ]c...)  und 
ein  mit  derselben  projektivisches  Ebenenbüschel 
a[aßy  .  .  .  |  .  .  .]  gegeben  sind;  und  man  von  jedem 
Punkte  X  der  Punktreihe  auf  die  entsprechende 
Ebene  |  des  Ebenenbüschels  ein  Perpendikel 
fällt;  so  bilden  diese  sämtlichen  Geraden  eine 
Regelschar  eines  hyperbolischen  Paraboloids. 

Die  beiden  ausgezeichneten  Geraden  F"  und  g'^  sind  auch 
aufzufassen  als  ein  Linienpaar ;  in  welches  der  Asymptoten- 
kegel des  allgemeinen  Hyperboloids  degeneriert. 

Von  besonderem  Interesse  ist  für  uns  der  unendlich-ent- 
iemte  Punkt  ^"^  des  hyperbolischen  Paraboloids ;  in  welchem 
sich  die  beiden  Geraden  T^  und  g'^  begegnen ,  d.  h.  der  Berüh- 
rungspunkt der  Ebene  £°°.  Wir  nennen  die  ausgezeichnete 
nach  demselben  hingehende  Richtung  die  Axenrichtung 
des  hyperbolischen  Paraboloids  und  erkennen  unmittelbar  ihre 
charakteristische  Eigenschaft: 
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Jede  Ebene  parallel  zur  Axenrichtung  des 
hyperbolischen  Paraboloids  schneidet  dasselbe  in 
einer  Parabel^  jede  andere  Ebene  in  einer  Hyper- 
bel; Ellipsen  können  aus  dem  hyperbolischen  Para- 
boloid niemals  geschnitten  werden. 

Zu  dem  ausgezeichneten  Punkte  ^*  oder  der  durch  ihn 
bestimmten  Axenrichtung  giebt  es  eine  rechtwinklig  stehende 
Ebene,  deren  Stellung  einzig  ist,  d.  h.  alle  Ebenen,  die  recht- 
winklig zur  Axenrichtung  stehen,  schneiden  die  unendlich- 
entfernte  Ebene  a"^  in  einer  bestimmten  Geraden  s'^,  und 
diese  begegnet  wiederum  den  beiden  vorhin  ermittelten  Gre- 
raden  V^  und  g'^  in  zwei  bestimmten  ausgezeichneten  Punkten: 

Durch  den  Punkt  Q"^  geht  nur  eine  einzige  bestimmte'^ür- 
zeugende  der  Begelschar  l^g,  wir  bezeichnen  dieselbe  mit  P] 
und  durch  dV^  geht  nur  eine  einzige  bestimmte  Erzeugende 
der  Regelschar  g^g,  wir  bezeichnen  dieselbe  mit  g^^  P  und 
^  selbst  müssen  sich,  da  sie  yerschiedenen  Regelscharen  an- 
gehören, in  einem  endlichen  Punkte  @  treffen-,  wir  nennen 
denselben  den  Scheitel  des  hyperbolischen  Paraboloids;  die 
Berührungsebene  in  dem  Scheitel  des  Paraboloids  ist  \jg^P] 
und,  da  sie  durch  ä^  geht,  der  Konstruktion  nach  recht- 
winklig auf  der  Axenrichtung. 

Wir  haben  ein  windschiefes  Vierseit  auf  dem  hyperbo- 
lischen Paraboloid,   gebildet  von   den   vier   ausgezeichneten 

Erzeugenden: 

jo    go    xo     ^« 

mit  den  vier  Ecken: 

Die  Gerade  1®^"°!  hat  zu  ihrer  konjugierten  Geraden  die 
Gerade  !0*SJi*|,  d.  h.  die  unendlich -entfernte  Gerade  der- 
jenigen Ebene,  welche  auf  der  Richtung  von  |©^*t  recht- 
winklig steht. 

Die  Ebene  [Zö^]«=r*^  ist  die  Berührungsebene  am  Scheitel 
(S  des  Paraboloids;  die  auf  derselben  normal  stehende  Ge- 
rade 1®^""!  heiijse  die  c-Axe  desselben.  Legen  wir  die  beiden 
Ebenen  durch  \cV\  und  \c^\  und  halbieren  die  von  ihnen- 
gebildeten  Winkel  und  Nebenwinkel  durch  zwei  neue  tlbenen. 
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so  schndden  dieselben  die  Ebene  s^  in  zwei  Geraden  b'^  und 
a^y  welche  als  die  beiden  übrigen  Haaptaxen  des  Paraboloids 
aufzufassen  sind.    Von  den  drei  Hauptaxen: 

a        0        C 

sind  also  zwei  ganz  im  Unendlichen  gelegen,  die  dritte  (c) 

hat  nur  einen  unendlich-entfernten  Punkt  '^'^]  von  den  drei 

Hauptebenen : 

[ca^-]    [c6*]     [a*6*] 

ist  eine  die  unendlich-entfernte  Ebene  «*  =  [a*6*],  die  beiden 
andern  haben  jede  nur  eine  unendlich-entfernte  Gerade.  Die 
Durchschnittskurven  dieser  beiden  Uauptebenen  mit  dem 
hyperbolischen  Paraboloid  sind  offenbar  zwei  Parabeln: 

C«     "Od     5pW  ^ 

welche  in  den  beiden  zu  einander  rechtwinkligen^  Winkel 
und  Nebenwinkel  zwischen  den  Ebenen  [cP\  und  [cg^]  hal- 
bierenden Ebenen  liegen ,  und  sowohl  den  gemeinschaftlichen 
Scheitel  (B,  als  auch  die  gemeinschaftliche  Axe  c  haben; 
aber  ihre  Oeffnungen  liegen  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  der  c-Axe  hin.  Dies  erkennen  wir  leicht^ 
wenn  wir  auf  l^  einen  veränderlichen  Punkt  j:  laufen  lassen 
und  diejenige  Erzeugende  g^  der  andern  Begelschar  verfolgen, 
welche  durch  j:  geht.  Diese  Erzeugende  g^g  hat  ihren  unend- 
lich-entfernten Punkt;  wie  wir  wissen ,  auf  l"^]  sie  begegnet 
den  beiden  Hauptebenen  [c6*]  und  [ca^]  in  zwei  Punkten 
b  und  a  und  geht  durch  den  Punkt  j:  der  Geraden  l^]  die 
vier  Ebenen: 

sind  aber  vier  harmonische  Ebenen ,  weil  das  erste  Ebenen- 
paar Winkel  und  Nebenwinkel  des  andern  Ebenenpaars  hal- 
biert; die  vier  Durchschnittspunkte  dieser  Ebenen  mit  g^ 
sind  daher  vier  harmonische  Punkte  und,  da  der  Durchschnitts- 
punkt von  g^g  mit  der  Ebene  [cg^]  =  [g^t^]  im  Unendlichen 
li^,  so  mufs  der  Punkt  x  ^^  ^^^  Mitte  zwischen  a  und  i 
liegen.     Wir  haben  daher  folgenden  Satz: 

Eine  beliebige  Erzeugende  ^«  der  einen  Regel- 
schar trifft  die  beiden  Parabeln  in  den  Haupt- 
ebenen des  hyperbolischen  Paraboloids  allemal  in 
zwei  Punkten,    deren  Mitte   in   der  Ebene  t  liegt, 


216  §  29.    Das  parabolische  Hyperboloid. 

d.h.  in  der  Berührungsebene  am  Scheitel  des  Para- 
boloids  und  zwar  auf  der  Geraden  l^  dieser  Ebene, 
während  eine  beliebige  Erzeugende -Z^  der  andern 
Regelschar  den  beiden  Parabeln  in  den  Hauptebe- 
nen in  zwei  Punkten  begegnet,  deren  Mitte  eben- 
falls in  der  Ebene  r  liegt,  aber  auf  der  Gera- 
den g^. 

Hieraus  folgt  nun  mit  Evidenz,  dafs  die  Parabeln  $^>o 

und  ^^J]d    ihre  Offnungen  nach  entgegengesetzten  Seiten  der 

c-Axe  hin  haben. 

Wenn  wir  um  die  Hauptaxe  c  des  hyperbolischen  Para- 
boloids  eine  veränderliche  Ebene  drehen  und  die  Durchschnitts- 
kurve  derselben  mit  dem  Hyperboloid  verfolgen,  so  erkennen 
wir,  dafs  die  sämtlichen  Durchschnittskurven  Parabeln  sind, 
welche  in  zwei  Gruppen  zerfallen;  die  eine  Gruppe  von  Para- 
beln hat  ihre  Öffnung  nach  der  einen  Richtung  der  c-Axe, 
die  andere  Gruppe  nach  der  entgegengesetzten  Richtung. 
Die  beiden  Gruppen  werden  von  einander  getrennt  durch 
zwei  specielle  Parabeln,  welche  in  die  Linienpaare: 

\V'g'^\    und    \fr\ 

zerfallen  und  in  den  Ebenen  {cl^'\  und  [cg^']  liegen. 

Denken  wir  uns  eine  zweite  Bewegung  ausgeführt,  indem 
wir  eine  zur  c-Axe  rechtwinklig  gestellte  Ebene  parallel  mit 
sich  verschieben,  und  verfolgen  wir  die  Durchschnittskurve 
dieser  Ebene  mit  dem  Hyperboloid,  so  erkennen  wir,  dafs 
dieselbe  allemal  eine  Hyperbel  sein  wird,  deren  Mittelpunkt 
auf  der  c-Axe  fortrückt,  und  deren  Asymptoten  beständig  den 
festen  Geraden  V  und  g^  parallel  bleiben;  diese  Hyperbeln 
zerfallen  aber  wieder  in  zwei  Gruppen,  welche  durch  die 
beiden  Linienpaare: 

V^g^     und     rg 


1»     'CO 


von  einander  getrennt  werden;  die  eine  Gruppe  von  Hyper- 
beln liegt  allemal  in  einem  und  demselben  Paare  von  Scheitel- 
räumen zwischen  den  Richtungen  von  V^  und  g^^  die  andere 
Gruppe  in  den  Nebenscheitelräumen,  also  sind  die  Durch- 
Schnittskurven  für  zwei  gleich  weit  vom  Scheitel  des  Paia- 
boloids  abstehende  Ebenen  immer  konj  ugierte  Hyperbeln, 
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weil  ihre  reellen  Äxen  konjugierte  Strahlen  in  Bezug  auf 
das  Paraboloid  sind. 

Durch  die  beiden  Parabeln  S!ß^^  und  ^^i»  ^  ^®^ 
Hauptebenen  ist  das  hyperbolische  Paraboloid  vollständig  be- 
stimmt, denn  wir  können  in  jeder  zur  c-Axe  rechtwinklig 
gestellten  Ebene  die  Durchschnittshyperbel  konstruieren,  von 
welcher  wir  den  Mittelpunkt  (Durchschnittspunkt  mit  der 
c-Axe)  und  die  beiden  Hauptaxen  (Durchschnittslinien  mit 
der  [c6*]-  und  [ca*]-Hauptebene)  mit  den  ihnen  zugehörigen 
hyperbolischen  und  elliptischen  Punktinvolutionen  kennen 
yermittelst  der  gegebenen  Parabeln. 

Da  irgend  zwei  Erzeugende  der  einen  Regelschar  des 
hyperbolischen  Paraboloids  von  sämtlichen  Erzeugenden  der 
andern  Regelschar  allemal  in  zwei  projektivisch-ähnlichen 
Punktreihen  geschnitten  werden,  so  entsteht  insbesondere  die 
Frage,  ob  es  auch  solche  Paare  von  Erzeugenden  giebt, 
welche  die  Träger  projektivisch -gleicher  Punktreihen  werden, 
oder,  was  dasselbe  ist,  ob  jedes  hyperbolische  Para- 
boloid auch  durch  zwei  gleiche  Punktreihen  erzeugt 
werden  kann? 

Legt  man  das  Ebenenbüschel: 

^[99iff2"  '9x'  ••]; 

welches  ein  Büschel  von  Parallelebenen  ist,  so  wird  dasselbe 
zwei  solche  Erzeugende .  l  und  l'  in  gleichen  Punktreiben 
schneiden,  welche  gleich  geneigt  sind  gegen  die  Stellung  der 
Ebene  IV^gx]-  Sollen  nun  zwei  Erzeugende  l  und  T  gleich 
geneigt  sein  zur  Ebene  [iTg^,  so  müssen  die  unendlich-ent- 
fernten Punkte  jc*  und  ]c'*  von  l  und  V  verbunden  eine 
unendlich-entfernte  Gerade  geben,  welche  der  unendlich-ent- 
fernten Geraden  der  Ebene  [r^®]  in  einem  Punkte  begegnet, 
dessen  Richtung  gleich  geneigt  ist  gegen  die  Richtungen  der 
Punkte  j:*  und  ):'*.  Diese  beiden  Punkte  liegen  aber  auf 
^•,  und  die  Geraden  r  und  ^*  treffen  sich  in  ^•;  folglich 
mufs  die  Richtung  nach  ^*  gleich  geneigt  sein  zu  den  Rich- 
tungen nach  jf^  und  jc'*,  oder  da  die  Richtung  nach  $*  recht- 
winklig ist  zu  der  Richtung  nach  Q*,  so  müssen  die  vier 
Punkte  auf  ^r* 
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harmonisch  gelegen  sein,  d.  h. :  Wenn  wir  in  der  dorch  die 
Hauptaxe  c  des  Paraboloids  gelegten  Ebene  [Pg*^^  Tom 
Scheitel  @  aus  zwei  Strahlen  ziehen,  die  zu  P  gleich  geneigt 
sind,  so  bestimmen  dieselben  die  gesuchten  Punkte  ]c*  und 
):'*  auf  flf*,  so  dafs  die  beiden  durch  p*  und  y'*  gehenden 
Erzeugenden  l  und  t  der  andern  Begelschar  in  projektivisch- 
gleichen  Punktreihen  von  sämtlichen  Erzeugenden  g^  ge- 
schnitten werden.  Es  giebt  daher  unendlich  viele  Paare  l 
und  r  yon  der  verlangten  Art  und  in  gleicher  Weise  unend- 
lich viele  Paare  g  und  g\  welche  von  sämtlichen  Erzeugenden 
Ix  in  zwei  projektivisch  gleichen  Punktreihen  geschnitten 
werden.  Die  Paare  l  und  t  treffen  ^*  in  einer  gleichseitig- 
hyperbolischen Punktinvolution,  deren  Doppelpunkte  ^"^  und 
Q*  sind,  und  die  Paare  g  und  g'  treffen  Z*  in  einer  gleich- 
seitig-hyperbolischen Punktinvolution,  deren  Doppelpunkte 
^'^  und  dt"^  sind.  Wir  haben  also  folgendes  Ergebnis  der 
Untersuchung: 

Ein  hyperbolisches  Paraboloid  kann  auf  zwei- 
fach unendlich-viele  Arten  als  das  Erzeugnis  zweier 
projektivisch-  gleichen  Punktreihen  aufgefafst 
werden. 

§  30.    Das  gleichseitig -hyperbolisohe  Paraboloid. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wenn  die  beiden 
Geraden  f*  und  ^*  des  hyperbolischen*  Paraboloids  recht- 
winklig zu  einander  sind;  wir  nennen  es  dann  ein  gleich- 
seitiges; jede  zu  der  Hauptaxe  c  normale  Ebene  schneidet 
dasselbe  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  und  da  zwei  solche 
von  dem  Scheitel  (S  des  Paraboloids  nach  entgegengesetzten 
Seiten  hin  gleich  weit  abstehende  Ebenen  dasselbe  immer  in 
konjugierten  Hyperbeln  schneiden  (S.  216) ,  zwei  konjugierte 
gleichseitige  Hyperbeln  aber  einander  kongruent  sind,  so 
folgt,  dafs  die  in  den  beiden  zu  einander  rechtwinkligen 
Hauptebeneii  [c6*]  und  [ca*]  liegenden  Parabeln: 

C«     »"d     5p«. 

beim  gleichseitigen  Paraboloid  einander  gleich  werden. 

Zwei  projektivische  gerade  Punktreihen  l  und  2|,  die 
ein   gleichseitig -hyperbolisches   Paraboloid    erzeugen   sollen^ 
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sind  anfser  der  Bedingung,  dafs  sie  projektivisch-ähnlicli  sein 
müssen ,  noch  einer  zweiten  Bedingung  unterworfen.  Seien 
nämlicli  p""  und  ^"^  ihre  unendlich-entfernten  Punkte,  welche 
auf  g'^  li^en,  so  schneiden  sich  die  beiden  Ebenen 

PP?]    und    p,))«] 

in  ^°°.  Zu  der  Stellung  dieser  beiden  Ebenen  giebt  es  eine 
bestimmte  rechtwinklige  Richtung,  deren  unendlich-entfernter 
Punkt  SÄ*  sei;  da  nun  f*  auf  g"^  rechtwinklig  steht  beim 
gleichseitigen  Paraboloid,  so  muls  2*  durch  9t*  gehen.  Die 
Richtung  von  91*  finden  wir  aber,  indem  wir  durch  l  und  {, 
zwei  Ebenen  legen,  die  auf  den  vorigen  Ebenen: 

[Jj)«]    und     p,^)*] 

rechtwinklig  stehen,  und  diese  beiden  neuen  Ebenen  schneiden 
sich  in  einer  Geraden,  welche  den  Erzeugenden  l\X^  in  den 
Punkten  q  q^  91*  begegnet.  Diese  Gerade  mufs,  weil  sie  den 
drei  Erzeugenden  l  \  T  gleichzeitig  begegnet,  eine  Erzeugende 
der  Begelschar  (/^  sein;  sie  ist  aber  zugleich,  der  Konstruktion 
zufolge,  diejenige  Gerade  IqqJ,  welche  den  kürzesten  Abstand 
der  Träger  l\  enthält;  wir  sehen  also: 

Wenn  zwei  projektivische  gerade  Punktreihen 
ein  gleichseitig-hyperbolisches  Paraboloid  erzeu- 
gen sollen,  so  müssen  nicht  nur  ihre  unendlich- 
entfernten Punkte  sich  entsprechen,  sondern  auch 
diejenigen  beiden  Punkte,  welche  den  kürzesten 
Abstand  von  einander  haben,  müssen  entsprechende 
sein. 
Dies  läfst  sich  auch  so  aussprechen: 

Sind  l  und  l^  irgend  zwei  Erzeugende  der  einen  Regel- 
schar eines  gleichseitig-hyperbolischen  Paraboloids,  so  ist  die- 
jenige Gerade,  welche  den  kürzesten  Abstand  zwischen  l  und 
2i  enthält  (d.  h.  auf  beiden  normal  steht)  eine  Erzeugende 
der  andern  Regelschar. 

Wir  können  das  gleichseitig -hyperbolische  Paraboloid 
auch  auf  folgende  Weise  konstruieren: 

Wenn  zwei  windschiefe  Gerade  (Z  und  Z,)  im 
Räume  gegeben  sind,  und  man  fällt  aus  jedem 
Punkte  der  einen  (Z)  das  Perpendikel  auf  die  an- 
dere   (ZJ,    so    bilden    sämtliche    Perpendikel    eine 
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Regelschar  eines  gleichseitig-hyperbolischen  Pa- 
raboloids. 

Denn  legen  wir  die  Normalebene  zu  {^ ,  so  schneidet  die- 
selbe die  unendlich -entfernte  Ebene  s^  in  einer  Geraden  T, 
und  die  vorigen  Perpendikel  sind  nichts  anderes,  als  die  Strah- 
len, welche  gleichzeitig  den  drei  Geraden  l^ir*  begegncD, 
bilden  also  eine  Regelschar  eines  hyperbolischen  Paraboloids, 
und  dafs  dasselbe  ein  gleichseitiges  sein  mufs^  erhellt  aus 
folgender  Bemerkung:  Sind  )>*"  und  )>7  die  unendlich  -  ent- 
fernten Punkte  der  Träger  l  und  l^ ,  so  gehört  die  Verbindungs- 
linie I  ^°°  p*^  I  =  (/^  dem  hyperbolischen  Paraboloid  an,  und  da 
die  Richtung  von  p"^  normal  ist  zu  der  Stellung  jeder  durch 
7*  gehenden  Ebene,  so  mufs  auch  die  durch  f)*^  gehende 
Gerade  g"^  zu  Z*  rechtwinklig  sein;  folglich  ist  das  Parabo- 
loid ein  gleichseitig- hyperbolisches. 

Eine  andere  Konstruktion  des  gleichseitig -hyperbolischen 
Paraboloids  ist  folgende: 

Wenn  man  zwei  windschiefe  Gerade  {l  und  },) 
durch  ein  Büschel  paralleler  Ebenen  schneidet, 
deren  Stellung  zu  einer  derselben  (Q  normal  ist, 
so  erhält  man  auf  ihnen  zwei  projektivische  Punkt- 
reihen, deren  Erzeugnis  ein  gleichseitig- hyper- 
bolisches Paraboloid  ist.  Denn  die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  dieser  beiden  projektivischen  Punkt- 
reihen sind  nichts  anderes,  als  die  aus  den  Punkten  von  {j 
auf  die  Gerade  {  heral^elassenen  Perpendikel. 

Das  gleichseitig- hyperbolische  Paraboloid  ist  als  eine 
Ausartung  zu  betrachten,  sowohl  des  orthogonalen,  als 
auch  des  gleichseitigen  Hyperboloids  (S.  174,  S.  195), 
denn  es  vereinigt  in  sich  die  charakteristischen  Eigenschaften 
beider  Flächen  auf  besondere  Weise.  Da  die  beiden  Geraden 
l^  und  g^  in  der  Berührungsebene  am  Scheitel  @  des  gleich- 
seitig-hyperbolischen Paraboloids  zu  einander  rechtwinklige 
Erzeugende  sind,  so  ist  die  Ebene  {jg^T^]  normal  zu  der  Er- 
zeugenden P]  diese  Ebene  [^t^]  schneidet  aber  das  Parabo- 
loid in  einem  Linienpaare,  welches  als  specieller  Fall  eines 
Kreises  zu  betrachten  ist,  weil  dasselbe  die  unendlich -ent- 
fernten imaginären  Kreispunkte  auf  2*  enthält  Dies  war 
die    charakteristische   Eigenschaft   des   orthogonalen  Hyper- 
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boloids.  Andererseits  sind  aber  auch  die  Erzeugenden  V  €^T 
als  drei  unter  einander  rechtwinklige  Erzeugende  aufzufassen; 
dies  war  die  charakteristische  Eigenschaft  des  gleichseitigen 
Hyperboloids. 

Untersuchen  wir  das  Paraboloid  zunächst  rücksichtlich 
der  ersten  Eigenschaft.  Seien  die  Brennpunkte  der  beiden 
gleichen  Parabeln: 

5P«       und     ^Z> 

in  den   beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Hauptebeneu  die 

Punkte: 

f    und    f,, 

welche  in  der  c-K^e  gleich  weit  von  dem  gemeinschaftlichen 
Scheitel  (S  abstehen ^  und  nennen  wir  den  Abstand: 

ff.=2A; 

nehmen  wir  sodann  zwei  beliebige  Punkte  p  ^j  auf  der 
C'AjLQy  die  auch  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  yon  (S 
gleich  weit  abstehen ^  aber  so^  dals  die  Strecke  ))))|  =2d 
ganz  innerhalb  der  Strecke  ff,  liegt;  also  ä  <  A  ist;  denken 
wir  uns  durch  )p  und  p^  zwei  Ebenen  normal  zur  c-Axe  des 
Paraboloids  gelegt  ^  so  werden  dieselben  in  zwei  (ihrer  Stel- 
lung nach)  koiijugierten  gleichseitigen  Hyperbeln  das  Para- 
boloid durchschneiden;  die  reelle  Axe  jeder  dieser  beiden 
gleichen  Hyperbeln  ist  offenbar  <  2A;  wir  können  also  von 
^  aus  einen  reellen  ELalbmesser  dieser  Hyperbel  ziehen  ^  der 
=  £jl  ist  (in  doppelter  Weise)  und  ebenso  von  )>,  aus  in  der 
andern  Hyperbel;  ergänzen  wir  noch  die  zu  diesen  Halb- 
messern konjugierten  Halbmesser^  welche  bez.  ihnen  parallel 
sind,    in  jeder   der  beiden  Hyperbeln  und    bezeichnen  ihre 

Strahlen  durch 

s    und    s^ , 

so  sind  diese  Träger  elliptischer  Punktinvolutionen  mit  den 
Mittelpunkten  )f  und  )p^  und  den  Potenzwerten  —  4A';  die 
konjugierten  Strahlen  s  und  s,  bilden  einen  Winkel  iv  mit 
einander,  der  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung: 

A  .  sin  «7  a»  ä 

(weil  wegen  der  konstanten  Potenz  der  Hyberbel  4A^.  sinw=4ld, 
gleich   dem  Quadrate  der  reellen  Halbaxe  der  Hyperbel  ist). 
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Hieraus  folgt,  da  sin  t^  <  1  sein  mufs;  die  vorausgesetzte 
Bedingung  d  <  A. 

Ein  solches  eben  gefundenes  Paar  yon  konjugierten 
Strahlen  ss^y  für  welches  die  Gerade^  die  ihren  kürzesten 
Abstand  enthält  (auf  beiden  rechtwinklig  steht),  die  Mittel- 
punkte der  zugehörigen  elliptischen  Punktinvolutionen  be- 
stimmt,  während    die  Potenzen    derselben    den  Wert  haben 

7-5—  ,  ist,  wie  unmittelbar  ersichtlich  und  auf  S.  175  aus- 

geführt  worden  ist,  von  der  besonderen  Beschaffenheit,  dafs 
jede  die  Axe  einer  zugehörigen  orthogonalen  Ebeneninro- 
lution  wird,  und  hat  zugleich,  wie  auf  S.  190  ff.  gezeigt  ist,  die 
andere  Eigenschaft ,  dafs  das  Verhältnis  der  Abstände  irgend 
eines  Punktes  der  Fläche  yon  den  Strahlen  s  und  s^  unver- 
ändert bleibt;  der  Wert  dieses  konstanten  Verhältnisses  (ft) 
ist  in  diesem  besonderen  Falle  =  1 ,  weil  insbesondere  der 
Punkt  @  von  s  und  s^  gleich  weit  absteht. 

Wir  gelangen  daher  durch  Umkehrung  dieses  Resultats 
zu  folgendem  Satze: 

Der  Ort  eines  Punktes,  welcher  von  zwei  wind- 
schiefen Geraden  s  s^  imRaume  gleich  weit  absteht, 
ist  ein  gleichseitig-hyperbolisches  Paraboloid, 
dessen  Hauptaxe  (c)  diejenige  Gerade  ist,  welche 
auf  beiden  gegiebenen  gleichzeitig  normal  steht 
oder  den  kürzesten  Abstand  derselben  enthält;  die 
Mitte  dieses  kürzesten  Abstandes  ist  der  Scheitel 
des  Paraboloids,  die  durch  denselben  parallel  zu 
s  und  s^  gelegte  Ebene  die  Berührungsebene  am 
Scheitel.  Legt  man  durch  die  Gerade,  welche  den  kürze- 
sten Abstand  zwischen  s  s^  enthält,  und  durch  jede  von  bei- 
den, s  und  Sj,  je  eine  Ebene,  halbiert  Winkel  und  Neben- 
winkel zwischen  diesen  Ebenen  durch  zwei  neue  zu  einander 
rechtwinklige  Ebenen ,  so  schneiden  dieselben  die  Berühnmgs- 
ebene  am  Scheitel  ©  in  zwei  Geraden  P  und  ^,  die  unend- 
lich-entfernte Ebene  a*  in  zwei  Geraden  {7*  und  ?*;  dies 
sind  vier  Erzeugende  des  gleichseitig- hyperbolischen  Para. 
boloids.  Um  das  ganze  Paraboloid  zu  erhalten,  kann  man 
nach  dem  Obigen  so  verfahren,  dafs  man  von  den  FuIb- 
punkten  ))  und  p^  des  kürzesten  Abstandes  )j>p^^=^2d  Paral- 
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lele  zu  s  und  s,  zieht  und  auf  jeder  derselben  nach  beiden 

Seiten  hin  Ton  )f  und  ^),  aus  ein  Stück  abtragt  =  — — ;  die 

Endpunkte  der  abgetragenen  Stücke  seien  q  q'  qi  qu  d.  h.  da 
2(2s=  ^q  .  sin  tr  ist,  wo  w  den  Winkel  (ss^)  bedeutet,  so 
wird  man  auf  s  von  :p  aus  das  Stück  2d  abzutragen  und  in 
dem  Endpunkte  des  abgetragenen  Stücks  ein  Perpendikel  auf 
s  zu  errichten  haben ,  welches  der  durch  p  zu  s,  parallel  ge- 
zogenen Geraden  ^in  q  begegnet.  Ist  ein  solcher  Punkt  q 
ennittelt,  so  ziehe  man  durch  q  diejenige  einzige  Gerade  l\ 
welche  j^  und  g"^  inSij  und  lege  die  ganze  Regelschar  g:,^ 
welche  P  V  T   gleichzeitig  trifft. 

Die  Geraden  s  5,  sind  ein  Paar  konjugierter 
Strahlen  mit  zugehörigen  orthogonalen  Ebenen- 
involutionen  für  das  gleichseitig- hyperbolische 
Paraboloid.  Ist  dieses  gegeben,  so  läfst  sich  ein  solches 
ausgezeichnetes  Strahlenpaar  ss,  nach  der  obigen  Kon- 
struktion in  zweifach  unendlicher  Mannigfaltigkeit  ermitteln; 
indem  man  das  Punktepaar  p)})  von  (S  aus  bis  nach  ff| 
heranrücken  läfst  und  die  Richtungen  Ton  s  und  s^   durch 

den  Halbmesser  2A  =*  -~ auf  doppelte  Weise  herstellen 

sin  w  *^^ 

kann. 

Untersuchen  wir  jetzt  an  zweiter  Stelle  das  gleichseitig- 
hyperbolische Paraboloid  als  Ausartung  eines  gleichseitigen 
Hyperboloids.  Da  jede  Erzeugende  g^  der  einen  Regelschar 
die  Geraden  2^  und  V  schneidet ,  also  der  Ebene  [^r*]  par- 
allel ist,  und  diese  Ebene  auf  Z®  normal  steht,  so  ist  jede 
Erzeugende  g^  normal  gerichtet  gegen  Z^  und  jede 
Erzeugende  Z«  normal  gerichtet  gegen  9^;  unter  den 
samtlichen  Erzeugenden  g^  können  wir  unendlich  viele  Paare 
rechtwinkliger  auffinden,  denn  durch  jeden  Punkt  von  Z^^ 
geht  nur  eine  bestimmte  g^ ;  wenn  wir  uns  also  auf  T  die- 
jenige elliptische  Punktin volution  (7:,  t))  denken,  deren  ima- 
ginäre Doppelpunkte  die  imaginären  Ereispunkte  auf  T*  sind, 
so  gehen  durch  zwei  konjugierte  Punkte  derselben  allemal 
zwei  Erzeugende  g^  und  ^9,  die  rechtwinklig  zu  einander  ge- 
richtet sind ;  sie  begegnen  beide  der  Erzeugenden  Z^  und  sind 
normal  auf  ihr;  die  drei  Erzeugenden  Z^  g^  g^^  sind  also  drei 
unter    einander    normale    Erzeugende    des   Paraboloids  und 
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solcher  Tripel  giebt  es  unendlich  viele  ^  indem  g^  und  g^  sich 
verändern,  V^  immer  dasselbe  bleibt.  In  gleicher  Weise  können 
wir  ein  Tripel  normaler  Erzeugenden  s^l^lxf  herstellen,  in- 
dem veir  auf  g"^  die  Punktinvolution,  deren  Doppelpunkte  die 
imaginären  Kreispunkte  sind,  annehmen  und  ein  beüebiges 
Paar  konjugierter  Punkte  j:  t)  derselben  wählen.  Es  giebt 
also  auf  dem  gleichseitig -hyperbolischen  Paraboloid  eine 
doppelte  Unendlichkeit  von  Tripeln  je  dreier  unter  einander 
normaler  Erzeugender,  von  denen  immer  zwei  derselben  Regel- 
schar angehören,  und  die  dritte  die  der  andern  Regelschar 
angehörige  Erzeugende  ist,  welche  in  der  Berührungsebene 
am  Scheitel  liegt.  Die  in  der  früheren  (S.  197)  allgemeinen 
Betrachtung  aufgefundenen  Parallelepipeda,  deren  sechs  Kan- 
ten auf  dem  gleichseitigen  Hyperboloid  verlaufen,  behalten 
also  nur  drei  an  einander  stoisende  Kanten  im  Endlichen. 

Nehmen  vrir  zwei  derartige  Tripel  aus  den  beiden  ver- 
schiedenen Gruppen: 

Pg^gr,    und    g%l^, 

so  bilden  die  vier  Strahlen  gxgylxly  ein  Tetraeder: 

von  welchem  zwei  Paare  von  Gegenkanten,  nämlich 

131351,  |(5S)|    und    |a36|,  \%^\ 

rechtwinklig  zu  einander  sind,  folglich  müssen  (S.  84)  auch 
die  beiden  letzten  Gegenkanten: 

|216|,  1332)1 

zu  einander  rechtwinklig  sein;  es  müssen  die  vier  Höhen 
dieses  Tetraeders  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  durch 
welchen  gleichzeitig  die  drei  kürzesten  Abstände  der  drei 
Paar  Gegenkanten  hindurchgehen.  Der  kürzeste  Abstand  der 
Gegenkanten  |3liB|  =  2;  und  |(S2)|  «» Z^  ist  aber  die  Gerade 
^^  und  der  kürzeste  Abstand  der  Gegenkanten  |936|«>jr9 
und  I  J)3ll  c==5rj  ist  die  Gerade  ü®,  und  g^V^  treffen  sich  in 
dem  Scheitel  @  des  Paraboloids,  folglich  ist@  derHöhen- 
punkt  des  Tetraeders  (313362)). 

Bezeichnen  wir  noch  die  Fufspunkte  der  kürzesten  Ab- 
stände der  beiden  Gegenkantenpaare  |$193|,  |@2)|  und  {^2)|, 
%6|  in  diesem  Tetraeder,  nämlich  die  Punkte: 


§  30.    Das  gleichseitig- hyperbolische  Paraboloid.  225 

und  die  Fufspunkte  der  Höhen  des  Tetraeders  ^%(S^ 
durch  5li5B,  6i3), ;  so  wird,  weil  in  dem  Dreieck  3lS)a| 
der  Punkt  (S  der  Hohenpunki  ist,  die  Beziehung  gelten: 

a2l .  aJ)    +Ä®-ciai=0    und 

in  dem  Dreieck  2l8bi  in  gleicher  Weise: 
b2l.b©    +l)©.l)b,  =0    und 
®b  .  @bi  =  ©31 .  ©31,  =  ©5ö  .  ©33, , 

folglich  auch 

©a  .  ©ttj  =  ©b  .  ©b,. 

Halten  wir  nun  das  eine  Paar  Erzeugender  z.  B.  g^  und 
gxf  fest,  Terändem  aber  das  andere  Paar  l^  und  2^,  so  folgt, 
dafs  das  Punktepaar  313)  eine  Punktinyolution  durchläuft, 
deren  Mittelpunkt  a  ist;  diese  Punktinvolution  mufs  elliptisch 
sein,  weil  das  Ebenen  paar  [g^l^]  und  [g^l\i]  rechtwinklig  ist; 
ebenso  durchlaufen  b  b^  eine  elliptische  Punktinyolution,  dereu 
Mittelpunkt  ©  ist.     Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Die  Paare  rechtwinkliger  Erzeugender  aus  der 
einen  Regelschar  (I^Id)  eines  gleichseitig-hyper- 
bolischen Paraboloids  treffen  eine  beliebige  Er- 
zeugende der  andern  Regelschar  {g^)  allemal  in 
Punktepaaren  einer  elliptischen  Punktinvolution, 
deren  Mittelpunkt  derjenige  Punkt  ist,  in  welchem 
g^  von  P  getroffen  wird;  die  Potenz  dieser  Punkt- 
involution ist  gleich  dem  negativen  Rechteck  aus 
den  Abständen  der  Erzeugenden  g^  von  der  zugehö- 
rigen normalen  Erzeugenden  ^^  und  von  g^.  Die 
gleiche  Eigenschaft  gilt  auch  für  die  Paare  g^  und  g^. 

Nennen  wir  die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  g^ : 

©b  .  ©bi  =  —  ft^ 
und  den  Abstand  irgend  einer  Erzeugenden  g^  von  g^ 

*=©a, 
80    wird  sich    die  Potenz  der  Punktinvolution    auf  g^    aus- 
drücken lassen  durch  ft^  und  d]  nämlich 

a3l.aS)  =  ©a  {a©  + ©a,}  =  -  {ft"  +  Ä«). 

SchbOtbb,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Urdn.  15 


226  §  30.    Das  gleichseitig -hyperbolische  Paraboloid. 

Da  ferner  die  drei  Strahlen  g^  g^  gx^  sämtlich  auf  P  nonnal 
stehen,  so  wird,  wenn  wir  den  Winkel 

bezeichnen,  a%  .  cos  w  =  eh 

aS)  .  cos  «<?  =  @bi , 

folglich ,  —  (f*^  +  *^)  •  cos^  w  =>  —  fi^y 

woraus  folgt  d^ ,_  ^2  ^  ^2  ^^^ 

d.  h.  der  Abstand  der  Geraden  g^  von  der  festen 
Erzeugenden  g^  wächst  proportional  der  Tangente 
des  Winkels,  welchen  die  veränderliche  Erzeu- 
gende flT;  mit  der  festen  Erzeugenden  g^  bildet.  Dies 
läfst  sich  auch  so  aussprechen:  Wir  können  das  gleich- 
seitig hyperbolische  Paraboloid  als  eine  Schrauben- 
fläche  auffassen,  welche  entsteht,  wenn  eine  Ge- 
rade g^  sich  rechtwinklig  zu  einer  Leitlinie  P  an 
derselben  so  verschiebt,  dafs  die  Tangente  des 
Winkels  gegen  eine  Anfangslage  g^  der  Entfer- 
nung von  dieser  Anfangslage  proportional  ist 
Die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  g^  wird : 


oder    — 


cos*  w  sin*  to 

Um  die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  g^  zu  ermitteln, 
suchen  wir  eine  solche  Erzeugende  g^  auf,  welche  gegen  f 
unter  45®  geneigt  ist,  dann  wird  t<?  =*  45®  also  |[i*  =  d'; 
es  ist  also- der  Abstand  dieser  besonderen  Erzeugenden  ^, 
von  ö  zu  ermitteln;  da  die  Ebene  [^jZ®]  unter  45®  geneigt 
ist  gegen  die  Ebene  [gH^  und  die  Ebene  [Z®^*]  auf  [fP] 
rechtwinklig  steht,  so  ist  [^|2®]  eine  Halbierungsebene  zwi- 
schen den  beiden  Ebenen  [Pg^^  und  [Z®^'"];  femer  ist  eine 
Halbierungsebene  des  Neigungswinkels  zwischen   [l^g'^]  und 

[g^J^]  eine  Hauptebene;  es  sei  die  der  Parabel  '^^^K    In  dem 

von  den  drei  Ebenen  [l^g^]  P®^/*]  [g^T]  gebUdeten  recht- 
winkligen Dreiflach  (Oktant)  wird  also  derjenige  Strahl,  dessen 
Punkte  von  den  drei  Seitenflächen  (also  auch  von  den  drei 
Kanten)  gleich  weit  abstehen,  von  dem  Scheitel  @  nach  dem 

Punkte  Xi  der  Parabel  ^^^  hingehen,  in  welchem  die  ge- 
suchte Erzeugende  jr,  der  Ebene  der  Parabel  ^^J^  begegnet. 
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Da  nun  der  Abstand  des  Punktes  ^^  von  einer  der  drei 
Ebenen    des   rechtwinkligen  Dreikants   zu   seinem  Abstände 

von   einer  der  drei  Kanten  sich  verhalten  mufs,  wie  1  :  ]/2, 

so  wird  >•,  ein  solcher  Punkt  auf  der  Parabel  ^^^  sein,  dafs 

sein   Abstand    von    der  Parabelaxe   zum    Abstände    von    der 

Scheiteltangente  der  Parabel  sich  verhält,  wie  ^2  :  1 ;  dieser 
Punkt  ist  aber  leicht  zu  ermitteln ;  sei  f  der  Brennpunkt  der 

Parabel  ^^^,  so  mufs  der  gesuchte  Punkt  Xt  doppelt  so  weit 

von  der  Scheiteltangente  der  Parabel  abstehen,  wie  der  Brenn- 
punkt f.  Hieraus  folgt,  dafs  der  Abstand  der  gesuchten  Er- 
zeugenden ^1  von  ©  ebenfalls  gleich  2-  £f  sein  wird,  oder 
wenn  wir  mit  f  und  f^  die  Brennpunkte  der  beiden  Parabeln 
in  den  Hauptebenen  des  Paraboloids  bezeichnen,  so  ist  die 
Potenz   der  elliptischen  Punktinvolution  auf  dem  Strahle  l^ 

Wir  können  also  dem  Obigen  noch  folgendes  Resultat 
hinzufügen  : 

Die  Paare  rechtwinkliger  Erzeugender  {giQn) 
aus  einer  Regelschar  eines  gleichseitig  hyperbo- 
lischen Paraboloids  treffen  diejenige  Erzeugende 
iP  der  andern  Regeis char,  welche  durch  den  Scheitel 
®  des  Paraboloids  geht,  in  Punktepaaren  einer 
elliptischen  Punktinvolution,  deren  Mittelpunkt 
der  Scheitel  @  des  Paraboloids  ist,  und  deren  Po- 
tenz den  Wert  hat  —  (ffi)S  weun  ff,  die  Brennpunkte 
der  beiden  Parabeln  in  den  Hauptebenen  des  Para- 
boloids sind. 

§  31.     Die  Baumkurve  dritter  Ordnung  als  Erzeugnis 
dreier  projektivischen  Ebenenbüsohel. '^) 

Wir  haben  bisher  von  den  Gebilden  erster  Stufe,  der 
geraden  Puuktreihe,   dem  ebenen  Strahlenbüschel  und  dem 


*)  Von  den  diesen  Gegenstand  betreffenden  Originalarbeiten^  deren 
Reenltate  im  Folgenden  enthalten  sind,  haben  wir  n.  A.  folgende  zu  er- 
wähnen: Möbius:  Der  barycentrische  Calcul.  J8^.  S.  120.  M.ChasleB: 
Äper9n historique,  eeconde  edition.  1874.  Note  XXXIII,  p. 4().S,  M.  Chas- 
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Ebenenbüschel  immer  nur  zwei  in  projektivische  Beziehung 
zu  einander  gesetzt  und  die  daraus  hervorgehenden  Erzeug- 
nisse untersucht.  Es  können  aber  auch  drei  Gebilde  dieser 
Stufe;  in  projektivische  Beziehung  gesetzt^  zu  einem  Erzeug- 
nis führen,  und  wir  wollen  an  erster  Stelle  das  Erzeug- 
nis dreier  projektivischen  Ebenenbüschel  unter- 
suchen, d.  h.: 

Drei  projektivische  Ebenenbüschel  in  allgemeinster  Lage: 

h  ["l  ß\  '  '^l  '  ']}      h  [^2  ß'i  •  •  §2  •  •]»      h  [^3  ^3  •  •  ^3  •  •] 

siud  gegeben,  es  wird  nach  dem  Orte  des  Schnittpunkts  je 
dreier  entsprechenden  Ebenen: 

(ll  «2  I3)  =  X 

ge&agt. 

In    dem   Punkte  j:  »=  ($|  I2  S3)    schneiden    sich    die   drei 
Schnittlinien : 

\^i^7\=9i2  \i\^s\=9n  \^2iti\^92Z 
und  da  ^jg.^  zwei  projektivische  Ebenenbüschel  beschreiben, 
so  wird  g^2  ®^^®  Regelschar  eines  Hyperboloids  ^J*]  durch- 
laufen; die  andere  Begelschar  desselben,  welcher  die  Axen 
2,  und  I2  der  Ebenenbüschel  angehören,  habe  zu  Erzeugenden 
2|2.    In  gleicher  Weise  durchläuft  g^^  eine  ßegelschar  eines 

zweiten  Hyperboloids  ^^^,  dessen  andere  Regelschar  von  der 
Geraden  ?,3  beschrieben  werde,  und  endlich  wird  ^^3  eine 
Regelschar  eines  dritten  Hyperboloids  ^^g^  durchlaufen,  dessen 
andere  Regelschar  von  der  Geraden  l^^  beschrieben  werde. 
Die  Hyperboloide  J^JJj  und  S^^^^  haben  die  Erzeugende  i,,  die 

las:  Comptes  rendus,  tome  XLV,  p.  189,  10  aofit  1867.  Seidewitz: 
Archiv  der  Mathematik  und  Physik  v.  Grunert.  B.  X,  S.  208.  0.  Hesse: 
Crelle's  Journal.  Bd.  XXVI,  S.  147.  H.  Schröter:  Grelle -Borchardt's 
Journal.  Bd.  56.  S.  27.  L.  Crem ona,  Crelle-Borchardt's  Journal.  Bd. 58, 
S.  138.  Bd.  60,  S.  188.  Bd.  63,  S.  141.  L.  Cremona:  Nonvelles  Annales 
de  mathdmatiques  p.  Terquem  et  Qerono.  Deuxi^me  a^rie  1. 1,  p.  287  et 
366  et  436.  K.  6.  C.  v.  Staudt:  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  §33. 
Tb.  Reye:  Die  Geometrie  der  Lage  (2.  Auflage  1880).  Abt  II,  S.  68 ff. 
R.  Sturm:  Grelle -Borchardt'B  Journal.  Bd.  79,  S.  99.  Bd.  80,  S.  128. 
H.  Müller:  Mathematinche  Annalen  von  Clebsch  und  Neumann.  Bd.  I, 
S.  407. 
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Hyperboloide  ^f^  und  ^^^  die  Erzeugende  l^  und  endlich  die 

Hyperboloide  $[*^  und  ^f^  die  Erzeugende  l^  gemeinschaft- 
lieh; alle  drei  Hyperboloide  haben  aber  aufserdem  den  gesuch- 
ten Ort  des  Punktes  x  gemeinschaftlich^  und  dieser  ist  durch 
zwei  derselben  bereits  bestimmt,  also: 

Der  gesuchte  Ort  des  Punktes  %  ist  die  übrige 
Durchschnittskurve  zWeier  einfachen  Hyperbo- 
loide, welche  eine  Erzeugende  gemeinschaftlich 
haben. 

Wir  nennen  diesen  Ort  eine  R au mkurve  dritter  Ord- 
nung C^^^,  weil  eine  beliebige  Ebene  ihr  im  allgemeinen  höch- 
stens in  drei  Punkten  begegnen  kann ;  denn  diese  schneidet  die 

beiden  Hyperboloide  ^f^  und  J^J^  in  zwei  Kegelschnitten,  die  im 

allgemeinen  vier  gemeinschaftliche  Punkte  haben,  von  denen 
aber  einer  der  Durchschnittspunkt  mit  l^  sein  mufs ;  es  bleiben 
also  für  O^^  nur  drei  gemeinschaftliche  Punkte  der  beiden 
Kegelschnitte  übrig,- von  denen  einer  immer  reell  sein  mufs, 
während  die  beiden  andern  auch  konjugiert  imaginär  sein 
können  (Th.  d.  K.  §  57)  und  auf  einer  reellen  Geraden 
liegen. 

Jede  der  drei  Geraden  g^2  g^z  92%  enthält  nur  den  einzigen 
Punkt  der  Raumkurve  C''^^^,  in  welchem  sie  sich  schneiden, 
während  die  Erzeugenden  l^^  ly^  U^  der  Raumkurve  in  je  zwei 
Punkten  begegnen  müssen,  die  auch  imaginär  sein  können; 

denn  g^2  ^^^^  ^^  Schnittlinie  |Si£2l  ^^^  ^^^  einzigen  Ebene 
§3  in  einem  Punkte  geschnitten,  welcher  der  (7<^>  angehört; 
da  aber  ^jj  und  Z,2  immer  in  einer  Ebene  liegen  (Berührungs- 
ebene des  Hyperboloids  ^f^)  und  das  Linienpaar  (Kegelschnitt) 

bilden,  welches  diese  Ebene  mit  dem  Hyperboloide  J^^**  ge- 
mein hat ,  da  ferner  diese  Ebene  der  O^^  nur  in  drei  Punkten 
begegnen  kann,  so  mufs  2)2  ^^  ^^^  ^^^i  (reellen  oder  imagi- 
nären) Punkten  begegnen.  Dies  lä&t  sich  auch  auf  folgende 
Art  erkennen: 

Die  beiden  entsprechenden  Ebenen  Sj  und  ^2  ^^r  pro- 
jektivischen  Ebenenbüschel  2,  und  I2  schneiden  auf  der  Ge- 
raden 1^2  f  welche  mit  l^  und  I2  derselben  Regelschar  des 
^u  ^i^S^h^^'  ^^^  ^^^  dieselbe  Punktreihe  aus,  nämlich  die- 
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jeuige ;  in  welcher  sämtliche  Erzeugende  der  andern  Begel- 
schar  g^2  ihr  begegneU;  und  die  entsprechende  Ebene  ^3  des 
dritten  Ebenenbüschels  l^  schneidet  auf  1^2  ^^^^  zweite  mit 
der  ersten  projektivische  Punktreihe  aus;  die  beiden  auf 
einander  liegenden  projektivischen  Punktreiheu  haben  aber 
im  allgemeinen  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Doppelpunkte, 
und  diese  sind  die  beiden  Punkte,  in  denen  i,^  der  (P^  begeg- 
net.    Wir  haben  also  das  Resultat: 

Die  auf  einem  einfachen  Hyperboloid  (^^g)  ver- 
laufende Raumkurve  dritter  Ordnung  (C^^^)  begegnet 
allemal  sämtlichen  Erzeugenden  (g^^)  ^^^  einen 
Regelschar  in  je  einem  (reellen)  Punkte  und  sämt- 
lichen Erzeugenden  der  andern  Regelschar  {l^2)  in 
je  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten. 

Durch  den  Schnittpunkt  y  je  dreier  entsprechenden  Ebenen 
g,  I2  ^3  der  gegebenen  drei  projektivischen  Ebenenbuscbel 
ü,  I2  Z3  gehen  die  drei  Schnittliaien  IS1S2I  ISi^sl  l^ii^l,  welche 
wir  jetzt  bezeichnen  wollen  durch : 

und  aufserdem  die  drei  der  jedesmaligen  andern  Regelschar 
in  jedem  der  drei  Hyperboloide  angehörigen  Erzeugenden: 

P      fi      fi 

*12      ^13      *«3  • 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  zweiten  Punkt  a  der  Raum- 
kurve 0^\  und  schneiden  sich  in  demselben  die  drei  ent- 
sprechenden Ebenen  a^  a^  «3,  so  haben  wir  in  gleicherweise 
auf  den  drei  Hyperboloiden  die  sechs  Erzeugenden  aus  je 
zwei  Regelscharen: 

^12    ^12       9iz    ^13       ^23    ^23^ 

welche  sämtlich  durch  den  Punkt  a  gehen. 

Nun  liegen  aber  auch  die  beiden  Erzeugenden  ^^^  und 
V[^  des  Hyperboloids  ^^^^  ^^  einer  Ebene,  welche  offenbar 
durch  die  Punkte  j:  und  a  geht,  und  es  wird  das  Hyper- 
boloid ^^11  auch  erzeugt  werden  können  durch  zwei  Ebenen- 
büschel, deren  Axen  Z|  und  l^^y  sind  und  deren  entsprechende 
Ebenen  in  der  veränderlichen  Erzeugenden  g\^  sich  schneiden  ; 
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(2) 


•ebenso  wird  das  Hyperboloid  $  '  auch  erzeugt  werden  können 


durch  zwei  Ebenenbüschel ^  deren  Axen  ?,  und  ijg  sind,  und 
deren  entsprechende  Ebenen  in  der  veränderlichen  Erzeugen- 
den (7^3  sich  schneiden;  da  nun  die  Ebenen  [lig\^  und  Pjfl'Jj] 
identisch  sind  mit  der  Ebene  [liV],  so  müssen  die  Ebenen: 

[n.  9\,]      und      PJ,  <] 

mit  der  Bewegung  von  x  auf  C^^^  zwei  projektivische  Ebenen- 
büschel beschreiben^  d.  h.  ihr  Schnittstrahl  |av|  beschreibt 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wird  ein  fester  Punkt  (a)  einer  Raumkurve  drit- 
ter Ordnung  ((?^>)  mit  einem  veränderlichen  Punkte 
(v)  derselben  verbunden,  so  beschreibt  der  Verbin- 
dungsstrahl  einen  Eegel  zweiter  Ordnung. 

Hieraus  folgt : 

Die  Raumkurve  dritter  Ordnung  C<^)  erscheint 
als  die  übrige  Durchschnittskurve  zweier  Kegel 
zweiter  Ordnung,  welche  in  der  Verbindungslinie 
ihrer  Mittelpunkte  einen  gemeinschaftlichen  Kegel- 
strahl haben,  und  die  Raumkurve  geht  selbst  durch 
die  beiden  Mittelpunkte  der  Kegel. 

Denn  sobald  wir  zwei  Punkte  a  und  b  der  Raumkurve 
mit  sämtlichen  x  verbinden,  erhalten  wir  zwei  solche  Kegel. 

Hieraus  folgt  weiter :  Wenn  wir  irgend  drei  Punkte  a  b  c 
der  Raumkurve  nehmen  und  einen  veränderlichen  Punkt  x 
auf  ihr  bewegen,  so  müssen  die  Ebenen: 

[abj:]  [acx] 
zwei  projektivische  Ebenenbüschel  beschreiben,  weil  ihr  Er- 
zeugnis der  Kegel  zweiter  Ordnung  ist,  welchen  der  ver- 
änderliche Strahl  \ax\  beschreibt.  Nehmen  wir  einen  be- 
liebigen vierten  Punkt  b  der  Raumkurve  hinzu,  so  müssen 
auch  die  Ebenen: 

[cax]      und      [cbjc] 

zwei  projektivische  Ebenenbüschel  beschreiben ,  folglich  wer- 
den auch  die  Ebenenbüschel: 

\(ih\[x]      und      leb  IM 
projektivisch  sein  und  ein  neues  Hyperboloid  erzeugen,  wel- 
ches durch  die  gegebene  Raumkurve  geht. 
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Nennen  wir  eioe  Gerade^  welche  der  Baumkurve  in  zwei 
Punkten  begegnet,  eine  Sekante  derselben ,  so  haben  wir 
folgenden  Satz: 

Wenn  man  irgend  zwei  feste  Sekanten  einer 
Raumkurve  3.  0.  zu  Axen  zweier  Ebenenbüschel 
macht;  deren  entsprechende  Ebenen  nach  einem 
veränderlichen  Punkte  x  der  Raumkurve  gehen,  so 
sind  die  beiden  Ebenenbüschel  all emalprojektivisch 
und  erzeugen  ein  einfaches  Hyperboloid,  auf 
welchem  die  Raumkurve  ganz  enthalten  ist. 

Hierdurch  verlieren  die  ursprünglichen  Axen  l^^l^  der 
erzeugenden  Ebenenbüschel  ihre  Eigentümlichkeit;  sie  sind 
nämlich  auch  nichts  anderes,  als  drei  beliebige  Sekanten  der 
Raumkurve;  denn  auf  {]  schneiden  die  beiden  projektivischen 
Ebenenbüschel  l^i^^]  ^^^  ^3(^2]  ^^^^  zusammenliegende  pro- 
jektivische  Puuktreihen  aus,  deren  Doppelpunkte  der  Raum- 
kurve angehören  müssen.  Sind  die  Doppelpunkte  reell,  so 
ist  l^  eine  Sekante  der  Raumkurve;  allerdings  bleibt  l^  auch 
bestehen,  wenn  die  Schnittpunkte  mit  (P^  imaginär  sind.  Wir 
können  diese  nicht  in  reellen  Punkten  schneidenden  Sekanten 
der  Raumkurve  mit  umfassen,  wenn  wir  den  vorigen  Satz  so 
aussprechen: 

Durch  irgend  zwei  Sekanten  einer  Raumkurve 
3.  0.  und  durch  diese  selbst  läfst  sich  immer  ein  und 
nur  ein  einfaches  Hyperboloid  legen;  sämtliche 
Erzeugenden  der  Regelschar,  welcher  die  beiden 
Sekanten  angehören,  sind  als  Sekanten  der  Raum- 
kurve aufzufassen,  und  verändern  wir  das  Hyper- 
boloid;  so  erhalten  wir  das  ganze  System  samt- 
lieber  Sekanten  der  Raumkurve. 

Dieselbe  Raumkurve  3.  0.  läfst  sich  also  in  mannig- 
fachster Weise  durch  drei  projektivische  Ebenenbüschel .  er- 
zeugen; wir  haben  nur  nötig,  irgend  drei  Sekanten  der 
Raumkurve  als  Axen  zu  wählen  —  eine  Eigenschaft^  welche 
schon  hier  eine  merkwürdige  Analogie  der  Raumkurve  3.  0. 
mit  dem  Kegelschnitt  hervortreten  lälst.  Wir  können  das 
gewonnene  Resultat  auch  anders  aussprechen:  Nehmen  wir 
zwei   beliebige    Sekanten  l  und  V  der  Raumkurve   und   vier 
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Punkte  derselben  ai  aj  as  (14,  so  müssen  die  Doppelyerhältnisse 
der  Ebenenbüschel: 

^[äi<^2^3^41     "^^    ^'[^1^2 ^8 ^4]  gleich  sein; 
halten  wir  l  fest  und  lassen  V  das  ganze  System  der  Sekanten 
der  Baumkurve  durchlaufen,  so  behält  das  Doppelverhältnis 
immer  denselben  konstanten  Wert,  d.  h: 

Werden  vier  beliebige  feste  Punkte  einer  Baum- 
kurve dritter  Ordnung  mit  irgend  einer  veränder- 
lichen Sekante  derselben  durch  vier  Ebenen  ver- 
bunden, so  behält  das  Doppelverhältnis  dieser  vier 
Ebenen  einen  unveränderlichen  Wert.     Oder: 

Die  Azen  aller  solchen  Büschel  von  je  vier 
Ebenen,  die  durch  vier  gegebene  feste  Punkte  gehen 
und  ein  konstantes  Doppelverhältnis  haben,  sind 
die  sämtlichen  Sekanten  einer  Baumkurve  dritter 
Ordnung. 

Nehmen  wir  jetzt  eine  Gerade  g,  welche  der  Baum- 
kurve O^^  nur  in  einem  Punkte  begegnet,  so  wird  jede  durch  g 
gelegte  Ebene  die  Baamkurve  im  allgemeinen  in  zwei  (reellen 
oder  imaginäreu)  Punkten  treffen,  d.  h.  eine  Sekante  der  Baum- 
kurve enthalten ;  nehmen  wir  zwei  solcher  Sekanten  l^  und  I2 
und  legen  nach  dem  Vorigen  das  Hyperboloid,  welches  durch 
l^  I2  und  0')  geht,  so  mufs  dasselbe  offenbar  g  enthalten,  und 
cJle  übrigen  zu  derselben  Begelschar  wie  2j  und  l^  gehörenden 
Erzeugenden  dieses  Hyperboloids  müssen  g  treffen,  d.  h.  mit 
g  in  einer  Ebene  liegen,  und  zugleich  Sekanten  der  Baum- 
kurve C^^^  sein,  also  mit  andern  Worten  diejenigen  Sekanten 
der  Baumkurve  sein,  welche  in  den  durch  g  gelegten  Ebenen 
enthalten  sind.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Durch  eine  Gerade  (g),  welche  dör  Baumkurve 
nur  in  einem  Punkte  begegnet  und  durch  die  Baum- 
knrve  läfst  sich  allemal  ein  und  nur  ein  Hyper- 
boloid legen.  Sämtliche  durch  g  gelegten  Ebenen 
schneiden  die  Baumkurve  in  Punktepaaren,  deren 
Verbindungslinien  derjenigen  Begelschar  dieses 
Hyperboloids  angehören,  zu  der  g  nicht  gehört. 

Nehmen  wir  endlich  einen  beliebigen  Punkt  0  im  Baume, 
der  nicht  auf  der  Baumkurve  liegt  und  verbinden  ihn  mit 
irgend  einem  Punkte  ^  derselben,  so  wird  durch  die  Gerade 
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|o^|  =g  und  die  Raumkurve  ein  Hyperboloid  gelegt  werden 
können^  wie  wir  eben  gesehen  haben^  und  durch  den  Punkt  c 
dieses  Hyperboloids  geht  eine  einzige  Erzeugende  Z,  welche 
Sekante  der  Baumkurve  sein  mufs.  Verändern  wir  den  Punkt  ^ 
auf  der  Raumkurve,  so  kann  die  Gerade  l  ihre  Lage  dadurch 
nicht  ändern;  was  schon  unmittelbar  daraus  hervorgeht,  dafs, 
wenn  es  eine  zweite  Gerade  V  durch  o  gäbe,  die  Ebene  \IV] 
mit  der  Raumkurve  vier  Punkte  gemein  haben  würde ,  was 
widersinnig  ist.     Also: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  (o)  im  Raume^  der 
nicht  auf  der  Raumkurve  liegt,  giebt  es  nur  eine 
(immer  reelle)  Sekante  derselben,  d.h.  eine  solche 
Gerade,  welche  ihr  in  zwei  (reellen  oder  imaginären) 
Punkten  begegnet. 

Die  Konstruktion  dieser  Sekante  ist  im  Vorigen  gegeben; 
man  verbinde  nämlich  o  mit  irgend  einem  Punkte  a  der  Raum- 
kurve durch  eine  Gerade  g^  lege  durch  g  ein  Büschel  von 
Ebenen,  deren  jede  aus  der  Raumkurve  eine  Sekante  (eigent- 
liche oder  uneigentliche)  ausschneidet;  alle  diese  Sekanten 
bilden  eine  Regelschar  eines  Hyperboloids,  auf  welchem  auch 
g,  der  andern  Regelschar  angehorig,  liegt;  die  einzige 
durch  0  gehende  Erzeugende  der  ersten  Regelschar  dieses 
Hyperboloids  ist  die  gesuchte  Sekante.  Man  braucht  also  nur 
durch  0  zwei  Ebenen  zu  legen,  die  zugleich  durch  irgend 
zwei  Erzeugende  der  andern  Regelschar  jenes  Hyperboloids 
gehen,  um  als  deren  Schnittlinie  die  gesuchte  Sekante  zu 
erhalten.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Projektion  der  Raumkurve 
CP"^  auf  eine  beliebige  Ebene  allemal  ein  ebene  Kurve  3.  0. 
mit  einem  Doppelpunkt  sein  mufs,  oder  dafs  ein  Kegel, 
welchen  man  erhält,  wenn  man  einen  beliebigen 
nicht  auf  der  Raumkurve  liegenden  festen  Punkt 
mit  allen  Punkten  derselben  durch  Strahlen  ver- 
bindet, ein  Kegel  dritter  Ordnung  mit  einem 
Doppelstrahl  sein  mufs. 

Man  kann  die  Punktepaare,  in  welchen  die  Erzeugenden 
der  einen  Regelschar  eines  Hyperboloids,  auf  welchem  eine 
Raumkurve  3.  0.  verläuft,  von  dieser  getroffen  werden,  in- 
volutorisch  ordnen  und  erhält  dadurch  ein  Mittel,  diejenigen, 
welche  Sekanten  mit  reellen  Schnittpunkten  sind,  zu  trennen 
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von  denjenigen;  welche  der  Baumkurve  in  konjugiert- imagi- 
nären Punkten  begegnen. 

Wenn  man  nämlich  irgend  ein  Hyperboloid  i^<*>  durch  die 
Raumkurve  legt  und  diejenige  Regelschar  P  des  Hyperboloids 
ins  Auge  fafst,  deren  Erzeugende  der  Raumkurve  in  je  zwei 
Punkten  x  und  v'  begegnen,  und  man  durch  sämtliche  P  und 
irgend  einen  festen  Punkt  a  der  Raumkurve  Ebenen  legt;  so 
müssen  dieselben  sämtlich  durch  eine  feste  Gerade  g^  gehen, 
d.  h.  ein  Ebenenbüschel  bilden;  denn  es  giebt  durch  a  nur 
eine  einzige  Erzeugende  g^  der  andern  Regelschar  unserem 
Hyperboloids,  und  g^  mufs  mit  jeder  Erzeugenden  P  in  einer 
Ebene  liegen.  Verbindet  man  aber  a  mit  sämtlichen  Punkten  ): 
der  Raumkurve  C^^>;  so  erhält  man  nach  dem  Obigen  einen 
Kegel  2.  0.,  und  das  Ebenenbüschel  durch  g^  schneidet  den 
Kegel  in  dem  Strahlenpaar  |a):|;  |ajc'|.  Irgend  ein  anderer  Kegel- 
strahl l^  mit  dem  Strahlenpaare  |a^,ajc'|  verbunden ;  liefert 
aber  bekanntlich  (Th.  d.  K.  §.  31)  eine  Ebeneninvolution, 
deren  Axe  eine  Sehne  der  Raumkurve  ist.  Wir  haben  also 
den  Satz: 

Wenn  man  durch  eine  Raumkurve  dritter  Ord- 
nung ein  Hyperboloid  legt  und  diejenige  Regel* 
schar  l'  desselben  betrachtet;  deren  Erzeugende  der 
Baumkurve  in  je  zwei  Punkten  j:  j:'  begegnen;  wenn 
man  alsdann  irgend  eine  Sekante  |al)|  der  Raum- 
kurve   mit  >:  t'  durch    Ebenenpaare    verbindet;    so 

bilden  diese  eine  Ebeneninvolution. 

« 

Diese  Ebeneninvolution  wird  hyperbolisch  oder  elliptisch 
sein,  je  nachdem  der  Strahl  g^  aufserhalb  oder  innerhalb  des 
Kegels  liegt;  welchen  der  Strahl  \(xj:\  beschreibt;  eines  Kegels; 
der  allein  von  der  Lage  des  Punktes  a  abhängt;  und  den  wir 
mit  a^^  bezeichnen  wollen.  Ist  die  Ebeneninvolution  elliptisch; 
80  schneiden  sämtliche  durch  g^  gelegten  Ebenen  den  Kegel  a^^^ 
in  reellen  Linienpaareu  jax!  und  |a):'|;  d.  h.  sämtliche  Er- 
zeugenden ¥  werden  von  der  Raumkurve  O^^  in  reellen  Punkte- 
paaren )c>:'  getroffen.  Ist  die  Ebeneninvolution  dagegen 
hyperbolisch,  so  gehen  zwei  Berührungsebenen  durch  g^  an 
den  Kegel  qP^\  diese  schneiden  zwei  solche  Erzeugende  P  aus 
dem  Hyperboloid  ^<*^,  welche  von  der  Raumkurve  (7')  berührt 
werden.      Die    beiden   Berührungsebenen    durch  g^  an  den 
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Kegel  a^^)  trennen  die  Ebenen  des  ganzen  durch  g^  gelegten 
Büschels  in  zwei  Gruppen;  die  eine  Gruppe  von  Ebenen 
schneidet  den  Eegel  a^'^  in  reellen  Paaren  von  Kegelstrahlen, 
die  andere  nicht ;  also  zerfallen  die  Erzeugenden  P  des  Hyper- 
boloids $<*)  in  diesem  hyperbolischen  Fall  in  zwei  Gruppen, 
Ton  denen  die  eine  Gruppe  sämtliche  2'  enthält,  die  der  CS^^ 
in  reellen  Punktepaaren  {jj:')  begegnen,  während  die  andere 
Gruppe  alle  Erzeugenden  Z*  enthält,  welche  von  der  (P^  nicht 
getroffen  werden.  Beide  Gruppen  werden  von  einander  ge- 
trennt durch  zwei  besondere  Erzeugende  I,  welche  die  Baum- 
kurve O^'^  berühren. 

Ist  die  Raumkurve  C^^>  und  das  durch  dieselbe  gelegte 
Hyperboloid  ^^^^  gegeben,  so  wird  das  Verhalten  ihrer  Regel- 
schar  V'  zu  der  Raumkurve  unabhängig  sein  von  der  Wahl 
des  Punktes  a  auf  der  Raumkurve;  die  vorige  Ebeneninvo- 
lution bleibt  also  entweder  immer  elliptisch  oder  immer  hyper- 
bolisch, wo  wir  auch  a  auf  Cf^^  wählen  mögen;  wir  können 
also  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wird  durch  eine  Raumkurve  dritter  OrdnungO*^ 
ein  einfaches  Hyperboloid  (^^*^)  gelegt  und  betrach- 
tet man  diejenige  Regelschar  desselben,  deren  Er- 
zeugende l'  der  Raumkurve  im  allgemeinen  in 
Punktepaaren  begegnen,  so  können  zwei  Fälle  ein- 
treten, entweder  1)  begegnen  sämtliche  Erzeugende 
Z*  der  Raumkurve  in  reellen  Punktepaaren  (j:t') 
oder  2)  die  Erzeugenden  ¥  zerfallen  in  zwei 
Gruppen,  deren  eine  der  C^^^  in  reellen  Punkte- 
paaren begegnet,  die  andere  nicht  Diese  beiden 
Gruppen  werden  von  einander  getrennt  durch  zwei 
besondere  Erzeugende  1*^  welche  von  der  Raum- 
kurve berührt  werden.  Um  letztere  zu  finden,  legt 
mau  durch  einen  beliebigen  Punkt  a  der  Raumkurve 
den  Kegel  a^^^,  welcher  durch  die  Raumkurve  geht, 
und  diejenige  Erzeugende  g^  der  andern  Regelscbar 
des  Hyperboloids  J^<^),  welche  durch  a  geht.  Liegt  ^** 
innerhalb  des  Kegels  a^^^  so  tritt  der  erste  Fall  ein; 
liegt  dagegen  g^  aufserhalb  des  Kegels  <a}^\  so 
tritt  der  zweite  Fall  ein;  es  giebt  alsdann  zwei 
reelle   Berührungsebenen   durch  g^  au    den   Kegel 
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a^^);  dieselben  schneiden  aus  dem  Hyperboloid  ^^'^ 
jene  zwei  besonderen  Erzeugenden  l'  aus^  welche 
CW  berühren.  Die  Konstruktion  derselben  ist  un- 
abhängig von  der  Wahl  des  Punktes  a  auf  der 
RaumkurTe. 

Endlich  können  wir  die  vorige  Eigenschaft  auch  um- 
kehren: 

Nehmen  wir  irgend  eine  Sekante  |  a  b  |  der  Baumkurve  (P'^ 
als  Axe  einer  Ebeneninvolution,  so  schneiden  die  Ebenen- 
paare derselben  den  Eegel  a^^^  welcher  von  a  aus  als  Mittel- 
punkt durch  die  Raumkurve  gelegt  werden  kann^  in  Linien- 
paaren ^  deren  Yerbindun^sebene  durch  eine  feste  Gerade  ^ 
laufen  mufs.  Legen  wir  durch  ^  und  C<')  das  einzig  mög- 
liche Hyperboloid  ^(^),  so  werden  die  Erzeugenden  l*  der 
andern  Regelschar  dieses  Hyperboloids^  welcher  y^  nicht  an- 
gehört; in  solchen  Punktepaaren  (jj:')  der  Raumkurve  be- 
gegnen, in  welchen  die  Ebenenpaare  der  Ebeneninvolution 
sie  treffen ;  also: 

Legt  man  durch  eine  beliebige  Sekante  |ab|  einer 
Raumkurve  dritter  Ordnung  ais  Axe  eine  Involution 
von  Ebenenpaaren,  so  begegnet  jedes  Ebenenpaar 
der  Raumkurve  noch  in  zwei  Punkten  >*):',  deren 
Verbindungslinie  einer  Regelschar  l*  eines  ein- 
fachen Hyperboloids  angehört.  Denken  wir  uns  durch 
eine  Raumkurve  3.  0.  C^^^  ein  Hyperboloid  ^^^>  gelegt  und 
nehmen  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  a  der  ü<^)  gehenden 
Erzeugenden  g^  und  l^  des  Hyperboloids ,  deren  eine  g^  den 
einzigen  Punkt  a,  die  andere  noch  einen  zweiten  Punkt  a' 
mit  der  C^'^  gemein  haben  wird,  legen  wir  endlich  durch  g^ 
eine  beliebige  Ebene^  so  schneidet  dieselbe  immer  eine  Sekante 
aus  der  O*^,  welche  der  Regelschar  Z*  des  Hyperboloids  ^<*J 
angehört;  wie  oben  gezeigt  ist.    Denken  wir  uns  nun  durch 

dieselbe  Raumkurve  (7<^)  ein  zweites*  Hyperboloid  ^^^^  gelegt 
und  nehmen  die  durch  den  vorigen  Punkt  a  gehenden  Er- 
zeugenden g\  und  V[  dieses  neuen  Hyperboloids ;  so  gilt  für 
jede  durch  gl  gelegte  Ebene  dasselbe,  wie  vorhin.  Die  Ebene, 
welche  durch  g^  und  g\  gleichzeitig  geht;  mufs  also  aus  der  (J^ 
eine  Sekante  ausschneiden;  welche  gleichzeitig  Erzeugende  in 
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beiden  Hyperboloiden  ^^^^  und  $[*^  ist.  Wir  haben  also  fol- 
genden Satz: 

Wenn  durch  eine  Baumkurve  dritter  Ordnung 
(?^)  zwei  Hyperboloide  $W  und  $|*^  gehen,   so  haben 

dieselben  allemal  noch  eine  Erzeugende  l  gemein- 
schaftlich, welche  Sekante  der  Baumkurve  sein,  d.  h. 
derselben  in  zwei  (reellen  oder  imaginären)"Punkten 
begegnen  mufs.  Diese  gemeinschaftliche  Erzeugende  kann 
so  gefunden  werden :  Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  Punkt  a 
der  Raumkurve  O^^  diejenige  Erzeugende  g^  des  Hyper- 
boloids $(2J,  welche  keinen  Punkt  weiter  mit  der  C^^>  gemein 

hat  und  ebenso  diejenige  Erzeugende  ^^  des  Hyperboloids  ^f 

durch  den  Punkt  a,  welche  der  <?*>  nicht  weiter  begegnet;  sucht 
man  für  einen  beliebigen  zweiten  Punkt  b  die  einzigen  in  der- 
selben Weise  bestimmten  Erzeugenden  g^  und  g\  der  beiden 

Hyperboloide,  so  schneiden  sich  die  beiden  Ebenen: 

[g'gl]  und  [g'gl] 

in  der  gesuchten  gemeinschaftlichen  Geraden  l,  die  aufser  der 

Raumkurve  (7^^>  beiden  Hyperboloiden  §<*>  und  ^f^  angehört. 

Legt  man  insbesondere  die  Ebenen  [^^Z**];  d.  h.  die  Be- 
rührungsebene  des  Hyperboloids  §^*>  im  Punkte  a,  so  begegnet 
dieselbe  der  Raumkurve  C^^^  in  den  beiden  Punkten  a  und  a 
(aufZ^),  und  es  fragt  sich,  wo  der  dritte  Schnittpunkt  bleibt? 
Denken  wir  uns  um  g^  eine  veränderliche  Ebene  g  gedreht, 
welche  aus  der  C^^^  eine  Sekante  \j:f\  =  Z*  ausschneidet,  die  der 
zweiten  Regelschar  des  Hyperboloids  $(*>  angehört,  so  wird 
insbesondere,  wenn  die  Ebene  S  mit  [ig^l^]  zusammenfallt, 
\j:j:'\  auf  |aa'|  fallen,  also  die  Sehne  |  ay|  wird  in  die  Tangente 
der  Raumkurve  C^'^  im  Punkte  a  übergehen,  also  die  Tan- 
gente in  einem  Punkte  a  der  Raumkurve  C^^^  liegt 
notwendig  in  der  Berührungsebene  irgend  eines 
durch  die  C^^^  gelegten  Hyperboloids  im  Punkte  a. 
Die  Tangente  selbst  ist  also  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen 

[gH--]  und  OjZy, 

und  der  gesuchte  dritte  Schnittpunkt  ist  der  dem  a  unendlich 
nahe  liegende  Punkt  dieser  Schnittlinie.     Oder:  Legt  man 
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durch  eine  Räumkarve  C^^^  beliebig  viele  Hyper- 
boloide und  an  jedem  derselben  die  Berührungs- 
ebene in  einem  festen  Punkte  a  der  C^^^,  so  gehen 
dieselben  sämtlich  durch  die  Tangente  der  Raum- 
kurre  im  Punkte  a. 

Sei  diese  Tangente  ta]  verbindet  man  a  mit  sämtlichen 
Punkten  y:  der  Raumkurve,  so  bilden  die  Strahlen  |a]c|  einen 
Kegel  a^*^  2.  0.,  wie  wir  gesehen  haben^  der  offenbar  auch  ^ 
als  Eegelstrahl  hat.  Legt  man  durch  fa*  die  Berührungsebene 
dieses  Kegels^  so  ist  dies  eine  solche  Ebene^  deren  drei  Schnitt- 
punkte mit  C^^)  in  den  einzigen  Punkt  a  hineinfallen  ^  die 
Schmiegungsebene  der  C<^J  im  Punkte  a.  Wir  werden 
später  auf  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  der  Raum- 
kurve C<^>  näher  eingehen. 

§  32.     Konstruktion  der  Baumkurve  durch  gegebene 

Punkte  derselben. 

Die  Raumkurve  3.  Ordnung  ist  durch  sechs  beliebige 
Punkte  im  Räume  (von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene 
liegen)  vollständig  und  eindeutig  bestimmt.  Bezeichnen 
wir  dieselben  durch  1  2  3  4  5  6^  so  brauchen  wir  nur  einen 
Kegel  zu  legen  ^  dessen  Mittelpunkt  I  ist^  und  welcher  durch 
die  fünf  Strahlen  |12;,  |13|,  |14|,  |15|,  |16|  bestimmt  wird, 
und  einen  zweiten  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  2  ist,  und  der 
durch  die  fünf  Strahlen  2r,  |23|,  |24|,  125;,  |26i  bestimmt  wird, 
dann  haben  diese  beiden  Kegel  die  Verbindungslinie  ihrer 
Mittelpunkte  1 12 1  «=:  1 21 1  als  gemeinschaftlichen  Eegelstrahl 
und  der  übrige  Durchschnitt  derselben  ist  eine  Raumkurve  3. 0., 
welche  durch  die  sechs  Punkte  12  3  4  5  6  hindurchgeht. 

Da  die  Raumkurve  durch  sechs  Punkte  eben  bestimmt 
isty  so  müssen  7  Punkte  im  Räume,  die  auf  einer  C^^^  liegen, 
einer  gewissen  Bedingung  unterworfen  sein ;  diese  Bedingung 
lä&t  sich  in  geometrischer  Form  aussprechen  mittels  des 
Pasca  Ischen  Satzes,  der  die  ganz  analoge  Bedingung  dafür, 
dafe  sechs  Punkte  einer  Ebene  auf  einem  Kegelschnitt  liegen, 
in  die  bekannte  geometrische  Form  kleidet. 

Nehmen  wir  sieben  Punkte  12  3  4  5  6  7  auf  einer  O^^ 
an,   so   mufs  jeder  derselben,  mit  den  sechs  übrigen  durch 
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Strahlen  yel-bunden,  der  Mittelpunkt  eines  'Kegels  2. 0.  sein; 
auf  dem  diese  sechs  Strahlen  liegen,  und  für  diese  sechs  Eegel- 
strahlen  gilt  die  aus  der  Perspektive  des  Pascal  sehen  Satzes 
hervorgehende  Eigenschaft,  dafs  die  gegenüberliegenden  Seiten- 
flächen dieses  Sechskants  sich  in  drei  Strahlen  schneiden, 
welche  in  einec  Ebene  liegen.  Nehmen  wir  3  als  Mittel- 
punkt und 

|32|,  (34|,  |35|,  |36|,  i37|,  |31| 

als  Eegelstrahlen,  so  müssen  die  drei  SchnitÜinien: 

|[324],  [367]|    11345],  [371]|    |[356],  [312]1 

in  einer  durch  3  gehenden  Ebene  liegen,  d.  h.  die  drei  Punkte: 

([123],  |56|)    ([234],  |67|)    ([345],  |71|) 

müssen  in  einer  durch  3  gehenden  Ebene  liegen;  dies  läfst 
sich  auch  anders  aussprechen:  Die  7  Punkte  der  Raumkurve 
12  3  4  5  6  7  bilden  in  dieser  Reihenfolge  verbunden  ein 
räumliches  Siebeneck,  dessen  Seiten  je  zwei  auf  einander  fol- 
gende Punkte  mit  einander  verbinden  und  7  wieder  mit  I; 
je  zwei  einander  folgende  Seiten  dieses  räumlichen  Sieben- 
ecks liegen  also  in  einer  Ebene,  und  wir  können  das  räum- 
liche Siebeneck  in  diesem  Sinne  auch  als  räumliches  Sieben- 
flach auffassen,  dessen  einander  folgende  Flächen  sind: 

[123],  [234],  [345],  [456],  [567],  [671],  [712]. 

Dann  liegt  jeder  Fläche  dieses  Siebenflachs  eine  bestimmte 
Seite  des  Siebenecks  gegenüber,  nämlich  da  jede  Fläche 
zwei  Seiten  verbindet,  also  fünf  übrig  bleiben,  die  mittlere 
von  diesen,  also 

der  Fläche  [123]  liegt  gegenüber  die  Seite  |56| 
„        V       [234]     „  „  „     •„      |67| 

V        j;       [345]     „  „  „      „     .|71|  u.  s.  f. 

und  wir  können  nunmehr  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  man  irgend  sieben  Punkte  einer  Raum- 
kurve dritter  Ordnung  zu  einem  räumlichen  Sieben- 
eck verbindet  und  durch  je  zwei  einander  folgende 
Seiten  eine  Ebene  legt,  so  liegt  jeder  dieser  sieben 
Ebenen  eine  bestimmte  Seite  des  Siebenecks  gegen- 
über. Drei  auf  einander  folgende  Ebenen  haben 
eine  Ecke  gemeinsam,  welche  allemal  mit  den  drei 
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Punkten,  in  denen  diese  Ebenen  von  den  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Siebenecks  getroffen 
werden,  in  einer  Ebene  liegt. 

Diese  Bedingang  zwischen  7  Punkten  einer  Raumkurve 
3.  O.y  welche  sich  allerdings  nicht  mehr  einer  so  grofsen 
Einfachheit  erfreut ,  wie  der  Pascalsche  Satz,  gestattet  doch, 
wie  jener,  die  Eonstruktion  eines  beliebigen  siebenten  Punktes, 
sobald  sechs  Punkte  im  Räume,  welche  zur  Bestimmung  der 
Raumkurve  dienen,  gegeben  sind.  Bezeichnen  wir  die  ge- 
gebenen sechs  Punkte,  welche  zur  Bestimmung  einer  Raum- 
kurre  3.  0.  notwendig  und  hinreichend  sind,  durch 

123456 

und  nennen  wir  einen  beliebigen  siebenten  Punkt  derselben 

so  können  wir  uns  folgendes  räumliche  Siebeneck  der  Raum- 
kurve einbeschrieben  denken: 

1  ):  2  3  45  6-, 

bezeichnen  wir  sodann  die  Schnittpunkte: 

(IUI,  [345])  =  )j 

(|y2|,  [456])  =  j 

(|23|,  [561])  =  a 

(|34|,  [6U])-=t 

(|45|,  [1f2])  =  u 

(1561,  [,:23])  =  tt 

(|61|,  [234])  =  b, 

von  denen  die  Punkte  a  und  (  direkt  gegeben,  die  übrigen 
von  dem  noch  unbekannten  Punkte  j:  abhängen,  dann  sind 
nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  die  vier  Punkte: 

b  t)  j  4  in  einer  Ebene  gelegen 


i  a  t  6  „ 
a  t  u  1  „ 
t  u  ü ):  „ 
u  i).b  2  „ 
t)  b  ^  3  „ 


J9  )}  »> 

})  7}  n 

V  }}  >5 

»  ;»  J7 

}7  7f  79 


7?  »>  7; 

ScmCkm,  Thoor.  d.  Oberfl.  2.  OTdn.  16 
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Legen  wir  nun '  durch  die  Punkte  12  eine  beliebige 
Ebene  g  und  bezeichnen  mit  -j:  denjenigen  Punkt^  in  welchem 
diese  Ebene  |  der  Raumkurve  zum  dritten  Mal  begegnet,  so 
läfst  sich  nach  den  in  dem  obigen  Schema  enthaltenen 
Lagenverhältnissen  der  Punkt  y:  auf  zweierlei  Art  linear  kon- 
struieren : 

1)  Die  willkürlich  durch  |12{  gelegte  Ebene 

I  =  [12rf 
und  die  Ebene  [345]  schneiden  sich  in  einer  Geraden 

y=i6,[345]|,  , 

welche  den  Punkt  t)  enthalten  mufs,  die  Ebenen  ^  und  [456] 
schneiden  sich  in  einer  Geraden 

«r=|i;[456]|, 

welche  den  Punkt  j  enthalten  mufs;  die  Gerade  \X)i\  liegt 
also  in  der  Ebene  i,  da  nun  die  yier  Punkte  t)  j  b  4  in  einer 
Ebene  liegen  ^  so  geht  |t}}{  durch  den  Schnittpunkt 

»>  =  (6,|H|), 

und  da  die  vier  Punkte  ^  J  a  5  ebenfalls  in  einer  Ebene 
liegen;  so  geht  |^}|  auch  durch  den  Schnittpunkt 

q  =  (6,|a5|), 

also  ist  I^jI  sas  |:|)q{  bekannt,  folglich  auch  die  Punkte 
und  aus  diesen  beiden  Punkten  ergiebt  sich  der  Schnittpunkt 

(im,i2ii)=x, 

der  gesuchte  Punkt  der  Raumkurve  in  der  Ebene  |.  Die 
Konstruktion  gestaltet  sich  also  folgendermaßen: 

Man  lege  durch  |12|  eine  beliebige  Ebene  |;  be- 
stimme die  Schnittlinien: 

||,[345]l  =  y        ||,[456]!  =  Ä, 
und  die  Schnittpunkte: 

(|,|H|)  =  »5       (|,|a6|)  =  c, 
[wo  a  ==  (|23|,  [561])  und  b  =  (|61 1,  [^4])  bedeuten]; 
bestimmt  man  sodann  die  Schnittpunkte: 

(l^)<ll.y)«')       (H)q|,«)='8. 
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so  ist  der  Punkt: 

(im,i2ji)=j: 

ein  Punkt, der  Raumkurve. 

Wir  erkennen  leicht^  dafs  mit  der  Drehung  der  Ebene  S 
um  die  feste  Axe  {12|  der  veränderliche  Punkt  x  <Ue  ganze 
Raumkurve  3.  0.  durchläuft.  Denn  das  von  der  Ebene  S  be- 
schriebene EbenenbüBchel  schneidet  die  beiden  Geraden  {b4| 
und  |a5|  in  projektivischen  Punktreihen  p  und  q,  also  be- 
schreibt l^ql  eine  Regelschar  eines  Hyperboloids  Q^^\  auf 
welchem  auch  die  Gerade  |12|  als  Erzeugende  der  andern 
Regelschar  liegt,  weil  |12|  sämtlichen  Erzeugenden  |!|)q|  be- 
gegnet. Der  Punkt  X)  in  der  festen  Ebene  [345]  durchläuft 
also  einen  Kegelschnitt^  die  Durchschnittskurve  dieser  Ebene 
mit  dem  Hyperboloid.  Der  Strahl  1 1-t)  |  beschreibt  daher  einen 
Kegel,  von  welchem  |12|  ein  Kegelstrahl  ist;  aus  gleichen 
Gründen  beschreibt  der  Strahl  |2}|  einen  Kegel,  dessen  Mittel- 
punkt 2  ist;  und  von  dem|21|  ein  Kegektrahl  wird.  Der  Punkt 
p  beschreibt  folglich  die  Durchdringungskurve  zweier  Kegel 
1  und  2y  welche  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
einen  gemeinschaftlichen  Kegelstrahl  haben,  d.  h.  eine  Raum- 
kurve 3.  0.  Dieselbe  geht  durch  die  Mittelpunkte  1  2  der 
beiden  Kegel,  ferner  durch  die  Punkte.  4  5,  weil  diese  Punkte 
auf  dem  Hyperboloid  $^^>  und  auf  der  Schnittlinie  der  Ebenen 
[345]  und  [456]  liegen;  endlich  auch  durch  die  Punkte  3 
und  6;  wie  wir  leicht  aus  dem  Konstruktionsschema  ablesen 
können ;  wenn  wir  der  Ebene  $  einmal  die  besondere  Lage 
[123]  und  das  andere  Mal  die  besondere  Lage  [126]  geben. 

2)  Wir  können  aber  noch  auf  eine  zweite  Art  den  un- 
bekannten siebenten  Punkt  j:  unserer  Raumkurve  ermitteln. 
Die  willkürlich  durch  |12|  gelegte  Ebene: 

e=[12}:] 
enthält  den  Punkt  u,  der  aufserdem  auf  der  Geraden  {45|  liegt; 
also  ist  u  a»  (S;  |45|)  bekannt;  da  ^ber  a  t  u  1  in  einer  Ebene 
liegen;  von  der  wir  drei  Punkte  a  u  1  kennen;  und  t  gleichzeitig  in 
|34 1  liegt,  80  ist  auch  t  bekannt;  da  in  gleicher  Weise  u  t)  b  2 
in  einer  Ebene  liegen;  von  der  wir  drei  Punkte  u  b  2  kennen, 
und   )}  gleichzeitig  in  |56|  liegt;  seist  auch  ^  bekannt.    Die 

drei   Ebenen: 

16* 
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[I2u],      [61t],      [23»] 

schneiden  sich  aber  nach  dem  obigen  Schema  in  dem  ge- 
suchten Punkte  p. 

Die  Konstruktion  gestaltet  sich  also  folgendermafsen: 

Man  lege  durch  |12{  eine  beliebige  Ebene  £^  be- 
stimme den  Schnittpunkt: 

u  =  (|,|4ö|), 
femer  die  Ebenen: 

lUn]  =  ri       [2bu]=g 

[wo  a  =.  (|23|,  [561])  und  h  =  (|61i,  [234])  bedeuten]; 
ermittelt  man  sodann  die  Schnittpankte: 

(i?,|34|)  =  t        (g,|56|)  =  », 

SO  schneiden  sich  die  drei  Ebenen: 

[61t]        [12  u]        [23  b] 

in  dem  gesuchten  Punkte  ):  der  Baumkurve,  welcher 
in  der  Ebene  |  aufser  12  noch,  enthalten  ist. 

Wir  erkennen  leicht,  dafs  mit  der  Drehung  der  Ebene  | 
um  die  feste  Axe  |12{  der  veränderliche  Punkt  y:  die  ganze 
Baumkurve  3.  0.  durchläuft.  Denn  das  von  der  Ebene  £  be- 
schriebene Ebenenbüschel  schneidet  auf  der  Geraden  { 45  {  eine 
Punktreihe  u  auS;  mit  vi^elcher  die  von  den  Ebenen  tj  und  £ 
um  die  festen  Axen  |la|  und  |2b|  beschriebenen  Ebenen- 
büschel perspektivisch  liegen;  die  von  den  Punkten  t  und  i> 
auf  den  geraden  Trägern  {34|  und  |56|  beschriebenen  Punkt- 
reihen  sind  daher  auch  mit  der  von  u  beschriebenen  Punkt- 
reihe projektivisch,  und. die  drei  Ebenen: 

[61t]      [12u]      [23  to] 

beschreiben  daher  drei  projektivische  Ebenenbüschel,  deren 
Erzeugnis  die  Baumkurve  3.  0.  ist;  denn  die  beiden  ersten 
Ebenen büschel  erzeugen  einen  Kegel ,  dessen  Mittelpunkt  1, 
und  von  dem  |12{  ein  Kegelstrahl  ist;  die  beiden  letzten 
Ebenenbüschel  erzeugen  einen  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  2 
und  von  dem  ein  Kegelstrahl  |21{  ist;  folglich  ist  das  Erzeugnis 
aller  drei  Ebenenbüschel  die  Durchdringungskurve  zweier 
Kegel  1  und  2,  welche  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittel- 
punkte einen  gemeinsamen  Kegelstrahl  haben,  d.  h.  eine 
Baumkurve  3.  0.     Dieselbe  geht  durch  die  sechs  gegebenen 
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Punkte,  nämlich  durch  die  Mittelpunkte  12  der  beiden  Kegel 
und  durch  die  vier  übrigen  Punkte  3  4  5  6^  wie  wir  leicht 
aus  dem  obigen  Eonstruktionsschema  ablesen  können,  wenn 
wir  insbesondere  die  vei^derliche  Ebene  ^  die  Lage  yon 
[123],  [124],  [125]  und  [126]  annehmen  lassen. 

Eine  andere  in  ihrer  vollständigen  Ausfährung  zwar 
nicht  einfachere,  aber  in  ihrer  Aussprache  bequemere  Kon- 
struktion eines  beliebigen  siebenten  Punktes  der  durch  sechs 
gegebene  Punkte  bestimmten  Raumkurve  3.  0.  ergiebt  sich 
folgendermafsen : 

Denken  wir  uns  die  willkürlich  durch  1 12|  gelegte  Ebene 

in  welcher  der  dritte  Punkt  j:  gesucht  wird;  yon  dem 
Kegel  geschnitten,  dessen  Mittelpunkt  3  ist  und  der  durch 
die  Raumkurve  gelegt  werden  kann,  also  die  Kegelstrablen 
hat  |31|,  |32|,  |34|,  i35|,  |36|,  so  werden  dem  Durchschnittskegel- 
schnitt zwei  Dreiecke  einbeschrieben  sein,  nämlich  das  Dreieck 
12):  und  das  Dreieck;  dessen  Ecken  sind: 

(|,|34|)      (6,|35|)      (S,|36|), 

da  aber  bekanntlich  die  sechs  Seiten  zweier  Dreiecke,  deren 
Ecken  auf  einem  Kegelschnitt  liegen;  selbst  einen  neuen 
Kegelschnitt  berühren  (Th.  d.  K.  S.  129),  so  werden  die 
sechs  Geraden: 

|12|,   11^1,   |2x|,        |l,[345]|    |6,[346]|     il,  [356]| 

Tangenten  eines  Kegelschnitts  sein. 

Vertauschen  wir  aber  die  Punkte  3  und  4  mit  einander, 
was  für  die  Betrachtung  der  Raumkurve  und  ihrer  Durch- 
schnittsebene I  irrelevant  ist,  so  sehen  wir,  dafs  auch  die  sechs 
Schnittlinien :     * 

|12|,   |lj:|,    |2f|,        16,  [435] I    |S,  [436]|     |5,  [456]1 

Tangenten  eines  Kegelschnitts  sein  müssen,  welcher  offenbar 
mit  dem  vorigen  identisch  ist,  weil  er  mit  demselben  fünf 
Tangenten  gemein  hat.  Hieraus  folgt  also,  dafs  dieser  Kegel- 
schnitt die  fünf  Tangenten  hat: 

|12|    ||,[345]|    |5,[346]|    |6,[356]|    il,[456]| 

und  durch  diese  5  Tangenten  eben  bestimmt  wird ;  die  beiden 
übrigen  aus  den  Punkten  1  und  2  der  Tangente  |12|  an  den 
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Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  schneiden  sich  in  dem  ge- 
suchten  Punkte  j:,  und  wir  haben  daher  folgende  Kon- 
struktion:*) 

Man    lege    durch.  |12|   eine    beliebige  Ebene  l, 
welche  von  den  vier  Ebenen: 

[345]      [346]      [356]      [456], 

welche  die  übrigen  vier  gegebenen  Punkte  3456 
der  Raumkurve  verbinden^  in  vier  geradei^  Linien 
geschnitten  wird.  Diese  vier  Geraden  und  die  Ver- 
bindungslinie |12|  bestimmen  als  Tangenten  einen 
Kegelschnitt;  aus  den  beiden  Punkten  1  und  2  gehen 
an  diesen  Kegelschnitt  noch  zwei  Tangenten  aufser 
{12|  und  der  Schnittpunkt  derselben  ([l):!,  |2]c|)  ist 
der  gesuchte  dritte  Punkt  der  Raumkurve  in  der 
Ebene  i 

Wenn  sechs  Punkte  12  34  56  einer  C^^^  mit  einem  be- 
liebigen Punkte  X  derselben  verbunden  werden,  so  gehören 

die  6  Strahlen: 

y  11,2,3,4,5,61 

einem  Kegel  2.  0.  j^^  an  und  bilden  ein  demselben  ein- 
beschriebenes Sechskant,  für  welches  der  auf  den  Kegel  aus- 
gedehnte Pascalsche  Satz  gilt,  wonach  die  drei  Schnitt- 
linien der  Ebenen: 

[yl2]    und    lj:4ö\ 

[y23]    und    [):56] 

[):34]    und    [je  61] 

in  einer  durch  x  gehenden  Ebene  €  liegen  müssen.  Halten 
wir  die  zur  Bestimmung  der  C<^>  notwendigen  und  hin- 
reichenden Punkte  123456  fest,  verändern  ajber  den  Punkt  t 
auf  (P\  so  vei^dert  sich  mit  ihm  auch  die  Ebene  f.  Da 
nun  nach  S.  232  die'  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  [):12]  und 
[y45]  ein  Hyperboloid  J^w  beschreibt,  auf  welchem  C?'Uiegt, 
und  die  Schnittlinie  der  Ebenen  [):23]  und  [jc56]  ein  zweites 

Hyperboloid  ^f^  beschreibt^  auf  welchem  auch  C?')  liegt,  so 

müssen  diese  beiden  Hyperboloide  eine  Erzeugende  l  gemein 
haben,  deren  Konstruktion  oben  (S.  238)  angegeben  ist.   Diese 

*)  Chasles  1.  c. 
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Konstruktion  sagt  aber  geradezu. aus,  dass  l  in  der  Ebene  e 
liegt;  also  auch  umgekehrt  €  durch  die  feste  Gerade  l  gehen 
muls.    Wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 

Ist  einer  Raumkurve  (P^  ein  Sechseck  12  3  4  6  6 
einbeschrieben  und  verbindet  man  einen  beliebigen 
Punkt  X  der  O^^mit  den  gegenüber  liegenden  Seiten 
des  Sechsecks  |12|,  |34|;  |23|,|45|;  |34|,  |56|  durch 
Ebenenpaare,  so  liegen  die  drei  Schnittlinien  der- 
selben in  einer  Ebene  s.  Bei  der  Veränderung  von 
X  auf  der  Raumkurve  0(^>  dreht  sich  die  Ebene  €  um 
eine  feste  Gerade,  weche  Sekante  der  Raumkurve 
C^^  ist     (Cremona  1.  c.) 

Ist  ein  einfaches  Hyperboloid  $^')  gegeben,  auf  welchem 
ein  Raumkurve  3.  0.  (7^>  gezeichnet  werden  soll,  so  darf 
man  nur  fünf  Punkte  123  4Ö  desselben  willkürlich  an- 
nehmen, durch  die  (P^  gehen  soll;  denn  nimmt  man  zwei 
beliebige  Erzeugende  l^  I2  einer  Regelschar  und  setzt  drei 
Ebenenbüschel,  deren  Äxen  l^l^  und  |45|  sind,  in  solche 
projektivische  Beziehung,  dafs 

«i[1.2,3]  A  ij[l,2,3]  A  |45|[1.2,3J,         , 

d.  h.  die  Ebenen  nach  1,  2,  3,  entsprechende  sind,  dann  erzeu- 
gen diese  drei  projektivischen  Ebenenbüschel  eine  (P^ ,  welche 
auf  dem  gegebenen  Hyperboloid  $('>  liegt,  vorausgesetzt,  dafs 
die  Verbindungslinie  1 45  |  selbst  keine  Erzeugende  des  Hyper- 
boloids ist.  In  gleicher  Weise  kann  man  an  Stelle  von  l^  l^ 
zwei  Erzeugende   g^g2    der  andern  Regelschar  wählen    und 

erhält  dadurch  eine  zweite  Raumkurve  (f^^  auf  demselben  Hy- 
perboloid, welche  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte  geht;  die 
eine  Raumkurve  begegnet  der  Regelschar  l^  in  je  zwei,  der 
Regelschar  g*  nur  in  je  einem  Punkte,  die  andere  Raumkurve 
umgekehrt  der  Regelschar  ^  in  je  zwei,  der  Regelschar  l* 
nur  in  je  einem  Punkte.    Also: 

Durch  fünf  Punkte  eines  einfachen  Hyper- 
boloids lassen  sich  zwei  Raumkurven  dritter  Ord- 
nung legen,  welche  demselben  ganz  angehören. 
Dieselbe  Regelschar  des  Hyperboloids  trifft  alle- 
mal die  eine  Raumkurve  in  je  zwei,  die  andere  in 
je  einem  Punkte. 
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Stellen  wir  uns  die  umgekehrte  Frage: 

Auf  einem  gegebenen  Hyperboloid    J^<*>  liegen 

zwei  Raumkurven  dritter  Ordnung  O^^  und  C{'^;wie 
viel  gemeinschaftliche  Punkte  können  dieselben 
im  allgemeinen  haben? 

so  können  hierbei  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  ein- 
treten, entweder 

I.  die  Raumkurve  C^^^  begegnet  allen  Erzeugenden  l* 
der  einen  Regelschar  des  Hyperboloids  in  je  zwei  Punkten, 
allen  Erzeugenden  g^  also  nur  in  je  einem  Punkte,  und  die 

Raumkurve  Cf^  begegnet  umgekehrt  allen  Erzeugenden  l* 
nur  in  je  einem  Punkte,  dagegen  allen  Erzeugenden  g'  in  je 
zwei  Punkten,  oder 

n.  die  Raumkurve  O^^  begegnet  allen  Erzeugenden  l* 
in  je   zwei  Punkten  und  dahe^r  allen  Erzeugenden  g'  nur  in 

je  einem  Punkte,  und  die  Raumkurve  Cf^  begegnet  ebenfalls 

allen  l'  in  je  zwei,  allen  g^  in  je  einem  Punkte. 

Der  erste  Fall  ist  derjenige,  welcher  vorhin  auftrat.  Nehmen 
wit  nun,  um  die  vorgelegte  Frage  zu  beantworten,  einen  beliebi- 
gen Punkt  0  der  Raumkurve  CP\  so  gehen  durch  ihn  zwei  Er- 
zeugende P  und  g^  des  Hyperboloids  ^^^K  Verbinden  wir  e 
mit  allen  Punkten  der  Raumkurve  (?^>  durch  Strahlen,  so  er- 
halten wir  einen  Kegel  2.  0.  Ä^*^;  verbinden  wir  o  mit  allen 

Punkten  der  Raumkurve  Cf^^ ,  so  erhalten  wir  (S.  234)  einen 

Kegel  ^f^  dritten   Grades  mit  einem  Doppelstrahl;   derselbe 

ist  im  Falle  I.  der  Strahl  g^,  im  Falle  H.  der  Strahl  P.  Be- 
trachten wir  nun  zuerst  den  Fall  L,  so  haben  die  beiden  Kegel 

Ä^*^  und  äJ^^  den  gemeinschaftlichen  Strahl  Z®,  welcher  der 
0^'>  in  zwei,  der  C^'^  nur  in  einem  Punkte  begegnet;  außer- 
dem haben  diese  beiden  konzentrischen  Kegel  zweiten  und 
dritten  Grades  also  noch  5  gemeinschaftliche  Strahlen,  und 
diese  müssen  durch  die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  beiden 

Raumkurven  (P^  und   C[^^    hindurchgehen;    denn    träfe    ein 

solcher  Strahl,  welcher  beiden  Raumkurven  begegnen  mufs, 
dieselben  in  zwei  verschiedenen  Punkten,  so  enthielte  er  drei 
Punkte  des  Hyperboloids  ^^^\  müfste  also»  eine  Erzeugende 
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sein;  was  nicht  der  Fall  ist.  Also  schneiden  sich  im  Falle  I. 
die   beiden  Bautnkurven   im    allgemeinen   in   fünf  Punkten. 

Dagegen  haben  im  Falle  II.   die  beiden  Eegel  ^^^  and  ^f^ 

ebenfalls  den  gemeinschaftlichen  Strahl  2®,  dieser  ist  aber  für 

den  Kegel  S^p  Doppelstrahl^  folglich  können  dieselben  auiser- 

dem  nur  noch  vier  gemeinschaftliche  Strahlen  haben,  welche 

durch  die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Kurven  t?')  und  Cf^' 

hindurchgehen  müssen,  wie  wir  eben  gesehen  haben.  Also 
schneiden  sich  im  Falle  II.  die  beiden  Raumkurven  nur  in 
vier  Punkten.    Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Liegen  auf  einem  Hyperboloid  J^W  zwei  Raum- 
kurven CP^  und  (y^\  und  begegnet  die  eine  Raum- 
kurve O^  den  Erzeugenden  Z*der  einen  Regelschar 
in  je  zwei  Punkten,  dagegen  Cf'^  den    Erzeugenden 

i*  nur  in  je  einem  Punkte,  so  haben  die  Raumkurven 
im    allgemeinen    fünf    gemeinschaftliche    Punkte. 

Wenn  dagegen   beide  Raumkurven  CP^  und  C|^^  der- 

« 

selben  Regelschar  Z'  in  je  zwei  Punkten  begegnen, 
so  haben  die  Raumkurven  im  allgemeinen  nur  vier 
gemeinschaftliche  Punkte. 

Dies  Resultat  läfst  sich  noch  anders  auffassen,  wenn  wir 
nämlich  von  dem  Hyperboloid  noch  zwei  Erzeugende  hinzu- 
nehmen, entweder  l  und  2„  die  derselben  Regelschar,  oder  l 
und  ^1,  die  verschiedenen  Regelscharen  angehören.   Begegnen 

sich  nämlich  die  beiden  Raumkurven  O^^  und  &^^  nur  in  vier 

Punkten  auf  dem  Hyperboloid  ^(^>,  so  können  wir  O^^  und  { 
als  eine  Raumkurve  4.  0.  C^*^  auffassen,  die  in  eine  Gerade 
und  eine  Raumkurve  3.  0.  zerfallen  ist,  ebenso  das  Ensemble 

von  &^^  und  Z, ;  da  nun  O^^  auch  Z,  in  zwei  Punkten  begegnet 

und  C^^  auch  l  in  zwei  Punkten  trifft,  so  folgt,  dafs  die 
beiden  Raumkurven  4.  0.; 

(?»>  und  l,  Cf^  und  l, 

auf  demselben  Hyperboloid  acht  Punkte  gemein  haben. 

Dasselbe  folgt  auch  im  zweiten  Falle,  wenn  O^^  und  (fp 
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fünf  Punkte  gemeinschaftlich  haben;  wir  müssen  aber  dann 
für  die  beiden  zerfallenden  Baumkurven  4.  0.: 

a^  und  l,  C/f^  und  g^ 

nehmen,  dann  schneiden  sich  nämlich  O^^  und  Öf^  in  fünf 

Punkten ;  (P^  und  g^  in  einem,  C{^  und  l  in  einem  ^  und  2 

und  g^  in  einem  Punkte,  was  zusammen  ebenfalls  acht  gemein- 
schaftliche Punkte  ausmacht. 

Umgekehrt  können   wir  schliefsen,   dafs  durch   zwei 

Raumkurven  dritter  Ordnung  O^^  und  C^\  die  fünf 

Punkte  gemeinschaftlich  haben,  immer  ein  Hyper- 
boloid gelegt  werden  kann.  Denn  nehmen  wir  einen 
beliebigen  Punkt  ^   der  ersten  Baumkurve,   so  können  wir 

durch  )f  die   einzige  Sekante  g^  der  anderen  Baumkurve  C^^ 

(S.  234)  ziehen  und  durch  diese  Sekante  g^  und  die  Baumkurve 
(P^  das  einzige  Hyperboloid  J^(^>  legen,   welches  gleichzeitig 

durch  die  Baumkurve  Cf^^  gehen  mu(s,   weil  dieselbe  sieben 

Punkte  mit  dem  Hyperboloid  ^(^)  gemein  hat  (wie  aus  einer 
sogleich  folgenden  Bemerkung  hervorgeht).  Die  Gerade  g^ 
kann  nicht  gleichzeitig  Sekante  der  ersten  Baumkurve  O^^ 
sein,  denn  sonst  könnten  auf  dem  Hyperboloid  $^)  die  beiden 

Baumkurven  O^^  und  Cf  ^  nicht  fünf,  sondern  nur  vier  Punkte 
gemein  haben. 

Wir  können  uns  nun  leicht  zwei  Baumkurven  (P^  and 

C^^  herstellen,  die  fünf  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  wenn 

wir   nämlich   im  Baume  sieben   von   einander  unabhängige 

Punkte 

1234567 

willkürlich  annehmen  und  einmal  durch  die  Punkte  123456 
eine  Baumkurve  (P^  legen,  die  dadurch  vollkommen  bestimmt 
wird,  und  sodann  durch  7  die  einzige  Sekante  derselben  ziehen, 
die  Gerade  {,  zweitens  aber  durch  die  Punkte  123457  eine 

Baumkurve  Cf^^  legen,  die  ebenfalls  dadurch  gerade  bestimmt 

ist,  und  durch  den  Punkt  6  die  einzige  Sekante  g^  derselben. 
Dann  wissen  wir,  dafs  beide  Baumkurven  auf  demselben 
Hyperboloid  liegen,  auf  welchem  auch  die  Geraden  l  und  g^ 
sich  befinden  müssen,  weil  sie  je  drei  Punkte  dieses  Hyper- 
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boloids  enthalten,  und  gleichfalls  wissen  wir  aus  dem  Obigen, 

dafs  {  und  g^  yerschiedenen  Regelscharen  angehören^  folglich 

sich  treffen  müssen;  wir  erhalten  daher  den  bemerkenwerten 

Satz: 

Wenn  7  beliebige  Punkte  willkürlich  im  Räume 

gegeben  sind: 

1234567 

und  man  1)  durch  die  Punkte  123456  die  Raum- 
kurre  O^  und  durch  7  die  einzige  Sekante  l  der- 
selben^   2)    durch    die    Punkte    123457    die  Raum- 

kurve  Cf^^  und  durch  6  die  einzige  Sekante  g^  der- 
selben legt,  dann  müssen  sich  die  beiden  Geraden  l 
und  g^  notwendig  in  einem  achten  Punkte  treffen.*) 

Das  Yorige  Ergebnis  beantwortet  zugleich  eine  Frage,  die 
sich  auch  sonst  noch  darbietet  (§  71): 

Es  sind  vier  projektivische  Ebenenbüschel  im 
Räume  beliebig  gegeben,  deren  Äxen  Z1Z2Z3Z4  sich 
nicht  treffen.  Wie  oft  kommt  es  vor,  dafs  vierent- 
sprechendeEbenen  sich  in  einem  Punkteschneiden? 

Die  drei  projektivischen  Ebenenbüschel  Zi[||],  hl^Tlf 
hL^z]  erzeugen  eine  Raumkurve  3.  0.  C^\  die  drei  projekti- 
vischen Ebenenbüschel  Z,  [IJ,  ^2 [S2I  hl^i]  erzeugen  eine  zweite 
Raumkurve  3.  0.  Cf^ ;  beide  liegen  auf  dem  Hyperboloid  $t*) , 

welches  die  beiden  projektivischen  Ebenenbüschel  lyl^i]  und 
I2II2I  erzeugen^  und  beide  begegnen  den  Erzeugenden  l^  und 
lg  in  je   zwei  Punkten,  folglich  können  C?^)  und    Cj'^  nach 

dem  vorigen  Satze  nur  vier  gemeinschaftliche  Punkte  haben, 
also  kommt  es  im  allgemeinen  nur  viermal  vor, 
dafs  vier  entsprechende  Ebenen  von  vier  projekti- 
vischen Ebenenbüscheln  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  gehen. 

Schliefslich  bemerken  wir  noch,  dafs  eine  Raumkurve 
3.     O.    O^)    mit    einem    beliebig    angenommenen    Hjperbo- 


*)  Vergl.  Hesse:  Über  die  lineare  Konstruktion  des  achten 
Scfanittpanktes  dreier  Oberflächen  2.  0.^  wenn  sieben  Schnittpunkte 
derselben  gegeben  sind^  Crelle^s  Journal  f.  r.  u.  a.  Mathematik. 
Bd.  XXVI,  8.  147. 
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loid  $<*)  im  allgemeinen  höchstens  sechs  Punkte  gemein 
haben  kann,  ohne  ganz  auf  dem  Hyperboloid  zu  liegen,  und 
'Umgekehrt:  Wenn  eine  Raumkurve  O*^  mit  einem 
Hyperboloid  $<*>  sieben  Punkte  gemeinschaftlich 
hat^  so  liegt  sie  ganz  auf  demselben.  Denn  seien 
sieben  Punkte  12  3  4  5  6  7  einer  Raumkurve  (P^  auf  einem 
Hyperboloid  ^^*)  gelegen,  so  gehen  durch  den  Punkt  1  zwei 
Erzeugende  ^,  und  Z,  des  Hyperboloids  ^^^K  Begegnet  nun 
1)  eine  derselben  z.  B.  Z,  der  (7^^)  noch  in  einem  zweiten 
Punkte,    so   lassen   sich    durch  l^   und  (P^   unendlich    viele 

Hyperboloide  legen  (S.  232);   sei   eines  derselben   ^f^   dann 

haben  die  beiden  Hyperboloide  ^(*)  und  ^f^  eine  Erzeugende 

l^  gemein,  schneiden  sich  daher  noch  in  einer  Raumkurve 
3.  0.,  welche  mit  C?^^  identisch  sein  mufs,  weil  sie  durch 
die  sechs  Punkte  2  3  4  5  6  7  geht,  durch  welche  nur  eine 
Raumkurve  (P^  gehen  kann,  die  dadurch  eben  bestimmt 
wird;  folglich  liegt  C?^>  ganz  auf  $^*>  und  begegnet  der 
Z,  in  zwei  Punkten.  Begegnet  aber  2)  keine  der  Er- 
zeugenden g^  und  Zi  der  Raumkurve  C^^^  in  einem  zweiten 
Punkte ,  und  nehmen  wir  eine  derselben  g^^  so  läfst  sich,  wie 
wir  wissen  (S.  233)  durch  ^j  und  G^  nur  ein  einziges  be- 
stimmtes Hyperboloid  ^f^  legen.    Dieses  mufs  identisch  sein 

mit  ^^*);  denn  wären  $<^  und  $[*^  von  einander  verschieden, 

so  müfsten  sie  sich  aufser  in  g^  noch  in  einer  Raumkurve 
3.  0.  schneiden,  welche  mit  0^>  zusammenfallen  müfste,  weil 
sie  durch  die  sechs  Punkte  2  3  4  5  6  7,  welche  sie  enthalten 
soll,  gerade  bestimmt  wird.  Diese  Raumkurve  C^^^  mü&te 
aber  der  g^  in  zwei  Punkten  begegnen  (S.  238),  was  gegen 

unsere  Voraussetzung  ist.  Also  kann  §[*^  mit  $^*  nur  iden- 
tisch sein,  folglich  mufs  (P^  ganz  auf  dem  Hyperboloid  ^w 
liegen  und  wird  daher  der  2,  noch  in  einem  zweiten  Punkte 
begegnen. 

§  33.    Einige  Konstruktionen  der  Baumkurve  vermittelst 
gegebener  Punkte  und  Sekanten  derselben. 

Man  kann  als  Bestimmungsstücke  zur  Konstruktion  einer 
Raumkurve  dritter  Ordnung  aufser  Punkten  derselben  auch 
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Sekanten,  d.  h.  solche  Gerade  wählen ^  welche  ihr  in  zwei 
(reellen  oder  konjagiert-imaginaren)  Punkten  begegnen^  oder 
welche  auf  sämtlichen  durch  die  Baumkurve  gelegten  Hyper- 
boloiden jedesmal  diejenige  Regelschar  bilden^  deren  Erzeu- 
gende der  Baumkurve  in  je  zwei  Punkten  begegnen. 

Während  die  Konstruktion  der  Baumkurve  C^^  durch 
sechs  gegebene  Punkte  ai  a.^  as  a^  o,^  a^  zurückkommt  auf  die 
Ermittelung  je  dreier  entsprechenden  Ebenen  in  drei  projek- 
tivischen  Ebenen  büscheln: 

deren  projektivische  Beziehung  allemal  durch  drei  Paare  ent- 
sprechender Ebenen  bestimmt  wird^  bietet  sich  uns  jetzt  als 
erste  Aufgabe  folgende  dar: 

Es  sind  eine  Gerade  l^  und  fünf  Punkte  aia2a3a4a5 
beliebig  im  Baume  gegeben;  es  soll  eine  Baum- 
kurve 3.  0.  konstruiert  werden,  welche  durch  die 
gegebenen  Punkte  geht  und  die  gegebene  Gerade 
Ii  zur  Sekante  hat. 

Da  es  darauf  ankommt,  zwei  solche  Hyperboloide  zu 
ermitteln,  welche  eine  Erzeugende  gemeinschaftlich  haben, 
und  deren  übriger  Schnitt  durch  die  gegebenen  Punkte  geht, 
so  werden  wir  einmal  die  Ebenenbüschel  projektivisch  setzen : 

^iKajagJ  A  |a4a5|  [aiajag], 

deren  entsprechende  Elementenpaare  die  Projektivität  gerade 

bestimmen;  dieselben  erzeugen  ein  Hyperboloid  ^^^,  welches 

2i  und  {4ö|  zu  Erzeugenden  hat  und  durch  die  Punkte  a^  aj  a3 
geht.  Zweitens  werden  wir  die  Ebenenbüschel  projektivisch 
setzen: 

^i[Äia2a4]  A  IctaCisl  [aia2a4]; 

dieselben  Erzeugen  ein  Hyperboloid  ^^\  welches  l^  und  {35| 

zu  Erzeugenden  hat  und  durch  die  Punkte  a,  a2  a4  geht. 
Diese  beiden  Hyperboloide  haben  aufser  der  gemeinschaft- 
Uchen  Erzeugenden  2|  noch  eine  Baumkurve  3.  0.  ge- 
mein, welche  offenbar  durch  die  fünf  Punkte  a]  a,  d^  d^  a^ 
gehen  mu(s  und  die  Erzeugende  2^  zur  Sekante  hat,  folglich 
den  Anforderungen  der  Aufgabe  genügt.  Durch  die  beiden 
bekannten  Hyperboloide  ist  die  Baumkurve  (P^  nach  S.  228 
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linear  zu  konstruieren^  indem  wir  um  l^  eine  veränderliche 
Ebene  drehen  und  die  beiden  ihr  entsprechenden  Ebenen  ans 
den  oben  bestimmten  projektivischen  Büscheln  ermitteln,  wo* 
durch  als  Schnittpunkt  solcher  drei  entsprechenden  Ebenen 
der  veränderliche  dritte  Punkt  der  Baumkurve  in  der  durch 
Z]  gelegten  Ebene  hervorgeht 

Wir  können  uns  aber  zur  Lösung  der  vorgelegten  Auf- 
gabe auch  der  andern  auf  S.  246  gegebenen  Konstruktion 
bedienen  und  so  verfahren: 

Man  lege  durch  l^  eine  beliebige  Ebene  s,  welche  von 
den  Ebenen  [123]  [124]  [134]  [234]  in  vier  Geraden  ge- 
schnitten  wird,  welche  mit  l^  als  fünf  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts ^^  .aufgefafst^  denselben  eindeutig  bestimmen.  Die 
Ebene  e  wird  andererseits  von  den  vier  Ebenen  [123]  [125] 
[135]  [235]  in  vier  Geraden  geschnitten,  welche  mit  l^  zu- 
sammen einen  zweiten  Kegelschnitt  £^  umhüllen^  der  durch 
diese  fünf  Tangenten  vollständig  bestimmt  wird.  Beide  Kegel- 
schnitte S^*^   und  ^['^    haben  l^  und  die  Schnittlinie  von  £ 

mit  [123]  als  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten^  mithin  noch 
zwei  andere  gemeinschaftliche  Tangenten,  deren  Schnittpunkt 
j:  der  einzige  in  der  durch  l^  gelegten  Ebene  €  enthaltene  Punkt 
der  O^^  ist.  Dieser  Punkt  j:  ist  auf  bekannte  Weise  linear 
zu  konstruieren,  und  demgemäfs  durch  Drehung  der  Ebene  c 
um  die  Axe  l^  die  ganze  Raumkurve  C^^K 

Stellt  man  sich  als  zweite  Aufgabe  diese:  Eine  Raum- 
kurve O^  zu  konstruieren,  welche  zwei  gegebene  Gerade 
2i  ^2  zu  Sekanten  haben  und  durch  vier  Punkte  a^  a^  CI3  a^ 
gehen  soll,  so  ist  diese  Aufgabe  überbestimmt,  denn  es  müfste 
sich  ein  Hyperboloid  durch  die  beiden  Erzeugenden  l^  und 
I2  und  die  vier  Punkte  a^  aj  a3  a4  legen  lassen,  was  eine  Be- 
dingung zwischen  den  gegebenen  Elementen  erfordert,  da 
das  Hyperboloid  durch  Z,  I2  und  a^  a2  d^  schon  bestimmt 
wird^  also  der  Punkt  a^  nicht  mehr  frei  gewählt  werden 
kann  (S.  106).  Ist  aber  diese  Bedingung  erfüllt,  dafs  l^L, 
Erzeugende  eines  Hyperboloids  sind,  welches  durch  aja2a3a4 
geht,  dann  giebt  es  unendlich  viele  Ranmkurven  C^]  welche 
den  Forderungen  der  Aufgabe  genügen^  nämlich  ein  ganzes 
Büschel  von  Raumkurven  6^^^,  welche  durch   dieselben  vier 
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Pankte  a,  aj  a3  o«  gehen  und  auf  demselben  Hyperboloid 
liegen.  Durch  jeden  beliebigen  fünften  Punkt  des  Hyper- 
boloids geht  nämlich  allemal  eine  und  nur  eine  Raumkurye 
C^  dieses  Büschels,  welche  den  Erzeugenden  Z|  und  l^  und 
der  ganzen  zu  ihnen  gehörenden  Begelschar  in  je  zwei  Punkten 
begegnet. 

Die  dritte  Aufgabe,  welche  sich  uns  darbietet,  ist 
die  einfachste,  nämlich:  Eine  Baumkurve  O^^  zu  kon- 
struieren, welche  drei  gegebene  Gerade  l^  l^  l^  zu 
Sekanten  hat  und  aufserdem  durch  drei  gegebene 
Punkte  ai  a,  a3  hindurchgeht. 

Zur  Losung  derselben  braucht  man  nur  drei  Ebenen- 
büschel in  projektivische  Beziehung  zu  setzen: 

h  l^i  «^2^3]  A  h  ^1  ^2^3]  A  h  [^1  <t2  «3] ; 

durch  drei  Paare  entsprechender  Elemente  ist  die  projek- 
tivische Beziehung  gerade  bestimmt,  ist  diese  also  her- 
gestellt, 80  sehneiden  sich  immer  drei  entsprechende  Ebenen 
der  projekti vischen  Büschel  in  einem  Punkte  der  gesuchten  C^^K 

Die  vierte  Aufgabe  ist  nunmehr  folgende: 

Es  soll  eine  Raumkurve  C^^  konstruiert  werden, 
von  welcher  vier  Sekanten  lilihh  ^^^  zwei  Punkte 
a|  0}  gegeben  sind. 

Wir  suchen  zwei  Hyperboloide  zu  ermitteln,  von  denen 
eines  die  Erzeugenden  2,  und  {j?  ^^  andere  die  Erzeugenden 
I3  und  l^  hat,  die  beide  durch  die  gegebenen  Punkte  a]  aj 
gehen  und  aufserdem  eine  gemeinschaftliche  Erzeugende  haben, 
die  zu  derselben  Begelschar  wie  Z]  und  I2  in  dem  einen,  l^ 
und  {4  in  dem  andern  Hyperboloid  gehört  und  ebenso  wie 
jene  der  Baumkurve  C^^\  in  welcher  sich  die  beiden  Hyper- 
boloide aufserdem  schneiden,  in  zwei  Punkten  begegnet. 

Um  diesen  Forderungen  zu  genügen,  ziehen  wir  durch  ai 
diejenige  Gerade  a, ,  welche  den  beiden  Geraden  l^  und  I2 
begegnet,  und  ebenso  diejenige  Gerade  b^ ,  welche  den  beiden 
Geraden  Z3  und  l^  begegnet;  also  wir  bestimmen  die  Schnitt- 
linien: 

a^  mufs  eine  Erzeugende  des  ersten,  h^  ^^®  Erzeugende  des 
zweiten  Hyperboloids  sein. 
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In  gleicher  Weise  ermitteln  wir  die  SphnittUnien: 

dann  mufs  ebenso  aj  eine  Erzeugende  des  ersten,  b^  eine 
Erzeugende  des  zweiten  Hyperboloids  sein. 

Nun  liegen  a^b^  in  einer  Ebene,  weil  beide  durch  a, 
gehen,  ebenso  liegen  a2&2  ^  einer  Ebene,  weil  beide  durch 
a2  gehen.     Wir  bestimmen  die  Schnittlinie: 

|[«i6,],  [a2&2]|  =  ^ 

dann  wird  die  Gerade  l  o£Penbar  allen  vier  Geraden  a^  b^  €^2^7 
gleichzeitig  begegnen. 

Legen  wir  jetzt  durch  die  drei  Geraden: 

Z,  I2  l  ein  Hyperboloid  ^^^ 
und  durch 

l^  l^  l  ein  Hyperboloid  ^^ , 

so  haben  beide  Hyperboloide  aufser  der  gemeinschaftlichen 
Erzeugenden  l  eine  Baumkurve  O^^  gemein,  welche  die  ge- 
suchte sein  wird;  denn  das  Hyperboloid  Q^^  enthält  die  Ge- 
rade Ol ,  weil  dieselbe  Z|  Zj  l  gleichzeitig  begegnet,  ebenso  o, ; 
das  zweite  Hyperboloid  ^fl  enthält  die  Erzeugenden  b^  und 

&2 ;  weil  aber  a^  und  b^  den  Punkt  ai  gemein  haben,  so  liegt 
derselbe  und  ebenso  a2  auf  beiden  Hyperboloiden,  also  auf  (P^- 
Dais  aber  l^  I2  l^  I4  Sekanten  der  Raumkurve  C^^  sind,  geht 
daraus  hervor,  da&  sie  mit  l  zu  derselben  Begelschar  ge- 
hören, und  l  die  gemeinschaftliche  Erzeugende  beider  Hyper- 
boloide ist.  Die  Raumkurye  O^^  genügt  also  den  Forde- 
rungen der  Aufgabe  und  kann,  wie  wir  sehen,  linear  kon- 
struiert werden. 

Um  beliebig  viele  Punkte  von  ihr  zu  erhalten,  braucht 
man  nur  um  die  einmal  konstruierte  Gerade  l  eine  veränder- 
liche Ebene  |  zu  drehen,  welche  den  Geraden  l^  lil^h  in 
den  Punkten  j:^  j:2  v^  j:^  begegnet,  dann  ist  der  Schnittpunkt 

ein  Punkt    der    gesuchten  Raumkurye  (7'J,    weil  er  gleich- 
zeitig auf  beiden  Hyperboloiden  ^J^    und   ^jj  liegt 
Die  nächste  Aufgabe  stellt  die  Forderung: 
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Eine  Raumknrye  (7  *>  zu  konstruieren,  welche 
fünf  gegebene  Sekanten  Z^  l^  l^  l^  l^  hat  und  durch 
einen  gegebenen  Punkt  aj  geht. 

Wir  suchen  diese  Aufgabe  dadurch  zu  lösen,  dafs  wir 
in  der  Eoustruktion  der  vorigen  Aufgabe  den  einen  der 
beiden  gegebenen  Punkte  Oj  auf  der  fünften  gegebenen  Ge- 
raden l^  yerändem  und  nachsehen,  ob  der  Fall  eintritt,  dafs 
die  in  der  Torigen  Aufgabe  konstruierte  Gerade  {  zweimal 
dieselbe  Lage  annimmt,  dann  müfste  offenbar  l^  zweimal  der 
Baumkurve  begegnen,  also  eine  Sekante  sein  für  diejenige  ^ 
C<*>,  welche  gemäfs  der  vorigen  Aufgabe  allen  übrigen  Be- 
dingungen genügt. 

Ans  dem  Anblick  der  vorigen  Konstruktion  ergiebt  sich 
zunächst,  dafs,  während  der  Punkt  a^  die  Gerade  {5  durch- 
läuft, die  Strahlen  a^  und  &,,  also  auch  die  Ebene  [a^h^] 
fest  bleiben,  dagegen  aj  und  h^  zwei  Begelscharen  beschreiben, 
und  die  Gerade  l  in  der  Ebene  [aj>^  einen  gewissen  Ort 
umhüllt,  von  dem  zu  ermitteln  ist,  ob  l  zweimal  dieselbe 
Lage  annimmt.  Die  Gerade  l  können  wir  bestimmen  durch 
diejenigen  beiden  Punkte,  in  welchen  a^  und  &2  ^^^  ^^^ 
Ebene  «=[ai6|]  durchstofsen.    Nennen  wir  die  Treffpunkte : 

{B,a^)^%      (£,  62)  =  33, 

so  ist  |2liBl  =  Z,  uTid  bei  der  Bewegung,  welche  wir  uns 
denken,  wird  %  einen  bestimmten  Kegelschnitt  und  iB  einen 
andern  Kegelschnitt  in  Ebene  b  beschreiben,  «lämlich  die 
Durchschnittsfiguren  der  Ebene  s  mit  den  Hyperboloiden, 
welche  a^  nnd  hr^  beschreiben.  Auf  diesen  beiden  Kegel- 
schnitten durchlaufen  die  Punkte  91  und  S  projektivische 
krumme  Punktreihen,  denn  die  vier  Ebenenbüschel  [{ja,] 
PjCiJ  \h^2\  P4^]  liegen  mit  der  Punktreihe,  welche  (x^ 
auf  ^  durchläuft,  perspektivisch.  Femer  ist  von  vornherein 
ersichtlich,  dafs  einmal  zwei  entsprechende  Punkte  91  und 
S  zusammenfallen  müssen,  nämlich  in  demjenigen  Punkte, 
in  welchem  die  Gerade  \  die  Ebene  s  durchbohrt.  Dieser 
Puntct  ist  offenbar  beiden  Kegelschnitten  gemeinschaftlich 
nnd  vereinigt  zwei  Punkte  21  und  S;  nennen  wir  ihn  D, 
so  wird  derselbe  noch  nicht  zur  Lösung  der  Aufgabe  führen. 
Denn  die  Raumkurve  C^\  welche  nach  der  vorigen  Aufgabe 

SoHBfinm,  ThM>r.  d.  Obexfl.  8.  Ordn.  17 
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eindeutig  bestimmt  ist  durch  die  Sekanten  2,  I2  Z3  ^4  und  die 
Punkte  a^  und  O;  braucht  noch  nicht  die  willkürlich  durch 
£)  anzunehmende  Gerade  l^  zur  Sekante  zu  haben.  Verbinden 
wir  aber  O  mit  den  veränderlichen  Prunkten  31  und  3i,  so 
erhalten  wir  in  O  zwei  konzentrische  projektivische  Strahlen- 
büschel ^  welche  im  allgemeinen  zwei  Doppelstrahlen  haben; 
ein  solcher  Doppelstrahl  verbindet  zwar  zwei  entsprechende 
Punkte  91  Sä  und  geht  zugleich  durch  den  Punkt  O,  in 
welchem  zwei  entsprechende  Punkte  31  33  vereinigt  sind; 
allein  dieser  Doppelstrahl  als  Gerade  l  in  dem  Sinne  der 
vorigen  Aufgabe  gewählt  bestimmt  eine  Baumkurve  C^^\ 
welche  der  Geraden  {  zweimal  begegnet,  folglich  der  Geraden 
Z5,  die  mit  l  den  Punkt  O  allein  gemein  hat,  nur  in  einem 
Punkte  begegnen  kann. 

Wir  müssen  also  nachsehen  ^  ob  bei  der  Bewegung  von 
^2  auf  {5  aufserdem  eine  Verbindungslinie  |3[iB|;  die  nicht 
durch  O  geht,  mit  einer  andern  Verbindungslinie  \^Si\  zweier 
zusammengehörigen  Punkte  koinzidiert.  Bezeichnen  wir  die 
beiden  Kegelschnitte  in  der  Ebene  s,  welche  31  und  3i  be- 
schreiben, durch  31^*^  und  33^^)  und  die  Punktreihen  auf  ihnen 
durch: 

(31, 31^313 . . .  31:. . . .);  (33,3323)3  •  •  •  a3x  .  . .); 
halten  wir  zwei  dieser  Punkte  3lm  und  33nt  fest,  und  verbinden 
wir  sie  mit  allen  übrigen  31a.  ^x,  so  erhalten  wir  zwei  pro- 
jektivische Strahlenbüschel,  die  einen  Kegelschnitt  Sg>  er- 
zeugen; halten  wir  zwei  andere  Punkte  3ln  und  IBn  fest 
und  verbinden  sie  ebenfalls  mit  allen  übrigen  31«  und  33, 
durch  Strahlenpaare,  so  erhalten  wir  einen  zweiten  Kegel- 
schnitt S^^\  Diese  beiden  Kegelschnitte  Äg^  und  fiw  haben 
offenbar  zwei  gemeinschaftliche  Punkte,  nämlich  £)  und  den 
Schnittpunkt  (|3lm3ln|;  |3)m®n|)»  folglich  noch  eine  immer 
reelle  gemeinschaftliche  Sekante  2,  welche  die  vorgelegte 
Aufgabe,  lost.  Denn  die  beiden  übrigen  gemeinschaftlichen 
Punkte  j:  und  \)  der  Kegelschnitte  Ä{J[^  und  Ä{J*^  auf  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante  l  bleiben  unverändert  dieselben,  wie 
wir  auch  die  willkürlich  gewählten  Paare  3tm^m  und  Stn^n 
verändern  mögen.  In  der  That,  nehmen  wir  einen  dieser 
beiden  Punkte,  ^,  so  schneiden  sich  in  ihm  wegen  des  ersten 
Kegelschnitts  zwei  Strahlen  { 3lm  3lmi  |  und  |33m  3)nij  [  und  gleich- 
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zeitig  wegen  des  zweiten  Kegelschnitts  1 3l„  2l„,  |  und  |  SB«  ©n,  |. 
Da  nun  alle  Sehnen ,  die  durch  j:  gezogen  werden^  auf  dem 
Kegelschnitt  W^^  Punktepaare  ausschneiden  ^  die  mit  D  ver- 
bunden eine  Strahleninvolution  liefern,  und  wegen  der  Pro- 
jektivitat  der  Strahlenbüschel  0\%x\  und  0|35a,|,  die  ent- 
sprechenden Punktepaare  auf  dem  Kegelschnitt  93^^^  mit  D 
verbunden,  auch  eine  Strahleninvolution  liefern ,  also  ihre 
Sehnen  auch  durch  einen  und  denselben  Punkt  laufen  müssen, 
dieser  Punkt  aber  durch  die  beiden  Sehnen  |93m33mi|  und 
|33n93ni|  schon  bestimmt  wird  \ind  derselbe  Punkt  j:  ist;  so 
erkennen  wir,  dafs  alle  durch  y:  gezogenen  Sehnen  des  Kegel- 
schnitts ^^>  zu  entsprechenden  Sehnen  des  Kegelschnitts  ©^^) 
solche  haben,  die  ebenfalls  durch  j:  laufen.  Dasselbe  gilt  für 
den  Punkt  i).  Nun  giebt  es  aber  nur  eine  Sehne  \j:\)\  in 
dem  Kegelschnitte  %<^\  deren  entsprechende  Sehne  im  Kegel- 
schnitte 33<*>  sowohl  durch  y  als  auch  durch  t)  gehen  mul's, 
also  schneidet  |]c^|  die  Kegelschnitte  51^*^  und  33t*>  gleich- 
zeitig in  zwei  Paaren  von  entsprechenden  Punkten  21  und  ©.*) 
Diese  Gerade  l  erfüllt  also  die  geforderte  Bedingung  und 
geht  nicht  durch  O.  Legen  wir  daher  durch  2}  Zj  und  l  ein 
Hyperboloid  $<|>,  durch  l^  l^  l  ein  zweites  Hyperboloid  Jpg>, 
so  ist  die  aufser  l  ihnen  gemeinschaftliche  Raumkurve  (7<'^ 
die  gesuchte;  sie  wird  durch  a^  gehen  und  sowohl  2,  l^  l^  l^, 
als  auch  ^  zur  Sekanten  haben. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  diese  Konstruktion  linear  ist, 
denn  sie  erfordert  schliefslich  für  zwei  durch  Punkte  gege- 
bene Kegelschnitte  Ä{J^  und  ßjf)),  von  denen  zwei  gemein- 
schaftliche Punkte  gegeben  sind,  die  übrige  gemeinschaft- 
liche Sekante  zu  konstruieren,  was  auf  bekannte  Weise  durch 
das  Lineal  allein  ausführbar  ist. 

Es  bliebe  jetzt  noch  die  Aufgabe  übrig:  Eine  Raum- 
kurve  (7^*>  zu  konstruieren,  welche  sechs  gegebene 
Gerade  zu  Sekanten  hat;  allein  diese  Aufgabe  unter- 
scheidet sich  von  den  vorigen  wesentlich  dadurch,  dafs  sie 
nicht  mehr  eindeutig  ist,  sondern  im  allgemeinen  sechs  Lö- 
sungen zuläist.  Da  ein  Eingehen  auf  diese  Untersuchung 
zu  weit  abführen  würde,  so  müssen  wir  auf  die  oben  an- 


•)  Siehe  Grelle- Borchardt*8  Journal  f.  r.  u.  a.  Mathem.  Bd.  64,  S.  44. 
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geführten  Abhandlungen  von  L.  Cremona  und  R.  Sturm 
verweisen. 

Schliefslich  wollen  wir  aber  noch  anf  das  Zerfallen 
der  Baumkurye  dritter  Ordnung  ai^merksam  machen. 
Wenn  nämlich  die  drei  zur  Erzeugung  derselben  gegebenen 
prqjekti vischen  Ebenenbüschel  mit  den  Axen  l^  I2  l^  sich  in 
der  besonderen  Lage  befinden,  dafs  einmal  drei  entsprechende 
Ebenen  sich  nicht,  wie  im  allgemeinen,  in  einem  Punkte^  son- 
dern in  einer  und  derselben  Geraden  schneiden,  dann  sind  alle 
Punkte  dieser  Geraden  g  dem  Orte  C^^^  angehorig  und  von 
demselben  löst  sich  diese  Gerade  ab;  verbinden  wir  von  d^n- 
übrigen  Orte  irgend  drei  Punkte  durch  eine  Ebene,  so  schnei- 
det dieselbe  das  Hyperboloid  ^{|>  in  einem  Kegelschnitt, 
welchem  diese  drei  Punkte  und  aufserdem  ihr  Sohnittpunkt 
mit  g  und  ihr  Schnittpunkt  mit  l^  angehört,  also  f&nf  Punkte, 
durch  welche  ihr  Kegelschnitt  gerade  bestimmt  wird.  Die- 
selbe Ebene  schneidet  aber  auch  das  Hyperboloid  ^^  in 
einem  Kegelschnitt,  dem  dieselben  f&nf  Punkte  angehören 
müssen,  also  fallen  beide  Kegelschnitte  identisch  zusammen 
und  bilden  den  andern  Teil  der  Baumkurve  C^>]  da  die  Ge- 
rade g  dem  Kegelschnitte  nur  in  einem  Punkte  begegnet,  so 
schliefsen  wir: 

Eine  Baumkurve  C^^  kann  zerfallen  in  eine 
gerade  Linie  und  einen  Kegelschnitt,  welcher  von 
der  geraden  Linie  in  einem  Punkte  getroffen  wird. 

Lisbesondere  kann  auch  dieser  Kegelschnitt  noch  in  «m 
Linienpaar  zerfallen,  w^in  nämlich  die  beiden  Hyperboloide 

$^^    und  ^JJ  ein  windschiefes  Vierseit  gemein  haben,  also: 

Eine  Baumkurve  (7^')  kann  zerfallen  in  drei  ge- 
rade Linien,  von  denen  eine  den  beiden  andern  be- 
gegnen mufs. 

§  34.    Die  Tangenten  und  Sohmiegnngsebenen  der  Baum- 

kurve  3.  Ordnung. 

Obwohl  wir  bereits  beiläufig  auf  S.  239  eine  Konstruk- 
tion der  Tangente  und  der  Schmiegungaebene  in  einem  be- 
liebigen Punkte  der  Baumkurve  C^^^  gegeben  haben,  so  wollen 
wir  doch  jetzt  näher  auf  diese  Elemente  der  Kurve  eingehen« 
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Die  Tangente  in  einem  Punkte  j:  der  Raumkurve  C^^^ 
gehört  zu  dem  System  der  gesamten  Sekanten  derselben  und 
ist  eine  solche  besondere  Sekante,  deren  beide  Schnittpunkte 
mit  C<'>  zusammenfallen.  Denken  wir  uns  dieselbe  t^  ge- 
zogen und  legen  yon  irgend  einem  Punkte  a  der  C^^^  den 
Kegel  a^*^;  welcher  a  mit  sämtlichen  Punkten  der  Raumkurve 
verbindet;  so  wird  \cix\  ^üi  Kegelstrahl  sein,  und  die  Beruh- 
mngsebene  des  Kegels  a^^^  längs  dieses  Kegelstrahls  wird 
durch  die  Tangente  ^  gehen  müssen  ^  weil  sie  der  C^^^  in 
zwei  zusammenfallenden  Punkten  begegnen  mufs.  Konstruieren 
wir  also  noch  von  einem  beliebigen  zweiten  Punkte  b  der  Raum- 
kurve den  Kegel  h^^\  welcher  durch  dieselbe  geht  und  die 
Berührangsebene  desselben  längs  des  Kegelstrahls  \hj:\,  so 
schneidet  diese  Berührungsebene  die  vorige  in  der  gesuchten 
Tangente  t^  im  Punkte  j:  der  C^^K 

Die  Konstruktion  der  Tangente  für  einen  beliebigen 
Punkt  x  der  C^^^  gestaltet  sich  also  folgendermafsen: 

Man  wähle  zwei  beliebige  Punkte  a  und  b  der  gegebenen 

Raumkurve  C^^^  und  konstruiere,  indem  man  dieselben  mit  allen 

übrigen  Punkten  derselben  durch  Strahlen  verbindet,  diejenigen 

beiden  Kegel 

a(2)     und    bw, 

als  deren  übriger  Durehschnitt  (aufser  der  Geraden  |ab;)  die 
C^^^  erscheint.  Legt  man  längs  der  Kegelstrahlen  |ajc|  und 
jbxl  die  Berührungsebenen  beider  Kegel,  so  ist  die  Schnitt- 
linie derselben  die  Tangente  t^  im  Punkte  %  tler  Raumkurve. 

Um  die  Tangenten  der  C^^>  in  den  Punkten  a  und  b 
selbst  zu  finden,  bemerken  wir,  dafs  diese  selbst  Kegelstrahlen 
von  a^^^  und  b^'^  sein  müssen,  und  da  die  Tangente  in  b  in 
der  Berührungsebene  des  Kegels  a^^^  längs  des  Strahles  {ab{ 
liegen  muls,  so  ist  sie  diejenige  Gerade,  in  welcher  der  Kegel 
bO  Ton  der  Berührungsebene  am  Kegel  a^'^  längs  de?  Kegel- 
strahles |ab|  zum  andern  Male  geschnitten  wird;  d.  h.: 

Ziehen  vnr  den  gemeinschaftlichen  Kegelstrahl  {ab{  der 
beiden  Kegel  a^^^  und  b^^  und  legen  durch  denselben  die 
Berührungsebenen  a  und  ß  beider  Kegel,  so  schneiden  die- 
selben den  jedesmaligen  andern  Kegel  (b^^^  und  cfl>)  längs 
derjenigen  Kegelsrfarahlen,  welche  die  Tangenten  in  den  Punkten 
b  tmd  a  der  C^^>  smA, 
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Hiernach  können  wir  die  Tangente  an  irgend  einem 
Punkte  j:  der  Baumkunre  C^^^  auch  dadurch  finden^  dals  wir 
den  Kegel  x^*^  selbst  konstruieren,  dessen  Strahlen  j:  mit 
sämtlichen  Punkten  der  C^^^  verbinden  und  aufserdem  einen 
beliebigen  andern  Kegel  a^^^  von  irgend  einem  Punkte  a  der 
Raumkurve  aus  durch  dieselbe  legen.  Durch  den  Kegel- 
strahl \aj:\  des  Kegels  a^^^  legen  wir  die  BerQhrungsebene  an 
letzterem,  dann  wird  dieselbe  den  Kegel  j:^^  nur  noch  in 
einem  zweiten  Strahle  (aufser  \aj:\)  schneiden,  welcher  die 
gesuchte  Tangente  t^  ist. 

Denken  wir  uns  die  Ebene,  welche  den  Kegel  a^^^  längs 
des  Kegelstrahles  \aj:\  berührt  und  notwendig  durch  die  Tan- 
gente t^  im  Punkte  x  der  C^^  gehen  mufs,  verändert,  indem 
.wir  x,  also  auch  t^  festhalten,  und  a  auf  der  0^')  fort- 
bewegen, so  erhalten  wir  ein  Ebenenbüschel  mit  der  festen 
Axe  ^1  und  a  als  jedesmaligen  dritten  Schnittpunkt  der 
veränderlichen  Ebene  des  Büschels  mit  der  C^^K  Die  Gerade 
|ajC|  durchläuft  dabei  die  Strahlen  des  Kegels  ;:(^,  und  sobald 
dieser  veränderliche  Kegelstrahl  mit  dem  festen  Kegelstrahle 
tf  zusammenfällt,  rückt  auch  der  dritte  Schnittpunkt  a 
nach  X)  d.  h.  diejenige  Ebene,  welche  den  Kegel  j:^*^  längs 
des  Kegelstrahles  t^  berührt,  hat  in  %  drei  zusammenfallende 
Punkte  mit  der  Baumkurve  gemein.  Eine  solche  Ebene  nennt 
man  bekanntlich  Schmiegungsebene  der  Raumkurve.« 

Wir  erhalten  somit  folgende  Konstruktion  der  Schmie- 
gungsebene in  einem  beliebigen  Punkte  y:  der  C^^: 

Man  lege  von  x  aus  denjenigen  Kegel  ^(^),  dessen  Strahlen 
durch  C^^^  gehen  und  konstruiere  nach  dem  Obigen  den- 
jenigen besonderen  Kegelstrahl  ^, ,  welcher  C^^^  in  %  beruhrtw 
Die  BerühruDgsebene  des  Kegels  x^^^  längs  dieses  Kegelstrahls 
t^  ist  die  gesuchte  Schmiegungsebene  der  Raumkurve  C^^ 
am  Punkte  x* 

Aus  dieser  Konstruktion  der  Schmiegungsebene  r^  in  i: 
geht  zugleich  hervor,  dafs  sie  aufser  durch  die  festgehaltene 
Tangente  t^  zugleich  durch  die  unendlich  nahe  Tangente  gehen 
mufs,  in  welche  die  Sekante  |)ca|  bei  der  Fortsetzung  der 
Bewegung  bis  zur  Grenzlage  übergeht.  Die  Schmiegungs- 
ebene verbindet  also  zwei  unmittelbar  einander  folgende  Tan- 
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genten  der  Raumkurve,  wie  die  Tangente  selbst  zwei  un- 
mittelbar einander  folgende  Punkte  der  Kurve  verbindet. 

Nehmen  wir  die  Tangenten  t^  und  t^  in  zwei  Punkten 
der  Raumkurve  als  Äxen  zweier  Ebenenbüschel;  welche  nach 
sämtlichen  Punkten  x  der  C^')  hingehen,  so  erzeugen  sie  ein 
Hyperboloid  ^<*),  welches  durch  die  Raumkurve  hindurch- 
geht; der  Ebene  [^^a]  entspricht  im  Ebenenbüschel  ^a  offenbar 
die  Schmiegungsebene  r«  im  Punkte  a  der  Raumkurve  und 
der  Ebene  [^a^]  entspricht  die  Schmiegungsebene  r^;  die 
beiden  Strahlen: 

lEa^b],  ra|=5f    und    |[6^a],  rj]  =51' 

sind  zwei  Erzeugende  des  Hyperboloids  und  gehören  der- 
jenigen Regelschar  desselben  an^  welche  der  Raumkurve  O^) 
nur  in  je  einem  Punkte  begegnet,  während  alle  Erzeugenden 
der  andern  Regelschar,  zu  welcher  t^,  und  %  gehören,  der 
Baumkurve  in  je  zwei  Punkten  begegnen,  d.  h.  Sekanten  der- 
selben sind.  Da  nun  jede  Erzeugende  der  einen  Regelschar 
eines  Hyperboloids  allen  Erzeugenden  der  andern  Regelschar 
begegnen  mufs,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Sind  a  und  b  zwei  Punkte  einer  Raumkurve  C^^^, 
ia  und  ^  die  Tangenten  in  denselben  und  ta  und  xi 
die   Schmiegungsebenen  und  schneidet   die  Ebene 
[a^BJ    die   Schmiegungsebene   ta    in    der  Geraden   </, 
die  Ebene  [fc^a]  ^^^  Schmiegungsebene  r^  in  g\   so 
besitzen  die  Geraden  g  und  g'  die  Eigenschaft,  dafs 
jede  Sekante  der  O^),  welchem/  trifft,  auch  g  treffen 
mufs,  d.h.  eine  Gerade,  welche  durch  irgend  einen 
Punkt  y,  der  Raumkurve  so  gezogen  wird,  dafs  sie 
g  und  g'  trifft,  eine  Sekante  der  Raumkurve  sein 
mufs,  also  ihr  noch  in  einem  zweiten  Punkte  j:'  be- 
gegnet 

Auch  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs,  wenn  wir  die 
Schnittpunkte  dieser  Sekante  mit  den  Geraden  g  und  g'  durch 
g  und  g'  bezeichnen,  die  beiden  Punktepaare  vjg'  und 
(t):')  einander  harmonisch  trennen;  denn  sobald  wir 
eine  Sekante  |ab|  der  Raumkurve  mit  allen  Punktepaaren 
auf  der  Erzeugenden  derjenigen  Regelschar  eines  durch  C<*^ 
gelegten  Hyperboloids,  welche  der  C^*^  in  je  zwei  Punkten 
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begegnen ;  durch  Ebenenpaare  verbinden,  so  erhalten  wir 
eine  Ebeneninvolution  (S.  235).  Unter  dieser  B^elschar 
kommen  nun  auf  unserem  Hyperboloid  Q^^  die  Tangenten 
ta  und  tt  Tor;  die  Ebenen  [tai]  und  [4<t]  siiid  also  Doppel- 
ebenen der  hyperbolischen  Ebeneninvolution  und  trennen  daher 
jedes  Paar  konjugierter  Ebenen  laiip]  und  [ab^*']  harmonisch. 
Die  Ebenen  [ßa  b]  und  [tf,  a]  gehen  aber  durch  g  und  g',  folg- 
lich werden  g  und  q    durch  )c  und  /  harmonisch  getrennt 

Denken  wir  uns  sämtliche  Tangenten  der  Baumkurve 
C^^)  konstruiert,  so  bilden  dieselben  eine  geradlinige  Fläche, 
welche  abwickelbar  ist,  weil  je  zwei  auf  einander  folgende 
Lagen  der  bewegten  geraden  Linie  (Tangente)  in  einer  Ebene 
(der  Schmiegungsebene)  liegen.  Um  den  Grad  dieser  gerad- 
linigen abwickelbaren  Fläche,  deren  „Rückkehrkante"  (arete 
de  rebroussement)  die  Baumkurve  genannt  zu  werden-  pflegt) 
zu  ennitteln,  beantworten  wir  folgende  Frage: 

Wie  viele  Tangenten  einer  C<3>  können  im  all- 
gemeinen (höchstens)  einer  beliebig  im  Räume  an- 
genommenen Geraden  g  begegnen? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  denken  wir  uixs  C^^^  als 
den  Schnitt  zweier  Kegel  a^'^  und  b^*),  welche  den  Strahl 
{ab{  als  gemeinsamen  Kegelstrahl  haben;  irgend  eine  durch 
{ a  b  {  gelegte  Ebene  schneidet  dann  die  Kegel  a^^'  und  h^^  in 
den  übrigen  Kegelstrahlen  x  und  y  (welche  sich  in  einem 
Punkte  X  der  C^^^  treffen),  und  die  beiden  Berührungsebenen 
längs  der  Kegelstrahlen  x  und  y  an  den  Kegeln  a^^)  und  b^^ 
schneiden  sich  in  einer  Tangente  ^  der  Raumkurve. 

Denken  wir  uns  nun  auf  der  gegebenen  Geraden  g  einen 
veränderlichen  Punkt  p  und  legen  durch  den  Strahl  |a)>|  die 
beiden  Berührungsebenen  an  den  Kegel  a(^\  welche  denselben 
in  dem  Strahlenpaar  x  und  x  berühren,  so  ist  [xx']  die  Polar- 
ebene von  |a!p|  in  Bezug  auf  den  Kegel  a^^),  und  bei  der  Bewegung 
von  'p'&ut  g  wird  bekanntlich  die  Polarehene  des  Strahls  |a))| 
durch  einen  festen  Strahl  laufen ;  folglich  mufs  das  Strahlenpaar 
XX  mit  dem  festen  Kegelstrahl  |ab|  verbunden,  Ebenenpaare 
einer  Involution  liefern,  und  die  Ebenenpaare  dieser  Lavo- 
lution  schneiden  wiederum  aus  dem  Kegel  b^^^  Strahlenpaare 
yy  aus,  deren  Yerbindungsebene  darum  auch  durch  einen 
festen  Strahl  läuft;  sodann  folgt  aus  bekannten  Eigenschaften 
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des  Kegels  (oder  E^elschnitts);  dals  die  Punktreibe,  welche 
p  durchlauft,  mit  dem  Ebenenbüschel;  welches  die  Ebene 
Ixx"]  beschreibt,  und  auch  mit  dem  Ebenenbüschel,  welches 
die  Ebene  [yy']  beschreibt;  projektivisch  ist. 

Legen  wir  nun  andererseits  durch  den  Strahl  \hp\  das  Be* 
rührungsebenenpaar  an  den  Kegel  b^'\  und  seien  die  Berüh- 
rungsstrahlen desselben  yiylj  so  wird  bei  der  Bewegung 
Ton  ))  auf  g  auch  die  Ebene  [yi^i];  die  Polarebene  des 
Strahles  \ip\  in  Bezug  auf  den  Kegel  b^^,  sich  um  einen 
festen  Strahl  drehen  und  ein  Ebenenbüschel  beschreiben, 
welches  mit  der  yon  ))  durchlaufenen  Punktreihe  projektivisch 
ist.  "Die  beiden  Ebenen  [yy*^  und  [yi^i]  beschreiben  also 
auch  zwei  projektivische  Ebenenbüschel  und  erzeugen  daher 

einen  Kegel  b^*^,  welcher  den  Punkt  b  zum  Mittelpunkt  hat. 

Wenn  es  nun  einmal  yorkäme,  dafs  ein  y  mit  einem  ^i  koinzi- 
dierte,  so  müTstendie  beiden  Berührungsebenen  längs  der  Strah- 
len X  und  y  der  Kegel  a^'^  undb^'^  sich  in  einer  Geraden  schneiden, 
welche  durch  denselben  Punkt  p  der  Geraden  g  ginge,  also 
eine  Tangente  der  C^^  trofe  g,  was  zu  ermitteln  verlangt 
wurde.    Jenes  Koinzidieren  tritt  aber  notwendig  ein,  sobald 

zwei  entsprechende  Ebenen  [ytH  ^^^  [ifiifi]  ^^^^  ^  einem 
Strahle  des  Kegels  b^'^  schneiden,  d.  h.  in  den  gemeinschaft- 
lichen  Strahlen   der   beiden   konzentrischen  Kegel   b^^^   und 

hf^j  also  bekanntlich  im  allgemeinen  viermal;  wir  haben  also 
folgendes  Resultat: 

Eine  beliebige  Gerade  g  im  Baume  wird  im  all- 
gemeinen (höchstens)  von  vier  Tangenten  einer 
KanmkurveC^')  getroffen,  oder:  Die  geradlinige  ab- 
wickelbare Fläche,  welche  von  sämtlichen  Tan- 
genten einer  Baumkurve  C^^)  gebildet  wird,  ist  vom 
vierten  Grade. 

Um  das  Gesetz,  welchem  sämtliche  Schmiegungsebeneu 
einer  Baumkurve  C^^^  unterworfen  sind,  näher  zu  erforschen, 
müssen  wir  die  Frage  beantworten: 

Wieviel  Schmiegungsebeneu  einer  C^^)  können 
im  allgemeinen  (höchstens)  durch  einen  beliebig 
gegebenen, Punkt  o  im  Baume  gehen? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  führt  folgende  Betrachtung: 


|ac 

1> 

«C 

\ha. 

}f 

ß. 

bc 

» 

ßc 

ca 

if 

y« 

ci 

77 

n- 
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Seien  a  B  c  drei  beliebige  Punkte  einer  Raumkurve  CW  und 
^(8)  fc{«)  c^s)  die  drei  Kegel  zweiten  Grades,  deren  Strahlen 
jeden  der  drei  Punkte  mit  allen  übrigen  Punkten  der  Baam- 
kurve  verbinden,  dann  werden  |at|,  |ac|,  |bc|,  die  drei  Seiten 
des  Dreiecks  al&c  gemeinschaftliche  Strahlen  je  zweier  Kegel 
sein,  welche  sich  aufserdem  alle  drei  in  der  gegebenen  Raum- 
kurve C^^^  schneiden.  Die  Berührungsebenen  dieser  drei  Kegel 
längs  der  gemeinschaftlichen  Strahlen  mögen  so  bezeichnet 
werden: 

Berührungsebene  am  Kegel  a^^^  längs  {ab|  heifse  a^ 

„        „        BW       „ 

J7  ?^  >>  ^  7> 

i>  yy  99  C  » 

Die  drei  Schmiegungsebenen  in  den  Punkten  a  b  c  mögen 
bezeichnet  werden  durch 

Tfl      Tj       T(, 

die  Tangenten  in  den  drei  Punkten  a  b  c  durch 

dann  ist  nach  der  obigen  Konstruktion  die  Tangente: 

und  da  die  Schmiegungsebene  im  Punkte  a  durch  die  Tan- 
gente ta  gehen  mufs,  so  schneiden  sich: 

ßa    ya    ta    in  der  Geraden  ta 
yl    «a    ^6     „    „       ,f        h 

^c      ßt     ^t      »>      w  »  ^c» 

Wir  können  dies  auch  etwas  anders  aussprechen :  Wenn 
a  und  y:  zwei  Punkte  der  Raumkurve,  ^^  der  von  j:  aus  durch 
dieselbe  gelegte  Kegel  und  ^a  die  Berührungsebene  desselben 
längs  des  Kegelstrahls  |]ca|,  wenn  fenier  ta  die  Tangente  im 
Punkte  der  Raumkurve,  so  liegt  ta  in  der  Ebene  la]  halten 
wir  a  fest  und  bewegen  %  längs  der  Raumkurve  fort,  so  er- 
halten wir  folgenden  Satz: 

Zu  jedem  Punkte  %  der  Raumkurve  C^^^  gehört 
ein  bestimmter  Kegel  5:^,    welcher  von  j:  aus  per- 
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Bpektiyiscb  durch  die  Raumkurve  gelegt  werden 
kann.  Verbinden  wir  den  veränderlichen  Punkt  -jp 
mit  einem  festen  Punkt  a  der  Baamkurve  und  kon- 
struieren für  sämtliche  Kegel  ]c('>  die  Berührungs- 
ebenen längs  der  Eegelstrahlen  \j:^\f  so  laufen  die- 
selben durch  eine  feste  Gerade  ta,  die  Tangente  der 
Baumknrye  in  dem  festgehaltenen  Punkte  a,  und 
beschreiben  also  ein  Ebenenbüschel. 

Nehmen  wir  einen  zweiten  festen  Punkt  i  der  Baum- 
kurve^  so  erhalten  wir  ein  zweites  Ebenenbüschel;  dessen 
Axe  t^  ist>  die  Tangente  im  Punkte  i  der  Raumkurre.  Die 
beiden  Ebenenbüschel  talf}  und  ^[^c]  müssen  projektivisch 
sein,  nach  der  Definition  der  Baumkurve  (S.  232)  durch  pro- 
jektivische  Ebenenbüschel;  also  die  Schnittlinie  von  [taj:]  und 
[tf^x]  durchläuft  eine  Begelschar  eines  Hyperboloids,  auf 
dem  die  Baomkurve  liegt;  diese  Schnittlinie  ist  der  Polar- 
strahl der  Ebene  [jcab]  in  Bezug  auf  den  Kegel  j:^^\  denn 
er  ist  der  Schnittstrahl  der  beiden  Berühruogsebenen  dieses 
Kegels  längs  der  Kegelstrahlen  \xci\  und  \j:h\.  Also  gilt 
folgender  Satz: 

Wenn  man  um  eine  feste  Sekante  |a(|  einer 
Baumkurve  C^^^  eine  veränderliche  Ebene  [abj:] 
dreht;  welche  derselben  in  einem  dritten  Punktete 
begegnet;  so  ist  j:  der  Mittelpunkt  eines  durch  die 
Baumkurve  gehenden  Kegels  j^^^]  konstruiert  man 
den  Polarstrahl  zu  dieser  veränderlichen  Ebene  in 
Bezug  auf  den  veränderlichen  Kegel  jc<'\  so  be- 
schreibt der  Polarstrahl  eine  Begelschar  eines  ELy- 
perl9oloidS;  welches  durch  die  Baumkurve'  geht 
und  die  beiden  Tagenten  ta  und  ti  in  den  festen 
Punkten  a  und  b  der  Baumkurve  zu  Erzeugen- 
den hat. 

Dieser  Satz  gilt  auch  für  eine  SekantC;  welche  der  Baum- 
kurve  in  zwei  konjugiert-imaginären  Punkten  begegnet;  kehren 
wir  jedoch  zur  ursprünglichen  Beti*achtung  zurück. 

Wir  haben  als  Schmiegungebene  t^  diejenige  gefunden, 
welche  den  Kegel  a^')  längs  des  Kegelstrahls  ta  berührt; 
fol^^lich  haben  wir  auf  dem  Kegel  a^^^  drei  Strahlen: 

•   |ab|    |ac|    ta 
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und  die  Berühnmgaebenen. längs  denselben 

Eine  solche  räumliche  Figur  ist  die  Perspektive  eines 
Kegelschnitts,  von  dem  drei  Punkte  und  die  Tangenten  iu 
denselben  bekannt  sind;  nach  bekannten  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  folgt^  dafr  die  drei  Seitenflächen  unseres  Drei- 
kants die  gegenüberliegenden  Berührungsebenen  in  drei  Ge- 
raden« einer  Ebene  schneiden  müssen. 

Nun  ist,  wie  wir  aus  der  obigen  Bezeichnung  ersehen, 
die  Verbindungslinie  |a6|  identisch.mit  der  Schnittlinie  \a^ßt^ 
und  die  Verbindungslinie  |ac|  identisch  mit  der  Schnittlinie 
|^(9^a|>  die  Tangente  ta  identisch  mit  der  Schnittlinie  \yt^ßt\' 

Wir  können  daher  die  vorigen  drei  Kogelstrafalen  des 
Kegels  a^^  und  die  Berührungsebenen  längs  derselben  auch 
so  ausdrücken: 

Iffbftl    |«cytt|    [yaßäl 

und  af,         ac         ra. 

Der  vorige  Satz  zeigt  also,  t^enn  wir  £  <»  [abc]  bezeichnen, 
dafs  die  drei  Schnittlinien: 

in  einer  Ebene  £(  liegen  müssen ;  in  gleicher  Weise  erkennen 
wir,  dafs  die  drei  Schnittlinien: 

2)  \yißa\      |«6/Jc|      |«6| 

in  einer  andern  Ebene  €2  liegen,  und  endlich,  dafs  die  Schnitt- 
linien : 

3)  |«cnl    lAnl   l«^c 


in  einer  dritten  Ebene  £3  liegen  müssen« 

Nun  schneiden  sich  aber  die  drei  Ebenen: 

cfc     ßa    y%    in  einem  Punkte  )>, 
die  drei  Ebenen: 

^6    ßt     y<i    in  einem  Punkte  )>|, 

und  es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs  der  Punkt  p  sowohl 
in  der  Ebene  £|,  als  auch  in  e^  und  in  €3  liegt,  und  ebenso, 
dafs  )>|  in  jeder  dieser  drei  Ebenen,  liegt;  daraus  folgt,  dafs 
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sie  «ich  in  einer  Geraden  schneiden,  weil  sie  alle  drei  zwei 
Punkte  gemeinschaftlich  haben;  und  da  sich  also  s^  «2  ^i  üa 
einer  Geraden  schneiden,  welche  der  Ebene  s  in  einem  Punkte 
0  beg^nety  durch  welchen,  wie  wir  sehen ^  Ta  tt  ^c  gehen 
müssen,  so  folgt  der  Hauptsatz:  (Ghasles  1.  c.) 

Die  Schmiegungsebenen  in  drei  beliebigen 
Punkten  a  b  c  einer  Baumkurve  C^^^  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  d  der  Ebene  [abc]. 

Hieraus  folgt  sofort  die  Antwort  auf  die  oben  vorgelegte 
Frage.  Denn  da  sich  drei  Ebenen  immer  in  einem  Punkte 
schneiden,  so  müssem  dnrch  einen  Punkt  o  im  Baume  mindestens 
drei  Schmi^ungsebenen  einer  C^^^  geheu;  es  können  aber 
auch  nicht  mehr  als  drei  Schmiegungsebenen  durch  ihn  gehen, 
denn  ginge  noch  eine  yierte  Schmiegungsebeue  durch  ihn 
hindurch,  so  müfste  die  Ebene,  welche  o  mit  den  Berührungs- 
punkten der  beiden  ersten  Schmiegungsebenen  verbindet,  so- 
wohl den  Berührungspunkt  der  dritten,  als  auch  der  vierten 
Schmiegungsebeue  enthalten,  also  überhaupt  vier  Punkte  der 
Baumkurve  enthalten,  was  unmöglich  ist,  weil  dieselbe  nur 
vom  dritten  Grade  ist,  also: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  im  Baume  gehen 
im  allgemeinen  (höchstens)  drei  Schmiegungs- 
ebenen einer  Baumkurve  dritter  Ordnung. 

§  35.    Identität  der  Baumkurve  dritter  Ordnung  und  der 

Baumkurve  dritter  Blasse. 

Das  zuletzt  gewonnene  Besultat  gestattet  wichtige  Folge- 
rangen: 

Nehmen  wir  drei  Punkte  ab):  einer  Baumkurve  C^^  und  die 
drei  Schmiegungsebenen  ra  r»  t^  in  ihnen ,  so  sagt  der  obige 
-SatK  aus,  dals  der  Schnittpunkt  der  letzteren  in  der  Ebene 
[ab^J  liegen  muls.  Halten  wir  aber  die  beiden  Punkte  a  b 
fest  und  verändern  den  dritten,  j:,  auf  der  Baumkurve  C^^, 
so  bleiben  auch  die  beiden  Schmiegungsebenen  r«  und  n 
fest»  und  der  Schnittpunkt  der  drei  Schmiegungsebenen  ver- 
ändert sich  auf  der  festen  Geraden  iTaTb];  nennen  wir  diesen 
Schnittpunkt  o,  so  können  wir  sagen,  dafs  o  eine  gerade 
Punktreihe  durchlauft,  die  mit  dem  Ebenenbüschel,  welches  die 
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Ebene  [aiy:]  um  die  feste  Axe|ab|  besehreibt,  pei'spektivisch 
liegt,  also  projektivisch  ist.  Wir  können  nunmehr  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Sind  in  zwei  festen  Punkten  a,  b  einer  C^  die 
Schmiegungsebenen  Ta  und  Tg  konstruiert  und  drekt 
man  um  { ab  |  eine  veränderliche  Ebene,  welche 
der  Raumkurve  in  dem  dritten  Punkte  j:  begegnet, 
so  wird  die  Schmiegungsebene  r^  im  Punkte  ):  der 
Schnittlinie  IraT^I  in  einer  Punktreihe  begegnen, 
welche  mit  dem  von  der  veränderlichen  Ebene  be- 
schriebenen Ebenenbüschel  projektivisch  ist  und 
perspektivisch  liegt. 

Nehmen  wir  jetzt  drei  feste  Punkte  a  6  c  der  Raum- 
kurve C^^J  und  verbinden  einen  vierten  veränderlichen  Punkt  r 
derselben  mit  den  vorigen  durch  die  Ebenen: 

[abx]    und    [acp], 
so  beschreibt  die  Schnittlinie  derselben  \aj:\  einen  Kegel  a^*^ 
auf  welchem  C^^^  liegt;   die  Schmiegungsebenen  t«  tj  r«  t^ 
liefern  die  beiden  festen  Schnittlinien*: 

Itathl      und      iTalTcl, 

auf  welchen  die  veränderliche  Schmiegungsebene  r^  zwei 
Punktreihen  ausschneidet,  welche  mit  den  EbenenbQscheln 
|ab|  [):]  und  |ac|[ic]  perspektivisch  liegen;  da  diese  aber  pro- 
jektivisch sind,  so  müssen  auch  jene  projektivisch  sein, 
also  wird  die  Schnittlinie 

in  der  festen  Ebene  ta  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  der  zu- 
gleich die  beiden  Schnittlinien  \ratb\  und  Ira^^cl»  die  Trager 
der  projektivischen  Punktreihen,  berührt.  Wir  erhalten  somit 
den  Satz:*) 

Die  sämtlichenSchmiegungsebenen  einerRaum- 
kurve  C^^^  scheiden  auf  einer  beliebigen  festgehal- 
tenen Schmiegungsebene  derselben  gerade  Linien 
aus,  welche  einen  Kegelschnitt  umhüllen. 

Nehmen  wir  nun  die  drei  Schmiegungsebenen  r^  Vf,  Tc 
in  den  Punkten  a  b  c  der  Raumkurve  C^^\  so  erhalten  wir 


*)  Möbius:  Der  barycentrische  Calcul.    S.  120. 
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nach  dem  vorigen  Satze  in  jeder  derselben  einen  bestimmten 

K^elschnitt: 

@>(2)    &w     ^m 

Diese  Kegelschnitte  müssen  so  liegen,  dafs  je  zwei  die  Schnitt- 
linie ihrer  Ebenen  gleichzeitig  als  gemeinsame  Tangente  haben. 
Nehmen  wir  aber  eine  beliebige  Tangente  2«  des  Kegelschnitts 

S^^ ,  eine  beliebige  Tangente  It   des  Kegelschnitts  fi^*^  und 

eine  beliebige  Tangente  Zc   <les  Kegelschnitts  ^^K     Da  be- 
kanntlich   eine    veränderliche    Tangente   eines   Kegelschnitts 
zwei  feste  Tangenten  desselben  allemal  in  zwei  projektiviscben 
Punktreihen  schneidet,  so  wird  für  den  Kegelschnitt  ^(^  eine 
veränderliche  Schmi^ungsebeneri  die  Gerade  iaund  die  Schnitt- 
linie IraTbl  in  zwei  projektivischen  Ponktreihen   schneiden; 
femer  wird  für  den  Kegelschnitt  ^^^  die  Ebene  r^  auch  die  Ge- 
rade h  ui^d  die  Schnittlinie  |ra  r^  |  sowie  die  Schnittlinie  |  Tb  Tc  | 
in  projektivischen  Punktreihen  schneiden,  und  endlich  wird  r^ 
die  Schnittlinie  |TbT(|  und  die  Gerade  l^   in  projektivischen 
Punktreihen   schneiden,    also    schliefslich  wird  r^   alle   drei 
Gerade  h  h  h  in  drei  projektivischen  Punktreihen  schneiden. 
Wir  können  hiemach  die  Gesamtheit  der  Schmiegungs- 
ebenen  einer  Baumkurve  C^^^  auffassen    als  .die  Gesamtheit 
solcher  Ebenen,   welche  je  drei  entsprechende  Punkte  dreier 
projektivischen  geraden  Punktreihen  (Ja  h  h)  verbinden ,  d.  h. 
als    das    Erzeugnis    dreier    projektivischer    Punkt- 
reihen,   welches   dual  gegenübersteht  dem  Erzeugnis  dreier 
projektivischen  Ebenenbüschel,   von  dessen  Betrachtung  wir 
ausgingen  (S.  228).    Dieselbe  Raumkurve  C^^^  erscheint 
also,  je  nachdem  wir  ihre  Punkte  oder  ihre  Schmie- 
gnngsebenen   auffassen  als  Erzeugnis  dreier  pro- 
jektivischen   Ebenenbüschel     und     als     Erzeugnis 
dreier  projektivischen  Punktreihen. 

Ebenso  wie  durch  die  kontinuierliche  Bewegung  eines 
Punktes  im  Baume  ein  Ort  erzeugt  wird,  welchen  man  eine 
Raumkurve  n^  Ordnung  nennt,  sobald  eine  beliebige  Ebene 
im  allgemeinen  (höchstens)  n  Punkte  dieses  Ortes  enthalten 
kann,  ebenso  kann  man  den  durch  die  kontinuierliche  Be- 
wegung einer  Ebene  im  Baume  erzeugten  Ort  eine  Raum- 
kurve  n^'   Klasse    nennen,    sobald   durch   einen   beliebigen 
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Punkt  im  allgemeinen  (höchstens)  n  Ebenen  des  Ortes  gehen 
können.  Nach  dieser  Auffassung  können  wir  den  Satz  aus- 
sprechen: 

Die  Baumkurye  dritter  Ordnung  ist  zugleich 
Raumkurve  dritter  Klasse  und  umgekehrt. 

Diese  wichtige  Eigenschaft  entspricht  durchaus  der  Grund- 
eigenschaft des  ebenen  Kegelschnitts;  wenn  man  einerseits 
seine  Punkte  und  andererseits  seine  Tangenten  auffafst  und 
nachweist,  dafs  er  gleichzeitig  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Klasse  ist,  d.  h.  dafs  in  einer  Geraden  im  allgemeinen  zwei 
Punkte  des  Kegelschnitts  liegen,  und  durch  einen  Punkt  zwei 
Tangenten  des  Kegelschnitts  gehen.  Dieselbe  Eigenschaft 
bleibt  auch  noch  bestehen  bei  den  Oberflächen  zweiter  Q^i- 
nung  und  Klasse,  und  mit  der  gleichen  Grundeigenschaft  tritt 
hier  zu  beiden  Gebilden  die  Raumkurve  C<^\ 

Es  bietet  sich  uns  nunmehr  ein  zweiter  Weg  dar,  welcher 
dem  yon  uns  eingeschlagenen  dual  gegenübersteht  und  ohne 
alle  Schwierigkeit  nach  dem  gegebenen  Vorgänge  verfolgt 
werden  kabn.  Indem  wir  von  der  Definition  der  Raumkurve^ 
dritter  Klasse  als  des  Erzeugnisses  dreier  projektivischen 
Punktreihen  ausgehen,  können  wir  die  Raumkurve  dritter 
Klasse  so  konstruieren: 

Zwei  Hyperboloide,  die  eine  gemeinschaftliche 
Erzeugende  l  haben,  seien  gegeben;  durch  einen 
veränderlichen  Punkt  j:  der  Geraden  l  geht  alle- 
mal eine  Erzeugende  g*  des  ersten  und  eine  Er- 
zeugende g^  des  zweiten  Hyperboloids  aus  den 
beiden  Regelscharen  der  Hyperboloide,  zu  welchen 
l  nicht  gehört;  die  durch  g*  und  g^  gelegie  Ebene 
beschreibt  eine  Raumkurve  dritter  Klasse. 

Oder  insbesondere: 

Haben  zwei  Kegelschnitte  in  verschiedenen  Ebenen  die 
Schnittlinie  derselben  zu  einer  gemeinschaftlichen  Tangente  ^, 
und  legt  man  aus  einem  veränderlichen  Punkte  %  der  Tangente  / 
allemal  die  zweite  mögliche  Tangente  an  jeden  der  beiden 
Kegelschnitte,  so  beschreibt  die  sie  verbindende  Ebene  eine 
Raumkufve  dritter  E[la8se. 

Die  Konstruktion  der  Tangente,  d.  i.  Schnittlinie  zweier  an- 
endlich-nahe  einander  folgenden  Schmiegungsebenen  und  die 
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Konstruktion  des  Berührungspunktes  in  jeder  Schmiegungs- 
ebene  (Schnittpunktes  dreier  unendlich-nahe  einander  folgen- 
den Schmiegungsebenen)  dürfen  wir  als  durchaus  analog  den 
oben  ausgeführten  Konstruktionen  hier  übergehen.  Jedoch 
empfehlen  wir  dem  Leser  die  Untersuchung  der  yerschiedenen 
Konstruktionen  der  Baumkurre  C^*\  wenn  zu  ihrer  Bestim- 
mung Elemente  gegeben  sind,  welche  aus  Punkten,  Tangenten 
und  Schmiegungsebenen  derselben  zugleich  bestehen. 

Entsprechend  dem  gesamten  Sekantensystem  der 
Kaumkunre  dritter  Ordnung  erhalten  wir  ein  System  von 
Schnittlinien  je  zweier  Schmiegungsebenen  einer 
Raumkurve  dritter  Klasse.  Irgend  zwei  solcher  Schnittlinien 
werden  von  sämtlichen  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve 
allemal  in  zwei  projektivischen  Punktreihen  geschnitten,  deren 
Erzeugnis  ein  Hyperboloid  ist,  welches  von  den  Schmiegungs- 
ebenen der  Raumkurve  berührt  wird.  Von  den  beiden  Regel- 
scharen dieses  Hyperboloids  enthält  diejenige,  welcher  die 
ursprünglich  angenommenen  beiden  Schnittlinien  angehören, 
alle  solche  Gerade,  durch  welche  je  zwei  Schmiegungsebenen 
der  Raumkurve  hindurchgehen,  dagegen  die  andere  Regel- 
schar solche  Gerade,  durch  welche  nur  eine  Schmiegungs- 
ebene  der  Raumkurve  geht.  Jene  Regelschar  gehört  also 
dem  Systeme  der  Schnittlinien  an.  In  einer  beliebig  an- 
genommenen Ebene  liegt  allemal  eine  und  nur  eine  solche 
Gerade,  welche  Schnittlinie  zweier  (reellen  oder  imaginären) 
Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  ist  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Sowie  die  sämtlichen  Sekanten  mit  reellen  Schnittpunkten 
aus  den  Kegelstrahlen  bestehen  aller  Kegel  jfi\  .deren  jeder 
irgend  einen  Punkt  j:  der  Raumkurve  mit  den  übrigen  Punk-  ^ 
ten  derselben  verbindet,  ebenso  besteht  das  gesamte  System 
der  Schnittlinien  je  zweier  reeller  Schmiegungsebenen  aus  den 
Tangenten  der  sämtlichen  Kegelschnitte  S<^),  deren  jeder  in 
irgend  einer  Schmiegungsebene  S  durch  alle  übrigen  ausge- 
schnitten wird.  Die  vollständigen  Systeme  dieser  beiden  dual 
gegenüberstehenden  Gebilde  werden  aber  erst  erhalten,  wie 
oben  gezeigt  ist,  durch  die  beiden  Scharen  von  Hyperboloiden, 
welche  einerseits  durch  sämtliche  Punkte  der.  Raumkurve 
gehen,  und  andererseits  von  sämtlichen  Schmiegungsebenen 
der   Raumkurve   berührt   werden.     Ein  Übergang   von    dem 

acarnftTHE,  Theor   d.  OberfL  9.  Ordn.  18 
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einen  zum  andern  Systeme  findet  statt  durch  die  Tangenten 
der  Baumknrre;  indem  jede  Tangente  sowohl  dem  Sekanten- 
sjstem  angehört  (als  Verbindungslinie  zweier  unendlich-nahen 
Punkte  der  Baumkurve);  als  auch  dem  System  der  Schnitt- 
linien je  zweier  Schmiegungsebenen  (sobald  dieselben  unend- 
lich nahe  auf  eiuauder  folgen);  außerdem  kann  niemals  eine 
Gerade  beiden  Systemen  gleichzeitig  angehören.  Wohl  aber 
besteht  zwischen  den  beiden  dual  gegenüberstehenden  Gruppen 
von  Hyperboloiden  ein  gewisser  Zusammenhang. 

Wählt  man  zum  Beispiel  ta  und  tf,,  die  Tangenten  der 
Baumkur ye  0^^)  in  den  Punkten  a  und  b,  zu  Axen  zweier 
projekti vischen  Ebenenbüschel  ta[j:]  hlx],  wo  der  Punkt  j: 
die  Baumkurve  durchläuft;  so  erzeugen  die  Büschel  ein  Hyper- 
boloid $^^>;  welches  durch  die  Baumkurve  geht.  Wählt  man 
andererseits  ta  und  t^  zu  Trägern  zweier  projektivischen  Punkt- 
reihen;  die  von  den  sämtlichen  Schmiegungsebenen  ^  der 
Baumkurve  C^^^  auf  ta  und  tf,  ausgeschnitten  werden,  so  er- 
zeugen die  beiden  Punktreihen  ein  Hyperboloid  ^^p^  welches 
von  sämtlichen  Schmiegungsebenen  der  C^^)  berührt  wird. 
Die  beiden  Hyperboloide  §<^^  und  ^f^  haben  ta  und  t^  als 
gemeinschaftliche  Erzeugende;  seien  Xa  und  ra  die  Schmie- 
gungsebenen in  den  Punkten  a  und  h,  so  entspricht  in  den 
beiden  projektivischen  Ebenenbüscheln: 

der  Ebene  [ta'b']  die  Schmiegungsebene  Tg 

in  den  beiden  projektivischen  Punktreihen: 

dem  Punkte  (taTf,)  der  Punkt  b 

folglich  ist  die  Verbindungslinie  von  b  uud  {ta  tt)  eine  Erzeu- 
gende des  Hyperboloids  ^^^^  diese  ist  aber  identisch  mit  der 
Schnittlinie  der  Ebenen  [fab]  und  tj,,  also  eine  Erzeugende 
des  Hyperboloids  ^<^^ ;  wir  konneu  mithin  folgendes  Besultat 
aussprechen : 

Wenn  man  in  zwei  Punkten  a  und  b  der  Baum- 
kurve C^^^ 

die  Tangenten  ta    und    ^i, 

und  die  Schmiegungsebenen    ta    und    tb 
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konstruiert  und  die  Schnittpunkte: 

bezeichnet,  so  haben  die  beiden  obigen  Hyper- 
boloide $^*^  und^[^>  das  windschiefeVierseit  aai  bb|, 
dessen  Seiten  sind: 


|aa,|      |a|b|      |bb,|      |i]a 

gemeinschaftlich. 

Wir  können  die  beiden  gegenüberstehenden  Fälle  einer 
reellen  oder  ideellen  Sekante,  je  nachdem  die  beiden  Schnitt- 
punkte derselben  mit  der  Baumkurve  reell  sind  oder  nicht, 
zwischen  denen  der  Fall  einer  Tangente  (mit  zusammenfallen- 
den Schnittpunkten)  in  der  Mitte  steht,  dadurch  vereinigen, 
dals  wir  die  Sekante  als  den  Trs^er  einer  hyperbolischen  oder 
elliptischen  Punktinvolution  ermitteln,  deren  Doppelelemente 
auf  C^'^  liegen. 

Ebenso  können  wir  die  analogen  beiden  Fälle  für  eine 
Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen,  je  nachdem  dieselben 
reell  sind  oder  nicht,  vereinigen  durch  die  Einführung  einer 
hyperbolischen  oder  elliptischen  Ebeneninvolution,  deren  Axe 
die  betrachtete  Schnittlinie  ist.  Die  Konstruktion  beider  Invo- 
lutionen ist  ohne  Schwierigkeit,  und  es  ergeben  sich  dabei 
merkwürdige  Beziehungen  zwischen  beiden  Systemen  von  Ge- 
raden mit  ihren  Punkt-  und  Ebeneninvolutionen.  Wir  ver- 
weisen indessen  hinsichtlich  dieser  Untersuchung  auf  die 
oben  angeführten  Abhandlungen  von  L.  Cremona  (1.  c.) 
und  kehren  zu  der  auf  S.  266  ausgeführten  Konstruktion 
zurück,  welche  unmittelbar  zu  der  gesuchten  Punkt-  und 
Ebeneninvolution  hinführt. 

Wir  gingen  von  drei  beliebigen  Punkten  a  b  c  einer 
Kaumkurve  (?'^  aus ,  bezeichneten  durch  a<*^  b^^^  c^*^  die  drei 
Kegel  zweiten  Grades,  deren  Strahlen  jeden  der  drei  Punkte 
a  b  c  mit  allen  übrigen  Punkten  der  Raumkurve  verbinden, 
so  dass  |bc|,  ica{,  |ab|  gemeinschaftliche  Strahlen  je  zweier 
dieser  Kegel  sind  und  aufserdem  alle  drei  sich  in  der  gegebe- 
nen Raumkurve  G^  schneiden.  Die  Berührungsebenen  dieser 
drei  Kegel  längs  der  gemeinschaftlichen  Strahlen  bezeichneten 
wir  in  folgender  Weise: 

18* 
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Berührungsebene  am  Kegel  a^^)  längs  der  Kante  |ab|  sei  «f, 

„    ,.  «^' 

.,        »     b'*) 

„        »     cw 

.,       „     c<« 

Die  Tangenten  der  Raumkunre  in  den  drei  Punkten  a  b  c 
sind  dann  zufolge  unserer  früheren  Konstruktion  die  Schnitt- 
linien: 

Die  Dreiecksseiten  ab;  ac,  bc  lassen  sich  auch  so  aus- 
drücken : 

|ab|  «  \cihßa\    |ac|  =  lacnl    |6c|  =  |/*cnl- 
Die  drei  Schmiegungsebenen  der  Baumkurve  in  den  Punkten 
a  b  c  wurden  bezeichnet  durch 

und  sind  die  Berührungsebenen  der  Kegel  a^*>  b^*^  c^*^  längs 
der  Kegelstrahlen  ta  h  tc,  so  dafs  also 

ßa  ya  '^a  ^^^^  üi  ^a  Schneiden , 
Vh  «6  tre    ;;     „   U         n 

^C    ßt    '^t        }}         })     h  }9 

und  endlich  wurde  die  Ebene 

[abc]  =  B 
«bezeichnet. 

Wir  haben  nunmehr  für  den  Kegel  a^'^  drei  Kegelstrahlen 
ab|;|ac|,^a    und   die    drei   Berührungsebenen    längs    der- 
selben «b,  «c;  ^a;  die  wir  auch  so  ausdrücken  können: 

Kegelstrahlen:  |ab/Ja|     kcrol     I/Janl 
Berührungsebenen:      a^  a«  r^ 

und  wissen  von  einer  solchen  räumlichen  Figur ,  dafs,  wenn 
wir  jede  Berührungsebene  mit  der  Yerbindungsebene  der 
beiden  übrigen  Kegelstrahlen  zum  Schnitt  bringen,  die  da- 
durch erhaltenen  drei  neuen  Strahlen  in  einer  Ebene  li^en 
müssen;  hieraus  folgt,  dafs  die  drei  Strahlen: 

|yü«b|      |i3«ac|      |«;^a| 

in    einer  Ebene    €|  liegen   müssen.     Ferner   ist   ersichÜichi 
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wenn  wir  zur  Abkürzung  die  Schnittlinie  |  a^  «c  |  »»  ^^  be- 
zeichnen (eine  Gerade,  die  durch  a  geht),  dafs  die  vier  durch 
^a  gelegten  Ebenen: 

[hi]     [taC]     [taSa]     ta 

offenbar  harmonisch  liegen;  oder  da  die  Ebene  [tah]  identisch 
mit  /3a  nnd  die  Ebene  [^^c]  identisch  mit  ya  ist,  könuen  wir 
auch  sagen:  ta  ist  die  vierte  harmonische  Ebene  zu 

ßa  ya        und        [taSa]y 

der  letzteren  zugeordnet;  wo  Sa  die  Schnittlinie  \aiCC(\  bedeutet. 
Wir  bemerken  nun,  dafs  wir  durch  dieselbe  Figur  auch 
die  beiden  (reellen  oder  imaginären)  Strahlen  des  Kegels  a^'^ 
ermitteln  können,  in  welchen  er  von  der  Ebene  £,  geschnit- 
ten wird;  und  zwar  zeigt  es  sich,  dafs  dieselben  immer  ima- 
ginär sein  müssen.  Wenn  wir  nämlich  die  drei  in  der 
Ebene  s^  ermittelten  Strahlen,  in  welchen  die  Ebenen  des 
dem  Kegel  a^*^  umschriebenen  Dreiflachs  von  den  gegenüber- 
liegenden Seitenflächen  des  einbeschriebenen  Dreikants  ge- 
schnitten werden ,  durch  Si  Si  sl  bezeichnen  und  zu  diesen 
drei  Strahlen  drei  zugehörige  Strahlen  ti  t{  ^  konstruieren, 
indem  ^,  der  vierte  harmonische  Strahl  zu  Si  Si  Siy  dem  $, 
zugeordnet;  ^i  der  vierte  harmonische  Strahl  zu  s\  Si  Su  dem 
si  zugeordnet,  und  ti  der  vierte  harmonische  Strahl  zu  s'{  Si  s[, 
dem  Si  zugeordnet,  ist;  dann  sind  \s^ti\,  \s[t[\,  \siti\  alle- 
mal drei  Strahlenpaare  einer  elliptischen  Strahleninvolution; 
welche  in  der  Ebene  fj  dem  Kegel  a<*^  (S.  34)  zu- 
gehört.*)   Die  Ebene  «j  mufs  also  notwendig  den  Kegel  a<*^ 

*)  Wir  können  dies  Verhalten  am  sichtbarsten  am  Kegelschnitt 
erkennen,  dessen  Perspektive  von  einem  Punkte  a  im  Räume  die  ana- 
loge Eigenschaft  des  Kegels  a(^)  zeigt. 

Denken  wir  uns  einem  Kegelschnitt  ein  Dreieck  9  d|  dt  ein- 
beschrieben; die  Tangenten  in  diesen  Punkten  bilden  ein  dem  Kegel- 
schnitt umschriebenes  Dreiseit,  dessen  Seiten  den  gegenüberliegen- 
den Seiten  des  Dreiecks  d4|dt  in  drei  Punkten  r  ti  rt  begegnen  mögen 
(Fig.  10),  die  bekanntlich  auf  einer  Geraden  g  liegen.  Die  Polare  des 
Panktes  r  ist  nun  leicht  zu  ermitteln;  sie  mufs  durch  den  Punkt  ft 
gehen  und  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  in  dt  und  if^ 
also  auch  den  vierten  harmonischen  Punkt  t  zu  rt|  rt«  welcher  dem 
r  zugeordnet  ist;  r  und  t  sind  abo  konjugierte  Punkte .  der  Punkt- 
involuiion ,  welche  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu- 
gehört; konstruieren  wir  in  gleicher  Weise  den  Punkt  ti  als  vierten 
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in  einem  imaginären  Linienpaar  schneiden ;  vertreten  durch 


harmonischen  zu  tj  tt  r,  dem  n  zugeordnet,  und  endlich  den  Punkt 

tf  als  vierten  harmonischen 
Punkt  zu  Tf  t  Ti ,  dem  Tt  zu- 
geordnet, so  sind  (rt).  (rit|), 
(xM  drei  Punktepaare  der- 
j  enigen  Pnnktinvolution , 
welche  der  Geraden  g  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
zugehört.  Diese  Punktinvo- 
lution ist  aber  immer  eine 
elliptische  (Th.  d.  E.  S. 
62) ,  denn  aus  den  drei  Be- 
dingungen: 

(ti  r»  r  t )  =.  -  1 

(r,  r  ri  t,)  = 1 

Cc  r,  r,  t,)  =  -  1 

folgt  nicht  allein  die  Bedin- 
gung: 

(ttrir,)(t,rir,r)(t,r,rri) 
l, 

welche  zeigt ,  dafs  die  drei 
Punktepaare 

(rt),  (rit,),  (r,t,) 

einer  Punktinvolution  an- 
gehören (S.  18),  sondern 
es  ergeben  sich  auch  die 
Werte: 


Fig.  10. 


(rtr,t,)«(rtr,t,) 
=  (rit,r,t,)  =-  -  3, 


welche  zeigen ,  dafs  jedes  Punktepaar  durch  das  andere  getrennt  wird, 
also  die  Involution  notwendig  eine  elliptische  ist.  Die  Bestimmung 
der  imaginären  Doppelpunkte  hängt,  wie  a.  a.  0.  gezeigt  ist,  von  den 
imaginären  kubischen  Wurzeln  der  negativen  Einheit  ab.  Dafe  die 
Involution  eine  elliptische  ist,  läfst  sich  auch  unmittelbar  ads  der 
Lage  harmonischer  Punkte  erkennen.  Wir  schliefsen  also .  dafs  eine 
solche  Gerade  g  dem  Kegelschnitt  niemals  in  zwei  reellen 
Punkten  begegnen  kann.  Nehmen  wir  dagegen  an,  dafs  von  dem, 
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diejenige    elliptische   Strableninvolution,    welche   allein   von 
den  drei  Schnittlinien: 


dem  EegelschDitt  einbeschriebeiien ,  Dreieck  d^i^  nur  eine  Ecke  0 
reell,  die  beiden  andern  d|  9t  koi\jugiert- imaginär  sind  und  vertreten 
werden  durch  die  elliptische  Pnnktinvolution ,  welche  der  ideellen  Se- 
kante j^i^l  :s  2  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehOrt,  so  können  wir 
die  Gerade  g^  wie  folgt,  konstruieren: 

Die  Tangente  t  am  Punkte  d  des  Kegelschnitts  treffe  die  ideelle 
Sekante  l  im  Punkte  r;  verbindet  man  r  mit  dem  Pole  der  Geraden  l 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  nennt  diese  Verbindungslinie  8  und 
konstruiert  zu  den  drei  Strahlen  tal  den  vierten  harmonischen  Strahl  g^ 
welcher  dem  l  zugeordnet  ist,  dann  ist  g  die  gesuchte  Gerade.  Da  von 
den  vier  durch  r  gehenden  Strahlen  8  und  t  durch  g  und  l  harmonisch 
getrennt  werden,  so  liegt  immer  l  in  einem  Paar  Scheitelräume  zwi- 
schen den  Strahlen  8  und  t,  dagegen  g  in  dem  andern  Paar  Scheitel- 
räume.    Es  können  nun  zwei  Fälle  eintreten: 

1)  l  schneidet  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  d|  ^,  dann 
kann,  weil  r  auf  einer  Tangente  des  Kegelschnitts  liegt ,  der  Strahl  8y 
welcher  r  mit  dem  Pol  von  l  verbindet,  den  Kegelschnitt  nicht  treffen, 
und  der  ganze  Kegelschnitt  kann  nur  enthalten  sein  in  einem  Paar 
Scheitelräume  zwischen  s  und  t,  und  zwar  in  denjenigen  Scheitel- 
räumen, in  welche  der  Strahl  I  hinein^lt;  folglich  kann  der  Strahl  g 
den  Kegelschnitt  nicht  treffen,  wie  oben  behauptet  wurde.    Dagegen: 

2)  l  begegnet  dem  Kegelschnitt  nicht  in  reellen  Punkten;  dann 
mufs  der  Strahl  s,  welcher  t  mit  dem  Pol  von  l  verbindet,  den  Kegel- 
schnitt in  zwei  reellen  Punkten  treffen,  und  alle  Strahlen  in  dem  einen 
Paar  Scheitelräume  zwischen  8  und  t  müssen  den  Kegelschnitt  in  reel- 
len Punktepaaren  treffen,  die  Strahlen  in  dem  andern  Paar  Scheitel- 
räumen aber  nicht  alle  in  reellen  Punktepaaren.  Nun  haben  wir  aber 
in  dem  letzteren  Paar  Scbeitelräumen  den  Strahl  2,  welcher  dem 
Kegelschnitt  nicht  begegnet,  folglich  mufs  der  Strahl  g^  welcher  not- 
wendig in  dem  andern  Paar  Scheitelräume  liegt,  den  Kegelschnitt  in 
einem  reellen  Punktepaar  treffen.    Wir  schliefsen  also: 

Wenn  von  dem  dem  Kegelschnitt  einbeschriebenen 
Dreieck  d^i^t  alle  drei  Ecken  reell  sind,  so  kann  die  Ge- 
rside.g  dem  Kegelschnitt  niemals  in  einem  reellen  Punkte- 
paar begegnen,  wenn  dagegen  von  dem  dem  Kegelschnitt 
einbeschriebenen  Dreieck  nur  eine  Ecke  reell  und  die  bei- 
den andern  konjugiert-imaginär  sin&,  so  mufs  die  Gerade 
g  dem  Kegelschnitt  in  einem  reellen  Punktepaare  be- 
gegnen. 

Die  Perspektive  dieses  Satzes  von  einem  beliebigen  Raumpunkte 
aus  giebt  den  analogen  Satz  für  den  Kegel  und  in  ähnlicher  Weise 
läfst  sich  das  dual  gegenüberstehende  Resultat  aussprechen. 
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abhängt  und  durch  dieselben  bestimmt  wird,  indem  man 
immer  zu  einem  und  dem  Paare  der  beiden  übrigen  den  zu- 
geordneten vierten  harmonischen  Strahl  konstruiert  In 
gleicher  Weise  operieren  wir  nun  bei  dem  Eegel  b^*S  ^^ 
welchen  die  drei  Kegelstrahlen  {6a{;  |bc|;  tt  die  drei  Be- 
rührungsebenen /3a /3(  Tb  haben,  oder  anders  ausgedrückt: 

die  Kegelstrahlen:  |/3«ai,|     \ßtyh\     \yhCCh\ 

die  Berührungsebenen:      ßa  ßc  t^; 

jede  Berührungsebene  schneidet  die  Yerbindungsebene  der 
beiden  übrigen  Kegelstrahlen  in  einem  neuen  Strahle,  und 
die  dadurch  erhaltenen  drei  neuen  Strahlen: 

müssen  in  einer  Ebene  e^  liegen,  welche  den  Kegel  b^^^  in 
einem  imaginären  Linienpaar  schneidet,  vertreten  durch  die- 
jenige elliptische  Strahleninvolution;  welche  allein  von  diesen 
drei  Strahlen  abhängt  und  durch  dieselben  bestimmt  wird,  indem 
man  immer  zu  einem  Strahl  und  dem  Paare  der  beiden  übrigen 
den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Strahl  konstruiert. 

Endlich  nehmen  wir  bei  dem  dritten  Kegel  ö^^  die  drei 
Kegelstrahlen  |ca{,  \cb\,  t^  und  längs  derselben  die  drei 
Berührungsebenen  ya;  Vh)  ^c;  ^^^^  anders  ausgedrückt: 

die  Kegelstrahlen  :  | ya «c |     \yhßi\     \^cßt\ 

mit  den  Berührungsebenen:     ya  yh         i^c] 

jede  Berührungsebene  schneidet  die  Yerbindungsebene  der 
beiden  übrigen  Kegelstrahlen  in  einem  neuen  Strahle  und  die 
dadurch  erhaltenen  drei  neuen  Strahlen: 

müssen  in  einer  Ebene  ^3  liegen  ^  welche  den  Kegel  c^'^  in 
einem  imaginären  Linienpaar  schneidet;  vertreten  durch  die- 
jenige elliptische  Strahleninvolution  ^  welche  allein  von  diesen 
drei  Strahlen  abhängt  und  durch  dieselben  bestimmt  wird, 
indem  man  immer  zu  einem  Strahl  und  dem  Paare  der  beiden 
übrigen  den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Strahl  kon- 
struiert. Nun  haben  wir  aber  schon  auf  S.  268  bemerkt, 
dafs  die  drei  Ebenen 

tt»  ßt  ya  sich  in  einem  Punkt  )p  schneiden, 

«c    ßa  yf>      ,9       >»        ff  V        P'  ff 
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und  dafs  der  Funkt  ^  der  Schnittpunkt  der  drei  Strahlen 
Sy  s^  $3,  der  Punkt  p'  der  Schnittpunkt  der  drei  Strahlen 
Si  ^  ^  ist.  Da  also  wegen  der  ersten  Eigenschaft  der  Punkt 
p  in  den  drei  Ebenen  e^  fj  ^3  gleichzeitig  liegt  und  wegen 
der  zweiten  Eigenschaft  auch  der  Punkt  p'  in  allen  drei 
Ebenen  s^  fj  ^3  gleichzeitig  liegt,  so  müssen  diese  dreiEbeneu, 
da  sie  zwei  Punkte  gemein  haben^  sich  alle  drei  in  der  Ver- 
bindungslinie derselben  schneiden  ^  also  durch  die  Gerade 
ff==^\p^'\  gehen;  diese  Gerade  g schneidet  aber  die  Ebene  s  in 
einem  Punkte  )p'\  in  dem  sich  die  drei  Strahlen  s'i  s^  Ss  tref- 
fen, und  durch  welchen,  wie  wir  sehen ,  die  drei  Schmiegungs- 
ebenen  ra  t^  Tc  gehen  müssen,  und  hieraus  folgt  der  oben 
(S.  269)  henrorgehobene  Chaslessche  Satz. 

Aber  die  Gerade  </  =  |))^>'^)"|  besitzt  eine  ebenfalls  sehr 
bemerkenswerte  Eigenschaft;  sie  wird  nämlich  von  den  drei 
in  den  Ebenen  €^  e^  £3  ermittelten  Strahleninvolutionen  in 
einer  und  derselben  Punktinvolution  geschnitten,  welche 
elliptisch  ist  und  nur  von  den  drei  Punkten  )p  ))' )}"  abhängt 
und  durch  dieselben  bestimmt  wird,  indem  mau  immer  zu 
einem  Punkte  und  dem  Paare  der  beiden  übrigen  den  vierten 
harmonischen  Punkt  konstruiert  und  dadurch  drei  Punkte- 
paare einer  elliptischen  Punktinvolution  erhält.  Da  die  Ge- 
rade g  der  Träger  einer  und  derselben  Punktinvolution  ist  in 
Bezug  auf  alle  drei  Kegel  a^*^  V^^  c^^ ,  so  gehören  ihre  imagi- 
nären Doppelpunkte  allen  drei  Kegeln  gleichzeitig  d.  h.  der 
Raumkurve  C^^>  an;  mithin  ist  ^  eine  Sekante  derRaum- 
knrve  und  zwar  eine  ideelle,  weil  ihre  Schnittpunkte  mit 
(7^8)  imaginär  sind.  Wir  haben  aber  zugleich  auf  dieser 
ideellen  Sekante  der  Raumkurve  die  elliptische  Punktinvc^ 
lution  konstruiert,  welche  die  imaginären  Schnittpunkte  von 
g  mit  6^'^  vertritt. 

Wenn  wir  der  besseren  Übereinstimmung  wegen  den 
Punkt  ^)"  =  c  bezeichnen,  so  läfst  sich  das  gewonnene  Re- 
sultat zunächst  so  aussprechen: 

Wenn  durch  einen  beliebigen  Punkt  c  im  Räume 
an  eine  Raumkurve  (7^)  drei  reelle  Schmiegungs- 
ebenen  gelegt  werden  können^  so  ist  die  durch  den 
Punkt  e   zu  legende  einzige  Sekante  g  der  Baum- 
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kurve  allemal  eine  ideelle,  d.b.  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Raumkurve  sind  konjugiert-imaginär.*) 

Andererseits  ergiebt  sich  das  dual  gegenüberstehende 
Resultat,  wenn  wir  bei  einer  der  vorigen  ganz  gleichlaufen- 
den  Betrachtung  von  drei  reellen  Schmiegungsebenen  r^  r^  tc 
der  Raumkurve  ausgehen,  die  drei  in  denselben  enthaltenen 
Kegelschnitte  2l<2)  33(2)  g(2)  auffassen,  die  drei  Tangenten 
ta  t^  tt  in  den  Schmiegungsebenen  r^  r^  rc  ermitteln  und  in 
analoger  Weise  zu  einer  Geraden  g^  gelangen,  welche  mit 
dem  Schnittpunkte  c  =  (r«  r^  rc)  verbunden  die  Ebene  €  liefert, 
in  welcher  die  drei  Berührungspunkte  a  b  c  der  Schmiegungs- 
ebenen  ta  tf,  ir^  liegen.  In  dieser  Ebene  6  ist  g^  die  einzige 
in  ihr  enthaltene  Gerade,  durch  welche  zwei  Schmiegungs- 
ebenen der  Raumkurve  gehen;  und  zwar  sind  diese  immer  ima- 
ginär und  werden  vertreten  durch  eine  elliptische  Ebeneninvolu- 
tion, die  in  analoger  Weise,  wie  oben  die  elliptische  Punkt- 
involution, konstruiert  wird.     Also: 

Wenn  eine  beliebige  Ebene  8  einer  Raumkurve 
O^^  in  drei  reellen  Punkten  begegnet,  so  enthält 
sie  eine  einzige  bestimmte  Gerade  (/,  als  Schnitt- 
linie zweier  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve, 
die  allemal  konjugiert-imaginär  sind. 

Beide  Resultate  lassen  sich  auch  anders  aussprechen  und 
ergänzen  sich  alsdann.  Nehmen  wir  zwei  reelle  Schmiegungs- 
ebenen Za  und  Tb  der  Raumkurve  und  legen  durch  die  Schnitt- 
linie \tati,\  eine  beliebige  Ebene,  so  könnte  dieselbe  entweder  in 
drei  reellen  Punkten  oder  in  einem  reellen  und  zwei  imaginären 
Punkten  der  C^^^  begegnen,  wobei  die  reelle  Verbindungslinie 
der  letzteren  eine  ideelle  Sekante  ist.  Der  erstere  Fall  ist  unmög- 
lich, denn  es  würde  diese  Ebene  drei  reelle  Sekanten  enthalten, 
deren  jede  der  Schnittlinie  |raTb|  begegnete,  und  durch  einen 
solchen  Schnittpunkt  müfsten  dann  drei  reelle  Schmiegungs- 
ebenen ta  Th  ^c  gehen  und  eine  reelle  Sekante,  was  nach  dem 
ersten  Satze  unmöglich  ist,  also: 

Eine  Ebene,  welche  durch  die  Schnittlinie 
zweier  reellen  Schmiegungsebenen  einer  Raum- 
kurve C<^J  geht,  kann  derselben  nur  in  einem  reellen 


*)  Joachimsthal,  Borchardt's  Journal  f.  Mathem.  Bd.  56,  8.45. 
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Punkte  begegnen;  die  beiden  andern  Schnittpunkte 
sind  konjugiert-imaginär. 

In  gleicher  Weise  folgt: 

Durch  einen  Punkt  einer  reellen  Sekante  der 
Raumkurve  (P^  geht  immer  nur  eine  reelle  Schmie- 
gungsebene  derselben,  die  beiden  andern  sind 
konjugiert-imaginär. 

Denn  gingen  durch  den  Punkt  drei  reelle  Schmiegungs- 
ebenen,  so  müfste  die  Sekante  eine  ideelle  sein  nach  dem 
obigen  Satze. 

Die  Konstruktion  der  Geraden  g  und  g^  ging  wesentlich 
von  der  Voraussetzung  aus,  dafs  die  Ebene  e  der  (?*)  in  drei 
reellen  Punkten  ^  b  c  begegnet  oder  dafs  von  dem  Punkte  c 
aus  drei  reelle  Schmiegungsebenen  ta  ti  r^  an  (7^^  sich  legen 
lassen.  Andererseits  ist  aber  g  die  einzige  immer  vorhandene 
Sekante  der  (P>  durch  den  Punkt  c  und  g^  die  einzige  immer 
vorhandene  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  in  der 
Ebene  e\  also  sind  diese  Geraden  immer  reell  vorhanden, 
wenn  auch  jene  sie  bestimmenden  Elemente  nicht  sämtlich 
reell  sind.  Wir  wollen  daher  die  obigen  Konstruktionen  so 
abändern,  dafs  sie  auch  bestehen  bleiben,  wenn  von  den 
•Punkten  a  b  c  nur  einer  reell  und  die  beiden  andern  konju- 
giert-imaginär sind,  oder  von  den  Ebenen  ta  th  ^c  n^u*  eine 
reell  und  die  beiden  andern  konjugiert-imaginär  sind. 

Wiederholen  wir  die  obigen  Konstruktionen  von  g  und  g^, 
so  lassen  sie  sich  kurz  neben  einander  stellen  in  folgender  Weise: 

Eine  Ebene  s  begegnet  der  Raumkurve  C^^^  in  drei  Punk- 
ten a  b  c;  die  Tangenten  der  C^')  in  diesen  Punkten  sind 
ta  th  hy  die  Schmiegungsebenen  r«  re  rc,  welche  sich  in  einem 
Punkte  e  der  Ebene  £  schneiden. 


Die  Ebenen: 
[^ab]  =  ßa 


Die  Treffpunkte: 


bestimmen  die  Ebene 


^,    ,             ,  schneiden  sich  im   , .       . 

P.cl=n         p^^ktep'.  |('^^')| 

[tt  aj  =  «c  )  I  (^c  tTa) 

Die  Ebenen:  I      Die  Treffpunkte: 

r^«c]  =YA  (täte) 

..     ^              schneiden  sich  im 
Pba]^«*          Punkte  ^ 


,^      .  ,  bestimmen  die  Ebene 
ihr,)]  ^ 

(ß,  Tt) 
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Die  Yerbindungslinie : 

ist  die  gesuchte^  welche  durch 
e  geht. 


Die  Schnittlinie: 

|ää'|— 5r, 

ist  die  gesuchte  und  liegt  in 
der  Ebene  s. 


Wir  können  nun  dasjenige  Hyperboloid  ^<*)  zu  Hilfe 
nehmen  y  welches  durch  die  drei  Erzeugenden  ta  t^  U  bestimmt 
wird,  welche  der  einen  ßegelschar  desselben  angehören.  Wenn 
wir  von  dem  Punkte  a  die  Erzeugende  der  andern  R^el- 
schar  ziehen^  welche  tj,  und  t^  treffen  mufs,  so  sehen  wir, 
dafs  diese  die  Schnittlinie  der  Ebenen  [a^b]  ==  cih  luid 
[a^c]  =  «c  ist;  wir  wollen  diese  Erzeugende  Sa  nennen  und 
demgemäfs  s^  —  |[a  h'],  [a  <c  ]|  =  |  «b  «d 

5l>=|[b^c],[b^a]|  =  |^ciJ«I 

«c  —  |[c^a],  [C^b]|  =  |yay6|, 

dann  haben  wir  auf  dem  Hyperboloid  ^^*J  die  drei  Paare  von 
Erzeugenden  taSa,  hs^y  tcSc,  welche  von  den  Punkten  abc 
ausgehend  den  beiden  Regelscharen  angehören. 

Gleichzeitig  haben  wir  auf  demselben  Hyperboloid  J^w 
drei   andere  Erzeugende   der   zweiten  Regelschar ,   denn  die 
durch  ta   gehende  Ebene  Xa    schneidet   das  Hyperboloid   in 
einer  zweiten  Erzeugenden  Sa ,  welche  t^  und  tc  treffen  mufs;* 
also  ist:  s'a=\{t,h),  {tat,)] 

Sf,  =  l(ra^c),  (tb  ta)\ 

und  die  drei  Paare  von  Erzeugenden  tas'a,  hSf,,  tts[  aus 
den  beiden  Regelscharen  des  Hyperboloids  ^^^)  liegen  in  den 
drei  Ebenen  ta  zt  '^t  • 

Wir  erinnern  uns  nunmehr  der  Beziehungen  ^  welche  wir 
früher  (S.  119)  bei  einem  auf  dem  Hyperboloid  J^w  verlaufen- 
den Sechsseit  kennen  gelernt  haben,  welches  sich  bilden 
läfst  aus  drei  Erzeugenden  der  einen  und  drei  Erzeugenden 
der  andern  Regelschar  des  Hyperboloids.  Bei  jedem  solchen 
Sechseck  schneiden  sich  die  drei  Hauptdif^onalen  in  einem 
Punkte^  und  wenn  wir  die  drei  Sechsecke: 

*a  Sa  *h  ^6  ^c  ^c 
tft  Sft  tff  S(  Pf  Sd 

ta  St  tf,  Sa  tc  Sa 
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nehmen^  so  liegen  die  dadurch  erhaltenen  drei  Punkte  in 
einer  Geraden;  diese  drei  Punkte  sind  aber,  wie  wir  S.  121 
gesehen  haben,  die  Schnittpunkte  je  dreier  Ebenen ,  nämlich 

[taSh]    [tbSc]     Pc5o],  die  sich  in  o    schneiden, 

ItaSc]      [hSa']      [tiSi]y     „        „       „     o'  „ 

Pfl5a]      pb5b]      [ttSi],     „         „       „     O"  „ 

und  die  drei  Punkte  o  o'  o''  liegen  auf  der  obigen  Geraden. 
Nan  ist  aber,  wie  wir  sehen,  der  Punkt  o  identisch  mit 
unserem  Punkte  )f  und  der  Punkt  o'  identisch  mit  unserem 
Punkte  p,  folglich  enthält  die  Gerade: 

|oo'|-H»>|-p' 
auch  den  Punkt  o'',  in  welchem  sich  die  drei  Ebenen 
[^a^a]  [hSh]  Pc^c]  schneiden;  diese  drei  Ebenen  sind  aber 
die  Berührungsebenen  des  Hyperboloids  in  den  Punkten  abc, 
folglich  ist  o"  der  Pol  der  Ebene  s  in  Bezug  auf  das  Hyper- 
boloid ^(^).  Wir  können  nun  die  Gerade  g  anstatt  durch 
die  beiden  Punkte  p  und  !|)'  auch  bestimmen  durch  die  beiden 
Punkte  e  und  o",  d.  h.  den  Schnittpunkt  e  der  drei  Schmiegungs- 
ebenen  ta  t»  Tc  und  den  Pol  o"  der  Ebene  6  in  Beeng  auf  das 
Hyperboloid  ^^^K 

In  analoger  Weise  können  wir  bei  dem  Hyperboloid  ^(') 
die  drei  Erzeugenden  ^a  h  U  zusammenstellen  mit  den  drei 
Erzeugenden  5a  si  s'c  zu  anderen  auf  dem  Hyperboloid  ver- 
laufenden Sechsseiten;  in  jedem  solchem  Sechsseit  bestimmen 
zwei  einander  folgende  Seiten  eine  Ebene  und  die  drei  Paare 
gegenüberliegender  Ebenen  schneiden  sich  in  drei  Geraden, 
die  in  einer  Ebene  liegen.     Für  die  drei  Sechsseite: 

»4   Sq  tff  Off  VI  Sc 

ta  Si  tf,  $\  ti  Sa 
ta  8t  tb  Sa  ti  sib 

erhalten  wir  dadurch  drei  Ebenen  n  n'  n"  ^  die  in  einer  Ge- 
raden sieh  schneiden  (S.  120);  diese  Gerade  ist  identisch  mit 
g^  und  liegt  ausl'er  in  der  Ebene  b  auch  in  der  Ebene  ;r",  in 
welcher  die  drei  Punkte: 

(Ta  Sa)      (rj  Sb)      (TcS'c) 

liegen;  diese  drei  Punkte  sind  a'ber  die  Berührungspunkte 
der  Ebenen  Xa  ^6  t«  mit  dem  Hyperboloid  $^*J;  folglich  ist  ä" 
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die  Polarebene  des  Punktes  e^  in  welchem  sich  r^  r^  r^  scheiden, 
in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  ^^^^ .  Die  Gerade  g^  können 
wir,  nunmehr  anstatt  durch  die  beiden  Ebenen  ic  und  tc  auch 
bestimmen  durch  die  beiden  Ebenen  b  und  n\  d.  h.  ab 
Schnittlinie  der  Ebene  £,  in  welcher  die  drei  Punkte  a  b  c 
liegen,  mit  der  Polarebene  des  Punktes  e  in  Bezug  auf  das 
Hyperboloid  J^<*>. 

Hieraus  erkennen  wir^  dafs  die  Gerade  ^  =  |o"e|  und  die 
Gerade  ^^  s=  j^^  n"\  konjugierte  Gerade  in  Bezug  auf  das 
Hyperboloid  ^(^>  sein  müssen^  weil  sowohl  o"  und  £,  als  auch  e 
und  jc'  Pol  und  Polarebene  sind.  Da  nun  g  und  g^  kon- 
jugierte Gerade  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  $<*)  sind,  so 
können  wir  nach  S.  132  dieselben  auch  auf  folgende  Art 
finden: 

Die  drei  Ebenen: 

[h^a]     [^b^c]     [ßiSit]  schneiden  sich  in  einem  Punkte  aj 
[hSi,]     [t,Sa]     itaS,']         „  „      „        „  „         b, 

PcSc]      [taSfi]      [^6ÄoJ  „  „        9,  „  „  Ci- 

Die  drei  Punkte  aj  b^  C|  müssen  in  der  Geraden  g^ 
liegen ;  die  zu  g  konjugiert  ist  in  Bezug  auf  das  Hyper- 
boloid $^«). 

Nun  ist  aber  die  Ebene  [^6  Sc]  =  [.h  c]  *=»  yt  und 

und  die  Schnittlinie  {;/(/)(|  s=  |bc|;  folglich  sind  die  Punkte 
a,  b|  Ci  diejenigen,  in  welchen  die  Ebenen  [^a^aj  \thSb\  [^c^c] 
den  Dreiecksseiten  {bc|,  |cct|,  jabj  begegnen.  Diese  Punkte 
aj  b|  C|  können  noch  einfacher  bestimmt  werden,  wenn  wir 
den  Kegelschnitt  £(^>  zu  Hilfe  nehmen,  in  welchem  die 
Ebene  £  =  [abc]  das  Hyperboloid  $<*>  schneidet;  da  die 
Ebenen  [fa««]  \_hsf,']  [Us^]  die  Berührungsebenen  des  Hyper- 
boloids J^(^)  in  den  Punkten  abc  sind,  so  schneiden  die- 
selben die  Ebene  b  in  den  Tangenten  jdes  Kegelschnitts  St^^^ 
in  den  Punkten  abc,  und  diese  Tangenten  treffen  die  Gegen- 
seiten des  Dreiecks  |abc|  in  den  Punkten  a|  b|  q. 

Ferner  haben  wir  oben  gesehen,  dafs  die  vier  Ebenen: 

[ta^      paC]      [^«Sfl]   Ta 

vier  jiarmonisch  gelegene  Ebenen  sind,  die  ersten  beiden  und 
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die  letzten  beiden  zugeordnet.  Diese  vier  Ebenen  schneiden 
also  die  Ebene  €  in  vier  harmonischen  Strahlen;  die  Ebene 
Ta. schneidet  e  in  der  Geraden  jae|;  folglich  ist  die  Tangente 
in  a  am  Kegelschnitt  ß^^^  die  vierte  Harmonische  zu  |ab|;  |ac| 
und  |ae|;  letzterer  zugeordnet;  mithin  sind  eund^,  Pol  und 
Polare  in  Bezug  auf  den 'Kegelschnitt  ^^^^,  und  die  Gerade 
g^  ist  die  sogenannte  ^^harmonische  Polare^'  des  Punktes  e  in 
Bezug  auf  das  Dreieck  aic*)  Wir  können  also  folgendes 
Resultat  aussprechen: 


*)  Wenn  man  ein  Dreieck  a  B  c  hat  und  in  der  Ebene  desselben 
einen  Punkt  e  und  man  zu  den  drei  Strahlen  |ae|,  \ht\y  \ct\  die  vierten 
harmonischen  Strahlen  konstruiert  mit  je  zwei  Dreiecksseiten,  welche 
als  zugeordnet  harmonische  aufgefafst  werden,  so  treffen  diese  drei 
vierten  harmonischen  Strahlen  die  Gegenseiten  des  Dreiecks  in  drei 
Punkten  ai  hi  Ci ,  welche  bekanntlich  auf  einer  Geraden  gi  liegen.  Diese 
heifst  die  „harmonische  Polare"  des  Punktes  e  in  Bezug  auf  das 
Dreieck  und  sie  ist  die  Polare  des  Punktes  e  in  Bezug  auf  denjenigen 
dem  Dreieck  aBc  umschriebenen  Kegelschnitt,  welcher  'aatli  IBBil,  |cci  | 
zu  Tangenten  hat.  Umgekehrt  heifst  e  der  ,, harmonische  Pol" 
der  Geraden  gi  in  Bezug  auf  das  Dreieck  aBc  und  wird  in  analoger 
Weise  gefunden,  sobald  die  Gerade  gi  gegeben  ist. 

Die  zusammengehörigen  Elemente  e  und  gi  lassen  sich  nicht  blofs 
in  der  angegebenen  Weise  konstruieren,  sobald  das  Dreieck  aBc 
durch  seine  drei  reellen  Eckpunkte  gegeben  ist,  sondern  auch  dann 
noch,  wenn  von  dem  Dreieck  nur  eine  Ecke  a  reell  und  die  beiden 
andern  B  und  c  konjugiert-imaginär  gegeben  sind  durch  eine  elliptische 
Panktinvolution  auf  einem  geraden  Träger.  Wie  leicht  zu  erkennen 
ist,  gestaltet  sich  die  Konstruktion  folgendermaßen: 

Gegeben  ist  ein  Punkt  a  und  eine  Punktinvolution  auf 
einem  geraden  Träger  l,  deren  Doppelpunkte  (reelle  oder 
imaginäre)  mit  a  zusammen  das  gegebene  Dreieck  bilden; 
zu  einem  Punkte  e  soll  die  harmonische  Polare  konstruiert 
werden.  Der  Strahl  |  ae  |  trifft  den  Träger  l  in  einem  Punkte  a'i, 
dessen  konjugierter  in  der  gegebenen  Pnnktinvolution  ai  sei.  Zu  den 
drei  Punkten  a  a\  e  konstruiert  man  den  vierten  harmonischen ,  zu  e 
zag^ordneten  Pimkt  p,  so  dafs 

(aa'i  cp)  —  —  1 

ist ,   femer  zu  den  drei  Punkten  a ))  a'i  den  vierten  harmonischen ,  zu 
a'i  zugeordneten  Punkt  q,  so  dafs 

(aDa'iq)«-! 
ist,  dann  ist  |  aiq  I  »s^i  die  gesuchte  harmonische  Polare  des  Punktes 
e  io  Bezug  auf  das  Dreieck  aBc,  wo  |  Bc  |  die  (reellen   oder  imaginä- 
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Wenn  eine  Ebene  €  der  Raumkurve  C^'>  in  drei 
Punkten  abc  begegnet,  so  schneiden  sich  die  drei 
Schmiegungsebenen  derselben  in  einem  Pankte  e 
der  Ebene  e.  Wenn  man  von  dem  Pankte  e  die  har- 
monische Polare  g^  konstruiert  in  Bezag  auf  das 
Dreieck  abc^  so  ist  gi  die  einzige  in  der  Ebene  £ 
enthaltene  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen 
der  Raumkurye  G^K 

In  ganz  analoger  Weise  folgt  der  dual  gegenüber- 
stehende Satz: 

Wenn  durch  einen  Punkt  e  drei  Schmiegungs- 
ebenen cc  ß  y  einer  Raumkurre  gehen,  so  liegen  die 
drei  Berührungspunkte  abc  in  einer  Ebene  e^ 
welche  durch  den  Punkt  c  geht.  Wenn  man  von 
der  Ebene  €  in  Bezug  auf  das  Dreiflach  aßy  die 
harmonische  Polare^  konstruiert;  so  ist  ^  die  einzige 
durch  c  gehende  Sekante  der  Raumkurve  O^K  Die 
harmonische  Polare  einer  Ebene  £,  welche  durch  die  Ecke 
eines  Dreiflachs  aßy  geht,  wird  so  konstruiert:  Durch  die 
Schnittlinie  \ßy\  und  die  Schnittlinie  \a6\  legt  man  eine 
Ebene  und  konstruiert  die  vierte  harmonische  zugeordnete 
Ebene ;  indem  ß  y  das  andere  Paar  zugeordneter  Ebenen  ist; 
die  drei  in  solcher  Weise  konstruierten  Ebenen  schneiden  sich 
in  der  gesuchten  harmonischen  Polare  ^;  wie  die  Kon- 
struktion auszuführen  ist,  wenn  nur  a  reell,  dagegen  ß  y 
konjugiert- imaginär  sind,  geht  aus  der  letzten  Anmerkung 
hervor. 

Vermittelst  dieser  Eigenschaften,  welche  wir  von  den 
Geraden  g  und  g^  kennen  gelernt  haben,  lassen  sich  nun 
auch  für  den  Fall,  dafs  eine  Ebene  £  nur  in  einem  reellen 
Punkte  a  und  zwei  konjugiert-imaginären  Punkten  der  Raum- 


ren)  Doppelpunkte  der  auf  l  gegebenen  Punktinvolution  bedeuten. 
Umgekehrt  läTst  sich  in  ähnlicher  Weise,  sobald  g^  gegeben  ist,  der 
harmonische  Pol  e  konstruieren;  denn  durch  g^  wird  der  Punkt  ai  be- 
stimmt, also  auch  sein  konjugierter  Punkt  a'i ;  aus  aa'i  folgt  q  und 
der  Punkt  p  durch  die  harmonische  Beziehung,  endlich  aus  aa'tP 
der  gesuchte  Pol  e  durch  die  harmonische  Beziehung.  Diese  Kon- 
struktionen sind  unabhängig  von  der  Realität  der  beiden  Dreiecks- 
ecken h  und  c. 
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kurve  CP>  begegnet^  oder  dals  aus  einem  Paukte  c  nur  eine 
reelle  Schmiegungsebene  und  zwei  konjugiert-imaginäre  an 
die  Baumkurve  O^^  sich  legen  lassen,  in  welchem  Falle  die 
ursprünglichen  Konstruktionen  uns  im  Stiche  lassen ,  die 
reellen  Elemente  der  Figur  ermitteln. 

Nehmen  wir  also  an,   eine  gegebene  Ebene  a  schneide 
die  RaumkurTe   C^^  nur  in  einem  reellen  Punkte  a  und  in 
zwei  konjugiertrimaginären  Punkten  i  und  c,  welche  vertreten 
werden  durch  eine  gegebene  elliptische  Punktinvolution  auf 
einem  geraden  Trager  l,    (Diese  Gerade  l  wird  gegeben  sein 
als  eine  gemeinschaftliche  Sekante  zweier  Kegelschnitte,  in 
denen  die  Ebene  a  irgend  zwei  durch  (P^  gelegte  Kegel  2.  O. 
schneidet.)   Die  Ebene  e  enthält  eine  und  nur  eine  bestimmte 
Gerade  ^„  welche  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  der 
Raumkurve  C^^)  ist.    Die  Konstruktion  der  Geraden  g^  steht 
dual   gegenüber   der   auf  S.  234   ausgeführten.    Konstruiert 
man  (s.  d.  vorige  Anmerkung)  zu  g^  den  harmonischen  Pol 
in  Bezug  auf  das   nur   teilweise  reelle  Dreieck  a  b  c ,  so  ist 
derselbe  der  Punkt  e,  in  welchem  sich  die  drei  Schmiegungs- 
ebenen ta  Tf,  Tc  in  den  Punkten  aic  der  Baumkurve  schneiden. 
Natürlich  sind  von  diesen  drei  Schmiegungsebenen  nur  eine 
Ta  reell,  die  beiden  andern  tb  t^  konjugiert-imaginär.    Durch 
den  so  gefundenen  Punkt  c  geht  eine  und  nur  eine  Sekante 
der  Baumkurve  O^,  deren  Konstruktion  auf  S.  234  angegeben 
ist.    Dies  ist  die  Gerade  g.    Geht  man  umgekehrt  von  einem 
Punkte  c  aus,  durch  welchen  nur  eine  reelle  Schmiegungs- 
ebene Ta  der  Baumkurve  (P'^  geht,  während  die  beiden  andern 
r^Tc  konjugiert-imaginär   sind  und  vertreten  werden  durch 
eine  elliptische  Ebeneninvolution  mit   einer   reellen  Axe  l^ 
(diese  elliptische  Ebeneninvolution  ist  als  gegeben  anzusehen 
durch  die  gegebene  Baumkurve  (7'>,  als  Baumkurve  dritter 
Klasse  aufgefasst),  dann  geht  durch  e  die  einzige  Sekante  g 
der  Baumkurve,  und  man  konstruiere  zu  dem   Strahl  g   in 
Besag   auf  das  nur   teilweise    reelle   Dreiflach    ta  th  r^    die 
harmonische  Polarebene  s  nach  Analogie  der  oben  angegebenen 
Konstruktion.     Diese   Ebene   €    enthält   dann   die   drei    Be- 
rührungspunkte der  Schmiegungsebenen  TaTtTc,    von   denen 
natürlich  nur  einer  reell  ist.    Die  Ebene  £  enthält  die  einzige 
Gerade  jr„  welche  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  ist 
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und  in  der  oben  angegebenen  Weise  konstruiert  werden 
kann.  Wir  gelangen  durch  diese  Konstruktion  also  von  dem 
einen  Ausgangspunkte  zu  dem  andern  wieder  zurück  uud 
schliefsen  dadurch  den  Cyklus  derselben. 

Während  nun  aber  in  dem  reellen  Falle  J  reell  i 

die  Gerade  g  als  eine  uneigentliche  (ideelle)  Sekante  der 
Raumkurve  und  die  Gerade  g^  als  eine  uneigenÜicbe  Schnitt- 
linie zweier  Schmiegungsebenen  gefunden  wurde,  indem  diese 
selbst  konjugiert-imaginär  sind^  zeigt  sich  in  dem  jetzt  be- 
trachteten Falle  J       reell  konj.-imag.  l  gerade  das  Um- 

gekehrte:  g  ist  eine  eigentliche  Sekante  der  C^*^,  d.  h.  be- 
gegnet derselben  in  zwei  reellen  Punkten,  und  durch  g^  gehen 
zwei  reelle  Schmiegungsebenen  der  O^.  In  der  That  können 
wir  dies  leicht  in  folgender  Weise  erkennen:  Legen  wir 
nämlich  von  dem  einen  immer  reellen  Punkte  a  aus  den  K^l 
a^*^  durch  die  Raumkurre  C^^\  so  haben  wir  in  dem  früher 
betrachteten  Falle  drei  reelle  Kegelstrahlen  U^  |ab|,  |ac|,  deren 
Berührungsebenen  die  gegenüberliegenden  Seitenflächen  des 
Dreikants  ta,  |ab|,  |ac|  in  drei  Strahlen  schneiden,  welche  eine 
£bene  c^  bestimmen;  diese  Ebene  £|  schneidet  den  Kegel 
a^^)  in  einem  imaginären  Linienpaar,  und  die  auf  dem  Kegel 
(i(2)  verlaufende  Raumkurve  C?^)  aufser  in  a  in  einem  imagi- 
nären Punktepaar,  welches  vertreten  wird  durch  eine  ellip- 
tische Punktinvolution  auf  einer  Geraden  g.  Diese  Punkt- 
involution auf  der  in  der  Ebene  b^  liegenden  Geraden  g  wird 
ausgeschnitten  durch  die  Strahleninvolution,  welche  der  Ebene 
£i  in  Bezug  auf  den  Kegel  a^^^  zugehört.  Dies  war  unsere 
obige  Konstruktion.  Wenn  wir  dagegen  im  zweiten  Falle 
den  Punkt  a  und  den  Kegel  a'^  beibehalten,  aber  von  dem 
einbeschriebenen  Dreikant  nur  den  Strahl  to,  und  die  Ebene 
[a  I>  c]  s»  £  reell  annehmen,  das  Strahlenpaar  |ab|,  |a  c{  dagegen 
in  der  Ebene  £  als  konjugiert-imaginär  vertreten  lassen  durch 
eine  elliptische  Strahleninvolution,  die  durch  die  gegebene 
Raumkurve  (P^  mit  gegeben  ist;  dann  führt  die  in  der  obigen 
Anmerkung  mitgeteilte  Konstruktion  zu  der  Ebene  £|  in 
etwas  anderer  Weise  und  zeigt,  dafs  in  diesem  Falle  die 
Ebene  £,  notwendig  in  einem  reellen  Linienpaar  den  Kegel 
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a^^)  schneiden  mufs,  folglich  anch  die  in  der  Ebene  s^  ent^ 
haltene  Gerade  g  der  Raumkurve  in  einem  reellen  Punkte- 
paar begegnen  mufs.  In  gleicher  Weise  gelangen  wir  zu 
dem  dual-gegenüberstehenden  Resultat,  wenn  wir  von  einem 
Punkte  e  ausgehen,  durch  welchen  nur  eine  reelle  und  zwei 
konjngiert-imaginäre  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  C^^^ 
gehen;  dann  haben  wir  in  der  einen  reellen  Schmiegungs- 
ebene  r«  einen  Kegelschnitt  W^^  und  demselben  umschrieben 
ein  nur  teilweise  reelles  Dreiseit,  von  dem  eine  Seite  die 
Tangente  ta  der  Raumkurve  ist  und  die  beiden  andern  die 
Schnittlinien  des  imaginären  Ebenenpaars  rg  und  Tc  mit  der 
reellen  Ebene  ta.  Ermitteln  wir  in  diesem  Dreiseit  den- 
jenigen reellen  Punkt  )),,  in  welchem  sich  die  drei  (nur  teil- 
weise reellen)  Verbindungslinien  der  Ecken  mit  den  Be- 
rührungspunkten der  Gegenseiten  schneiden  (analog  der  oben 
angegebenen  Konstruktion),  so  müssen  durch  p^  zwei  reelle 
Tangenten  des  Kegelschnitts  W^^  gehen,  und  durch  diese 
beiden  reellen  Tangenten  gehen  zwei  bestimmte  Schmiegungs- 
ebenen der  Raumkurve,  die  sich  in  der  Geraden  ^j  schneiden; 
in  der  Ebene  [c^J  <=»  b  ist  g^  die  einzige  Gerade,  in  welcher 
zwei  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  sich  schneiden,  die 
notwendig  reell  sind. 

Wir  können  also  den  obigen  Sätzen  die  folgenden  hin- 
zufügen : 


Wenn  durch  einen  Punkt 
c  im  Ranme  eine  reelle 
und  zwei  konjugiert-ima- 
ginäre  Schmiegungsebe- 
nen einer  Raumkurve  C^^^ 
gehen^  so  ist  die  durch 
den   Funkt  e  gehende  Se- 


Wenn  eine  beliebige 
Ebene  ß  der  Raumkurve 
(P^  nur  in  einem  reellen 
undzwei  konjugiert-ima- 
ginären  Punkten  begeg- 
net^ so  enthält  sie  eine 
bestimmte    Gerade  g^   als 


kante  g   der   RaumkurvejS  c  h  n  i  ttl  i  nie      zweier 
allemal  eine  eigentliche,  jSchmiegungsebenen    der 


Raumkurve,  die  notwen- 
dig reell  sind. 


d.  h.  sie  begegnet  der 
Raumkurve  in  zwei  re- 
ellen Punkten. 

Da  endlich  eine  Sekante  g  der  Raumkurve  immer  ent- 
vredeT  eine  eigentliche  oder  eine  uneigentliche  sein  mufs,  d.  h. 
in  zwei  reellen  oder  in  zwei  konjugiert- imaginären  Punkten  der 

19  ♦ 
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Raumkurve  begegnet  und  ebenso  eine  Schnittlinie  g^  zweier 
Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  entweder  eine  eigentliche 
oder  eine  uneigentiiche  sein  mufs,  d.  h.  die  beiden  Schmiegangs- 
ebenen  durch  dieselbe  entweder  reell  oder  konjugiert-imaginär 
sind,  so  können  wir  die  vorhin  unterschiedenen  beiden  Falle 
auch  in  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Wenn  eine  Sekante  g  einer  Raumkurve  CK^>  und 
eine  Schnittlinie  g^  zweier  Schmiegungsebenen 
sich  begegnen,  d.  h.  in  einem  Punkte  treffen  (oder 
in  einer  Ebene  liegen)^  somufs  von  diesen  die  eine 
eine  eigentliche^  die  andere  eine  uneigentliche 
sein,  d.  h.  enthält  g  zwei  reelle  Punkte  der  0^\  so 
gehen  durch  g^  zwei  konjugiert-imaginäre  Schmie- 
gungsebenen, enthält  g  keinen  reellen  Punkt  der 
(P\  so  gehen  durch  g^  zwei  reelle  Schmiegungs- 
ebenen. 

Hieraus  folgt  nun  auch  das  Umgekehrte: 

Eine  Ebene,  welche  durch  eine  uneigentliche 
Schnittlinie  zweier  (konjugiert-imaginären)  Schmie- 
gungsebenen beliebig  gelegt  wird,  mufs  der  Raum- 
kurveallemal  indrei  ree'llenPunkten  begegnen, und: 

Von  jedem  Punkte  einer  uneigentlichen  Sekante 
der  Raumkurve  O^^  (deren  Treffpunkte  konjugiert- 
imaginär  sind)  lassen  sich  allemal  drei  reelle 
Schmiegungsebenen  an  dieselbe  legen. 

§  36.     Das  Nullsystem. 

Die  Dualität,  welche  die  Raumkurve  O^^  als  Punkt-  and 
Ebenengebilde  aufgefafst  darbietet,  fährt  zu  einem  eigen- 
tümlichen Polarsystem  im  Räume,  welches  sich  von  dem 
bereits  untersuchten  Polarsysteme  (S.  126)  zwar  wesentlich 
unterscheidet,  aber  die  charakteristischen  Eigenschaften  des- 
selben besitzt. 

Wenn  man  durch  irgend  drei  Punkte  a  b  c  einer  Raum- 
kurve (7^)  eine  Ebene  b  legt,  und  die  drei  Schmiegungsebenen 
Ta  Tb  Tc  in  diesen  drei  Punkten  sich  in  einem  Punkte  e  schneiden^ 
so    soll  e  der  Pol  der  Ebene  s  und  s  die  Polarebene  des 
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Punktes  e  beifsen  in  Bezug  auf  die  Raumkurve  C^^K  Aus  dem 
oben  (S.  269)  bewiesenen  Satze  folgt  also: 

Der  Pol  liegt  allemal  in  seiner  Polarebene. 

Man  kann  hiemach  einer  beliebigen  Ebene  e  im  Räume 
den  bestimmten  Pnnkt  e  und  einem  beliebigen  Punkte  e  die 
Ebene  €  zuordnen  und  dadurch  eine  Abhängigkeit  der  sämt- 
lichen Punkte  und  Ebenen  im  Räume  von  einander  herstellen. 
Allein  die  Konstruktion  in  solcher  Weise  einander  zugeord- 
neter Elemente  des  Raumes  beschränkt  sich  zunächst  nur  auf 
solche  Ebenen  y  welche  der  Raumkurve  in  je  drei  reellen 
Punkten  begegnen,  und  auf  solche  Punkte^  durch  welche  drei 
reelle  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  gehen.  Von  dieser 
Beschränkung  befreien  wir  uns  durch  folgende  Betrachtung: 

Seien 

a  6  c  b  vier  Punkte  der  Raumkurve  C^^\ 

aßyS  ihre  Schmiegungsebenen, 

dann  erhalten  wir  zwei  Tetraeder,  die  in  eigentümlicher  Weise 
za  einander  liegen;  bezeichnen  wir  die  Ecken  des  letzteren: 

so  mnfs,  weil  a^  der  Pol  von  [beb]  ist,  derselbe  in  dieser 
Ebene  liegen ,  und  gleichzeitig  geht  die  Ebene  a  durch  ihren 
Pol,  den  Punkt  a,  d.  h.  die  Ecken  des  ersten  Tetraeders  liegen 
in  den  Seitenflächen  des  zweiten,  und  die  Seitenflächen  des 
ersten  Tetraeders  gehen  durch  die  Ecken  des  zweiten,  also: 
Vier  Punkte  einer  Raumkurve  C^^^  bilden  ein 
Tetraeder,  die  vier  Schmiegungsebenen  in  den- 
selben ein  zweites  Tetraeder;  jedes  von  beiden  ist 
dem  andern  gleichzeitig  ein-  und  umbeschrieben.*) 


*)  Möbius,  Crelle^B  Journal.  Bd.  III,  S.  273.  Um  sich  eine  Vor- 
stellung zu  machen  von  einer  solchen  eigentämlichen  Figur,  die  aus 
zwei  TetraSdem  besteht,  deren  jedes  dem  andern  gleichzeitig  ein- 
und  umbesohrieben  ist,  nehme  man  zuerst  in  der  Ebene  ein  Dreieck 
ab  c  und  eine  Gerade  8  an,  welche  von  den  Dreiecksseiten  |bc|,  Ical, 
;  a  B I  in  den  Punkten  r,  d,  t  getroffen  wird ;  femer  nehme  man  einen 
beliebigen  vierten  Pnnkt  b  und  ziehe  |br|,  |bdi,  |bt|;  nimmt  man  in 
diesen  drei  Strahlen  drei  beliebige  Punkte:  in  |br|  den  Punkt  ai,  in 
jb4|  den  Pnnkt  bi,  in  |btl  den  Punkt  C|,  so  schneiden  die  drei  Sei- 
ten: IbiCil,  UiaiK  |a]bi|  des  Dreiecks  OibtCi  die  Gerade  8  in  den 
Punkten  Ti  9|  tf  und  wegen  des  vollständigen  Vierecks  b  ai  b|  Cf  sind  die 
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Halten  wir  drei  Punkte  a  (  c  mit  ihren  SchmiegoDgs- 
ebenen  aßy  fest  und  drehen  um  eine  der  Seiten  des  Dreiecks 
a  b  c,  z.  B.  |bc|  eine  variable  Ebene  a,  so  ergiebt  sich  hieraus 
die  Konstruktion  des  dritten  Schnittpunktes  der  Ebene  s  mit 
der  Raumkurve,  sehr  einfach;  da  nämlich  je  vier  Punkte: 

abcbj,       bcba»,        cbabj,       babq, 
ttj  bj  Cj  b,     bj  C|  bj  a,     q  bj  a^  b,     b^  ai  bi  c 

immer  in  einer  Ebene  liegen^  und 

drei  Funktepaare  r  tj ,  69i ,  tti  einer  Involution  angehörig  (Fig.  11);  daraus 


Fig.  11. 

folgt  aber  umgekehrt,  dafs  jetzt  auch  die  drei  Verbindungsstrahlen 
[atil,  Ibdil,  [etil  sich  in  einem  Punkte  bi  schneiden  müssen  und  die  bei- 
den Vierecke  aBcbi  und  OiBiCib  liegen  derartig,  da(^  ihre  Seiten- 
paare  auf  der  Geraden  s  dieselbe  Involution  ausschneiden.  Denken 
-wir  uns  nun  die  einfache  Ebene  doppelt:  in  der  einen  Ebene  die 
Punkte  a  b  c  bi ,  in  der  andern  die  Punkte  oi  b|  q  b  und  trennen  die 
beiden  Ebenen  dadurch,  dafs  wir  eine  von  ihnen  um  die  gemeinsame 
Schnittlinie  8,  welche  fest  bleiben  soll,  beliebig  drehen;  dann  erhal- 
ten wir  dadurch  zwei  Tetraeder  im  Räume: 

abcb  und  aiBtCibi, 
welche  die  verlangte  Lage  zu  einander  haben,  denn  weil  |bc|,  iboil  sich 
in  r  schneiden  und  r  in  «liegt,  so  müssen  bcbtti  in  einer  Ebene  liegen 
d.  h.  Ol  in  der  Ebene  [beb],  ebenso  bi  in  der  Ebene  [cba]i  Ci  in  der 
Ebene  [abb],  andererseits  o  in  der  Ebene  [biC|bi],  b  in  der  Ebene 
[cibiail  und  c  in  der  Ebene  [biaibi],  endlich  aber  der  Konstruktion  zu- 
folge b|  in  der  Ebene  [abc]  und  b  in  der  Ebene  [aibiCf];  folglich  sind 
alle  8  Bedingungen  erfüllt,  und  die  beiden  TetraSder  haben  die  ver- 
langte räumliche  Lage. 
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(ßyd)  =  a,,  (jyda)  =  bj,  (daß)  ^  q,  {aßy)  =  b»  ist, 
so  wird  der  Punkt  a|  als  Schnittpunkt  von  s  mit  \ßy\  hervor- 
gehen, der  Punkt  bj  «=  {(^ßy)  bekannt  sein,  der  Punkt  b|  als 
Schnittpunkt  der  Ebene  [aib,€]  mit  \ya\  und  der  Punkt  Cj  als 
Schnittpunkt  der  Ebene  [a^bib]  mit  \aß\  hervorgehen;  die  drei 
dadurch  konstruierten  Ebenen  [bca|]  [cab]]  [abCj]  schneidea 
sich  aber  in  dem  gesuchten  Punkte  b. 

Aus  dem  obigen  Schema  ergiebt  sich  sofort  die  Iden- 
tität der 

Schnittlinie  \aß\  mit  der  Verbindungslinie  Ictbj;  der 

„  |y*|    „     „  „  lajbj  u.  s.  f. 

Da  nun  das  Schema  zeigt/  dafs  eine  Gerade,  welche  die 
Punkte  a  und  bj  verbindet^  sowohl  die  Geraden  |c,  b|  |  =  |a/3| 
und  |cb|;  als  auch  die  Geraden  |ab|  und  la^bj  «^  \yd\  treffen 
mufs,  und  dasselbe  auch  gilt  für  einen  Verbindungsstrahl  |ba]  | , 
sowie  für  |cb||  und  |bCi{^  so  werden  die  vier  Geraden: 

|ab|    \aß\    |cb|    \yÖ\ 

gleichzeitig  von  vier  andern  Geraden  getroffen,  woraus  wir 
schliefsen^  dafs  sie  hyperboloidische  Lage  haben  (S.  95)  oder 
einer  Regelschar  angehören;  ebenso  haben 

|acl    \ay\     ;bb|     |iJ*| 
hyperboloidische  Lf^e  und  endlich  auch 

|bc|    \ßy\    |ab|     \ad\. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Sind  zwei  Tetraeder  einander  gleichzeitig  ein- 
und  umbeschrieben,  so  hat  jede  Kante  des  einen 
eine  zugehörige  Kante  des  andern,  indem  der  Kante 
des  einen  Tetraeders,  welche  zwei  Ecken  ver- 
bindet, die  Kante  des  andern  Tetraeders  zugehört, 
in  welcher  sich  die  durch  diese  Ecken  gehenden 
Seiteuflächen  des  letzteren  schneiden;  alsdann  hat 
immer  ein  Paar  Gegenkanten  des  einen  Tetraeders 
and  das  Paar  zugehöriger  Kanten  des  andern 
Tetraeders  hyperboloidische  Lage. 

Nehmen  wir  jetzt  in  der  Schnittlinie  \aß\  einen  beliebigen 
Punkt  )f  an,  oder  anders  aufgefafst,  denken  wir  uns  durch 
einen  beliebigen  Punkt  f  zwei  Schmiegungsebenen  a  /3  an  die 
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BaumkurTe  gelegt;  deren  Berührungspunkte  ab  seien,  dann 
^ird  die  Polarebene  x  des  Punktes  -)/>  sowohl  durch  py  als  auch 
durch  a  und  b  gehen  ^  also 

legen  wir  sodann  durch  f  eine  beliebige  Ebene  x^ ,  welche  der 
BaumkurTe  in  zwei  Punkten  c  b  begegnet^  deren  Schmieguogs- 
ebenen  y  d  seien ,  dann  wird  der  Pol  !|)]  der  Ebene  «,  so- 
wohl in  ;r,  als  auch  in  y  und  d  liegen  müssen,  also 

Wir  haben  aber  angenommen^  dafs  die  Ebene  sr,  durch  p 
geht;  also  die  vier  Ebenen  %  n^  a  ß  durch  denselben  Punkt )) 
gehen;  daraus  folgt;  dafs  die  Schnittlinie  \nn^\  der  Schnitt- 
linie |a/3|  begegnen  mufs;  andererseits  ist  evident;  dafs  die 
Schnittlinie  \xn^\  sowohl  mit  {ab|  in  der  Ebene  le^  als  auch 
mit  |cb|  in  der  Ebene  %^  liegt;  da  also  \n7C^\  den  drei  Gera- 
den |a^|  {ab|  |cb|  begegnet,  so  mufs  sie  nach  dem  vorigen  Satze 
auch  der  vierten  Geraden  \yd\  begegnen,  d.  h.  die  vier 
Ebenen  %  n^y  8  müssen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  also 
mufs  !|)|  =»  (^iT'd)  in  der  Ebene  n  liegen.  Wir  haben  also 
bewiesen;  dafs  wenn  sr,  durch  den  Punkt  ))  geht;  )>|  in  der 
Ebene  n  liegen  mufs,  d.  h.: 

Wenn  ein  Punkt  ))  in  einer  Ebene  n^  Hegt;  so 
mufs  seinePolarebene  n  durch  den  Pol  ))j  der  Ebene 
ATj  gehen. 

Oder;  was  dasselbe  ist: 

Geht  eine  Ebene  n^  durch  einen  Punkt ));  so  liegt 
ihr  Pol  ))|  in  der  Polarebene  %  des  Punktes  p. 

Hieraus  folgen  die  beiden  Sätze: 


Alle  Punkte  einer  Ebene 
haben  zu  ihren  Polar- 
ebenen solche;  die  sämt- 
lich durch  einen  festen 
Punkt  der  Ebene»  ihren 
Pol,  gehen. 


AUeEbenendurcheinen 
Punkt  haben  ihre  Pole  in 
einerEbene,  welcheselbst 
durch  den  gegebenen 
Punkt  geht  und  seine 
Polarebene  ist. 


Wenn  wir  nun  zwei  beliebige  Ebenen  n  und  %  nehmen, 
deren  Pole  ))  und  ))'  seien,  so.  werden  sämtliche  Punkte,  die 
in  beiden  Ebenen  gleichzeitig  liegen;  d.  h.  die  Punkte  der 
Schnittlinie  l^rsr'!,  zu  Polarebenen  solche  haben,  die  gleich- 
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zeitig  darch  )f  und  )p,  ako  durch  die  Verbindungslinie  \)f)f\ 
gehen,  und  umgekehrt,  da  zwei  Ebenen  durch  |))!|)'|  ihre  Pole 
auf  der  Schnittlinie  \3cyt'\  haben,  so  werden  sämtliche  Punkte 
der  Yerbindungslinie  |))))'|  zu  Polarebenen  solche  haben,  die 
durch  \nx'\  gehen.     Also: 


Die  Polarebenen  sämt- 
licher Punkte,  welche  in 
einer  Geraden  liegen, 
schneiden  sich  in  einer 
bestimmten  zugehörigen 
Geraden. 


Die  Pole  sämtlicher 
Ebenen,  welche  durch 
eine  Gerade  gehen,  liegen 
auf  einer  bestimmten  zu- 
gehörigen Geraden. 


Solch  ein  Geradenpaar  soll  ein  Paar  konjugierter  Ge- 
raden (Strahlen)  heifsen  und  ist  nach  der  eben  bewiesenen 
Eigenschaft  vertauschbar.  Zugleich  folgt,  dafs,  wenn  der  Punkt 
p  eine  Gerade  s  durchläuft,  seine  Polarebene  n  um  eine  feste 
Gerade  S|  sich  dreht  und  ein  Ebenenbüschel  beschreibt,  welches 
mit  der  Ton  )p  beschriebenen  Punktreihe  perspektivisch  liegt, 
folglich  projektirisch  ist. 

Und  weiter: 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  a  und  legen  durch 
denselben  eine  beliebige  Ebene  ß,  so  wird  die  Polarebene  a 
des  Punktes  a  durch  a  selbst  gehen,  der  Pol  b  der  Ebene  ß 
wird  aber  in  ß  liegen,  und  weil  ß  durch  a  geht,  so  muis 
b  in  a  liegen  (s.  o.)-'  Der  Punkt  b  liegt  also  in  beiden 
£benen  a  ß  gleichzeitig  und  ebenso  a,  also  ist 

l«/J|*-|ab|. 

Nehmen  wir  aber  irgend  eine  Gerade  t  in  der  Ebene  /}, 
die  nicht  durch  a  geht,  so  wird  ihre  konjugierte  Gerade  t^ 
durch  b  gehen,  aber  nicht  in  a  liegen.  Bewegen  wir  auf  t 
einen  yeränderlichen  Punkt  }:,  so  ist  die  Polarebene  des- 
selben I  B»  Pi  y] ;  die  Ton  j:  beschriebene  Punktreihe  liegt  mit 
dem  von  |  beschriebenen  EbenenbQschel  perspektivisch.  Der 
Strahl  |a^|  «5  s  hat  zu  seinem  konjugierten  Strahl  die  Schnitt- 
linie |a£|  "»s,.  Bei  der  Bewegung  von  j:  beschreibt  also  s 
ein  ebenes  Strahlenbüschel  um  a  in  der  Ebene  ß  und  der  kon- 
jugierte Strahl  $1  ein  ebenes  Strahlenbüschel  um  den  Punkt  b 
in  der  Ebene  a  und  beide  Strahlenbüschel  müssen  projektivisch 
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sein;  weil  die  mit  ihnen  perspektivischen  Gebilde ^  welche  j: 
und  I  beschreiben,  perspektivisch  liegen,  also  folgt: 

Wenn  eine  Gerade  s  um  einen  Punkt  a  in  einer 
Ebene  ß  ein  Strahlenbüschel  beschreibt,  so  wird  der 
konjugierte  Strahl  s^  in  der  Polarebene  a  von  a  am 
den  Pol  b  vo q/3  sich  drehen  und  ein  mit  dem  ersten  pro- 
jektivisches  Strahlenbüschel  beschreiben.  In  der 
Schnittlinie  |aj3|=»|ab|  haben  die  beiden  Strahlen- 
büschel zusammenfallende  entsprechende  Strahlen. 

Nunmehr  kann  man  zu  einem  beliebigen  Punkte  p  die 
Polarebene  tc  konstruieren,  unabhängig  davon ,  ob  durch  )> 
drei  oder  nur  eine  reelle  Schmiegungsebene  an  die  Baum- 
kurve gelegt  werden  können;  man  verbinde  ))  mit  irgend  zwei 
Punkten  vi  und  b  der  Raumkurve  durch  eine  Ebene;  die 
Schmiegungsebenen  der  Punkte  a  und  b  schneiden  sich  in 
einer  Geraden  |aj3|;  dann  sind  |ab|  und  \aß\  konjugierte 
Gerade,  folglich  mufs  die  Ebene  [))ab]  ihren  Pol  auf  |a^| 
haben ;  dieser  Pol  ist  also,  weil  er  in  seiner  Polarebene  liegen 
mufs;  der  Schnittpunkt  der  Ebene  [))ab]  mit  der  Geraden  \aß\. 
Wenn  man  in  gleicher  Weise  eine  zweite  und  dritte  Ebene 
durch  p  legt  und  die  drei  Pole  dieser  Ebenen  verbindet 
durch  eine  neue  Ebene ,  so  ist  diese  die  Polarebene  von  )). 
Da  sie  auch  durch  p  selbst  gehen  mu&;  so  braucht  man  nur 
zwei  der  vorigen  Ebenen  zu  ihrer  Bestimmung. 

In  dieser  Weise  werden  die  Punkte,  Strahlen  und 
Ebenen  im  Räume  einander  zugeordnet  ^  so  dafs  zu  jedem 
Punkte  p  eine  bestimmte  durch  ihn  gehende  Ebene  x  (seine 
Polarebene);  zu  jeder  Ebene  ein  bestimmter  in  ihr  liegender 
Punkt  (ihr  Pol)  und  zu  jeder  Geraden  s  eine  bestimmte  ihr 
konjugierte  Gerade  s^  gehört;  zu  welcher  selbst  wieder  $  die 
konjugierte  ist.  Das  ganze  dadurch  erhaltene  System  von 
Punkten;  Strahlen  und  Ebenen  im  Räume ;  welches;  wie  wir 
gesehen  haben ;  die  charakteristischen  Eigenschaften  eines 
Polarsjstems  besitzt,  aber  in  eigentümlicher  Weise  modifiziert« 
soll  ein  Nullsystem  heifsen.*) 

Wenn  man  in  der  Polarebene  n  eines  Punktes  p,  der  in  sc 


*)  MöbiuB,  Lehrbuch  der  Statik.  Bd.  I,  S.  iöl  und  Crelle's  Jour- 
nal für  Mathematik.   Bd.  X,  S.  817. 
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liegen  mufs,  eine  beliebige  Gerade  s  durch  f  zieht,  so  mufs 
ihre  konjugierte  Oerade  s^  sowohl  in  x  liegen^  weil  s  durch  p 
geht,  als  auch  durch  p  gehen,  weil  s  in  tc  liegt;  es  müssen 
also  s  und  s^  beide  durch  p  gehen  und  in  x  liegen.  Nehmen 
wir  aber  irgend  einen  zweiten  Punkt  p'  der  Geraden  s,  so 
mufs  seine  Polarebene  sowohl  durch  )ß,  als  auch  durch  ))'  gehen 
und  in  s,  die  Ebene  ic  schneiden ,  folglich  müssen  s  und  s, 
zusammenfallen,  also: 

Jede  in  einer  Ebene  durch  den  Pol  derselben 
gezogene  Gerade  ist  sich  selbst  konjugiert.  ^ 

Da  jede  andere  in  der  Ebene  n  angenommene  Gerade  s, 
welche  nicht  durch  p  geht,  einen  durch  p  gehenden  Strahl  Si 
zur  konjugierten  Geraden  hat,  der  nicht  in  x  liegt^  so  können 
sich  s  und  s^  niemals  begegnen.    Wir  können  also  sagen: 

Zwei  konjugierte  Geradem  und  5|  begegnen  sich 
im  allgemeinen  nicht;  wenn  sie  sich  treffen,  so 
fallen  sie  identisch  zusammen  (sind  selbstkonju- 
gierte Gerade). 

Die  allgemein  nachgewiesene  Projektivitat  einer  von  dem 
Punkte  p  auf  der  Geraden  s  durchlaufenen  Punktreihe  mit 
dem  von  der  Polarebeue  n  um  die  Axe  s^  beschriebenen 
Ebenenbüschel  kann  bei  dieser  besonderen  projektivischen 
Lage,  bei  welcher  der  Träger  der  Punktreihe  mit  der  Axe 
des  Ebenenbüschels  koinzidiert,  nicht  aufhören  und  läfst  sich 
in    der  That  leicht  direkt  nachweisen: 

Sei  t  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade,  werde  durch  t 
eine  beliebige  Ebene  ß  gelegt  und  in  ihr  irgend  ein  Punkt  a 
angenommen ;  drehen  wir  um  vi  einen  Strahl  s  in  der  Ebene  ß 
und  ermitteln  den  zu  s  konjugierten  Strahl  s^*  Da  die  Ebene  ß 
durch  t  geht,  so  mufs  auch  ihr  Pol  b  auf  der  sich  selbst  kon- 
jugierten Geraden  t  liegen;  da  ß  durch  a  geht,  so  mufs  die 
Polarebene  a  durch  b  gehen  und  zugleich  durch  a,  also  durch 
<ab|  «=  |ft/3|.  Es  ist  nun  oben  gezeigt  worden,  dafs,  während 
s  um  a  in  der  Ebene  ß  ein  Strahlen büschel  beschreibt,  s^  in 
der  Ebene  a  um  den  Punkt  b  ein  projectivisches  Strahlenbüschel 
beschreibt.  Der  Schnittpunkt  {st)  hat  aber  zu  seiner  Polar- 
ebene die  Ebene  [s^f]]  folglich  mufs  auch  die  Punktreihe, 
welche  (st)  =  j:  beschreibt,  mit  dem  Ebenenbüschel,  welches 
[«!<]«=*  6  beschreibt,  projektivisch  sein,  d.  h.: 
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Eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  ist  gleich- 
zeitig der  Träger  einer  Punktreihe  %  und  die  Axe 
eines  Ebenenbüschels  |,  wo  S  die  Polarebene  des 
Punktes):  im  Nullsystem  bezeichnet.  Diese  beiden 
Gebilde  sind  allemal  projektiyisch. 

Insbesondere  erscheinen  ein  Punkt  der  Raumkurve  und 
seine  Schmiegungsebene  als  ein  Paar  Pol  und  Polarebene, 
eine  Tangente  als  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade. 

Eine  Sekante  der  Baumkurve  hat  zum  konjugierten  Strahl 
eine  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  derselben.  Die 
beiden  oben  (§  35)  heryorgehobenen  Systeme  von  Geraden  g 
und  g^  im  Baume  treten  also  durch  das  Nullsystem  in  polare 
Abhängigkeit  und  paaren  sich  zu  besonderen  konjugierten 
Strahlen  desselben. 

Jede  Gerade,  welche  zwei  konjugierte  Strahlen 
schneidet,  ist  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade; 
denn  trifft  sie  die  konjugierten  Strahlen  8  und  s^  in  p  und  )>„ 
so  ist  die  Polarebene  von  !|}  die  Ebene  s  «»  [ps^],  und  die  Polar- 
ebene von  ))i  ist  £|  SS  [p^s]]  beide  Polarebenen  schneiden  sich 
in  der  Geraden  |))pi|;  also  ist  konjugierte  Gerade  zur  Ver- 
bindungslinie \p)fi\  die  Schnittlinie  l^^jl^^l^PiU  d.  h.  |p)^il 
eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade.  ^ 

Wenn  man  durch  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  g 
eine  beliebige  Ebene  s  legt,  so  mufs  der  Pol  )>  derselben  in  g 
liegen;  hieraus  folgt  mit  Bücksicht  auf  den  vorigen  Satz: 

Werden  irgend  zwei  konjugierte  Gerade  $$^ 
von  einer  beliebigen  Ebene  sr  in  g  und  g|  getroffen^ 
so  liegt  der  Pol  p  der  Ebene  «  mit  den  beiden  Treff- 
punkten g  und  ^1  in  einer  geraden  Linie. 

Und  umgekehrt: 

Sind  zwei  konjugierte  Gerade  s  s^  eines  Null- 
Systems  gegeben,  und  zieht  man  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  p  im  Baume  diejenige  Gerade, 
welche  s  und  s^  trifft,  so  mufs  durch  diese  Gerade 
die  Polarebene  x  des  Punktes  p  gehen. 

Hieraus  folgt  weiter: 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Paare  konjugierter  Strahlen 
des  Nullsystems  s  und  ^,,  t  und  t^,  ziehen  durch  irgend  einen 
Punkt  )f  der  Geraden  s  die  einzige  Gerade,  welche  t  und  ^, 
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gleichzeitig  trifffc^  so  mufs  dieselbe  eine  sich  selbst  konjugierte 
Gerade  sein;  also  die  Polarebene  von  ^  wird  darch  diese 
€rerade  nnd  zugleich  durch  $|  gehen  müssen^  mithin  trifft  die 
erste  durch  p  gezogene  Oerade  auch  5,;  also  jede  Gerade^ 
welche  drei  von  den  beiden  Paaren  von  konjugierten  Strahlen 
83^  und  tt^  trifft^  mufs  auch  dem  vierten  begegnen,  d.  h. 
sie  haben  hyperboloidische  Lage: 

Irgend  zwei  Paare  konjugierter  Strahlen  $  und 
5],  t  und  ti  haben  allemal  hyperboloidische  Lage 
oder  gehören  einer  Regelschar  an,  deren  zugehörige 
zweite  Regelschar  aus  lauter  sich  selbst  konjugier- 
ten Strahlen  besteht. 

Denkt  man  sich  das  ganze  Hyperboloid  S^^^  hergestellt, 
dessen  einer  Regelschar  die  beiden  Strahlenpaare  ss^  tt^  an- 
gehören,  so   schneidet  eine  beliebige   Ebene   n  das.  Hyper- 
boloid in  einem  Kegelschnitt  ft^^),  auf  welchem  die  Schnitt- 
punkte dS|tt|   der  Ebene  x   mit  den  vier  Strahlen  ss^tt^ 
liegen.    Die  Verbindungslinien  |g^,  |  und  |tti|  müssen  sich  in 
dem  Pole  ip  der  Ebene  n  schneiden.    Jede  durch  p  gezogene 
Gerade  wird  nun  dem  Kegelschnitt  ^<^)  in  einem  Punktepaar 
TJi    begegnen,    durch    welches    zwei    Erzeugende   x  Xy    der 
ersten   Regelschar  gehen,  welcher  ss^tt^  angehören.     Dann 
mtlssen    offenbar  auch    xx^    konjugierte    Strahlen    im  Null- 
system sein;  denn,  um  zu  x  den  konjugierten  Strahl  zu  er- 
balten,   müssen  wir  durch  xss^    das  Hyperboloid  $(^)  legen 
und    diejenige    Erzeugende    derselben   Regelschar    ermitteln, 
welche   der  Ebene  n  in  einem  solchen   Punkte  i)|   begegnet, 
der  mit  )r))  in  einer  Geraden  liegt;  dies  ist  aber  der  Strahl  a:,. 
Wir  erhalten  also  unendlich  viele  Paare  konjugierter  Strahlen 
xx^j    welche   einer  Regelschar    angehören  und  sich  involu- 
torisch    paaren,  weil  die  Punktepaare   ^):y    auf  dem    Kegel- 
schnitt ^'^   sich  involutorisch  paaren,   da  die  Gerade  |)C]C|| 
durch  den  festen    Punkt  ^  läuft.    Je  nachdem  )f  innerhalb 
oder   aufserhalb  des  Kegelschnitts  ^(^)  liegt,   giebt  es  keine 
oder  zwei  Tangenten  desselben  durch  p.    In  der  involutorisch- 
gepaarten    Regelschar   xx^    kommen    also   keine    oder  zwei 
sich  selbst  konjugierte  Strahlen  des  Nullsystems  vor;  ersteres 
nennen  wir  den  elliptischen ,  letzteres  den  hyperbolischen  Fall. 
Nehmen  wir  insbesondere  zwei  sich    selbst  konjugierte 
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Strahlen  t  und  ti  an,  die  sich  im  Räume  nicht  treffen,  so 
wird  ein  beliebiger  Punkt  j:  auf  t  zur  Polarebene  eine  durch 
t  gehende  Ebene  i  haben,  und  es  beschreiben,  wie  wir  gesehen 
haben,  x  ^^^  i  projektivische  Gebilde.  Die  Ebene  |  schneidet 
t^  in  einem  Punkte  ):, ,  dessen  Polarebene  durch  i^  gehen 
mufs,  weil  t^  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  ist;  diese 
Polarebene  §|  mufs  aber  auch  durch  x  geben ,  weil  |  durch 
Xx  geht,  folglich  ist 

eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade;  wegen  der  Projectivitat 
von  X  °^i^  S  beschreiben  nun  die  Ebenen  £  und  |,  um  die 
Axen  t  und  ^,  zwei  projektivische  Ebenenbüschel,  also  die 
Schnittlinie  ||gi|  eine  Regelschar.  Wir  erhalten  daher  folgen- 
den Satz: 

Hat  man  zwei  sich  selbst  konjugierte  Strahlen 
im  Nullsystem,  die  im  Räume  einander  nicht  be- 
gegnen, so  giebt  es  unendlich  viele  andere  sich 
selbst  konjugierte  Strahlen,  welche  den  beiden 
ersten  gleichzeitig  begegnen;  diese  bilden  eine 
Regelschar  eines  Hyperboloids. 

Die  zweite  Regelschar,  welche  dieses  Hyperboloid  enthält, 
und  welcher  die  beiden  zuerst  angenommeneu  sich  selbst 
konjugierten  Strahlen  angehören,  enthält  unendlich  viele 
Paare  von  Erzeugenden,  welche  harmonisch  getrennt  werden 
(S.  93)  durch  die  beiden  ersten  sich  selbst  konjugierten 
Strahlen;  jedes  solche  Paar  ist  ein  Paar  konjugierter  Strah- 
len im  Nullsystem. 

Die  in  §  35  gewonnenen  Resultate  lassen  sich  hier  beim 
Nullsystem  so  aussprechen: 

Wenn  e  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume  und  € 
die  durch  ihn  gehende  Polarebene  desselben  im 
Nullsystem  ist,  so  geht  durch  e  eine  einzige  be- 
stimmte Sekante  g  der  Raumkurve,  und  in  £  liegt 
eine  einzige  bestimmte  Gerade  g^,  welche  Schnitt- 
linie zwei  er  Seh  fniegungs  ebenen  der  Raumkurve  ist, 
g  und  g^  sind  konjugierte  Strahlen  im  Nullsystem; 
und  zwar  beide  eigentlich  oder  beide  uneigentlich, 
d.h.  wenn  g  in  zwei  reellen  Punkten  der  Raumkurve 
begegnet  (eigentliche  Sekante  ist),   so  gehen  auch 
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durch  ^,  zwei  reelle  Schmiegungsebenen  der  Raum- 
kurve  und  umgekehrt.    Das  erstere  ist  der  Fall,  so- 
bald die  Ebene  s  nur  einen  reellen  und  zwei  konju- 
giert-imaginare  Punkte  derBaumkurve  enthält,  das 
letztere  (uneigeutliche  g  und  ^,),  sobald  s  in  drei 
reellen   Punkten    der   Raumkurve   begegnet,    oder, 
was  dasselbe  ist,  durch  e  drei  reelle  Schmiegungs- 
ebenen der  G^  gehen.   Ferner  sind  g^  und  e  harmo- 
nische Polare  und  harmonischer  Pol  in  Bezug  auf 
dasjenige  (ganz  oder  nur  teilweis  reelle)  Dreieck, 
in  welchem  die  Ebene  e  der  Raumkurve  begegnet; 
und  analog  sind  e  und  g  harmonische  Polarebene 
und    harmonischer  Polarstrahl   in  Bezug  auf  das- 
jenige Dreiflach,    welches   von   den   drei  (reellen, 
oder  paarweise  nicht  reellen)  Schmiegungsebenen 
gebildet  wird,  die  sich  von  e  aus  an  die  Raumkurve 
legen  lassen.  — 

Man  kann  ein  Nullsystem  auf  sehr  viele  verschiedene 
Arten  konstruieren,  wenn  man  gewisse  zu  seiner  Bestimmung 
notwendige  und  hinreichende  BestimmungsstiScke  annimmt. 
Wir  wollen  einige  dieser  Konstruktionen  hier  hervorheben: 

1)  Wenn  drei  Punkte  abc  und  drei  durch  dieselben 
gehenden  Ebenen  cc  ß  y  gegeben  sind,  die  so  liegen,  dafs 
ihr  Schnittpunkt  {ccßy)  selbst  in  der  Ebene  [abc]  liegt  (wäh* 
rend  ihre  drei  Schnittlinien  nicht  in  dieser  Ebene  liegen),  so 
ist  dadurch  ein  Nullsystem  bestimmt,  in  welchem  a  und  a,  b 
und  ß,  c  und  y  Pol  und  Polarebene  sind.  Die  drei  Strahlenpaare : 

|ab|«=r        und        \(^ß\  =  ^i 


aci  =s  „  ay\  =  s^ 

hc\=t         „  ßy\  =  t, 

sind  drei  Paare  konjugierter  Strahlen  des  Nullsystems,  und 
um  zu  einer  beliebigen  Ebene  7t  den  Pol  p  zu  finden,  suche 
man  die  Durchbohrungspunkte  rti,  ^S|  der  Strahlen  rr^^ss^ 
mit  der  Ebene  x  auf  und  den  Schnittpunkt: 

^  — (|tr,|,  |33,i), 

dann  ist  p  der  Pol  der  Ebene  7C\  in  analoger  Weise  findet 
man  zu  jedem  Punkte  ))  die  Polarebene  n  im  Nullsystem, 
indem  man  durch  p  die  Gerade  zieht,  welche  r  und  r^  tri£Pt, 
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sodann  die  Gerade,  welche  s  und  s^  triff!;,  und  durch  beide 
Gerade  eine  Ebene  legt.  Da  durch  den  zuerst  konstruierten 
Punkt  ^  auch  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  ttj  ?on 
t  und  ^1  mit  sr  gehen  mufs,  so  erhält  man  einen  Safe,  der 
hier  nicht  weiter  hervorgehoben  werden  soll. 

2)  Wenn  zwei  Paare  Strahlen  s  und  s, ;  t  und  ^,  gegeben 
sind,  die  der  Bedingung  genügen,  hyperboloidische  Lage  zu 
haben  y  d.  h.  einer  Begelschar  anzugehören ,  so  ist  dadurch 
ein  Nullsystem  bestimmt;  in  welchem  s  und  s^,  t  und  ^|  kon- 
jugierte Strahlen  sind.  Um  zu  einem  beliebigen  Punkte  )> 
die  Polarebene  n  zu  finden^  braucht  man  nur  wie  vorhin 
durch  ^  die  Gerade  zu  ziehen,  welche  s  und  $,  begegnet,  und 
die  Gerade,  welche  t  und  ^|  begegnet,  und  beide  Gerade  durch 
eine  Ebene  n  zu  verbinden. 

3)  Wenn  ein  Paar  Strahlen  ss^^  die  sich  im  Baume 
nicht  treffen,  und  auf  einer  Geraden  g^  welche  beiden  b^eg- 
net;  sowohl  ein  Punkt  a,  als  durch  dieselbe  eine  beliebige 
Ebene  a  gegeben  ist ,  so  ist  dadurch  ein  Nullsystem  bestimmt, 
in  welchem  a  und  a  Pol  und  Polarebene,  s  und  s,  ein  Paar 
konjugierter  Strahlen  ist  {g  eine  sich  selbst  konjugierte 
Gerade). 

Um  zu  einem  beliebigen  Punkte  )f  die  Polareb^ie  ic  zu 
konstruieren,  ziehe  man  zuerst  durch  a  eine  beliebige  Gerade 
j,  welche  s  und  $,  nicht  begegnet,  lege  durch  ss^t  ein  Hyper- 
boloid J^^*),  dessen  anderer  Begelschar  die  Gerade  g  angehören 
wird ;  die  durch  g  gehende  Ebene  a  wird  das  Hyperboloid  in 
einem  zweiten  Strahle  t^  schneiden,  welcher  zu  der  Begel- 
schar gehört,  die  di\rch  ss^t  bestimmt  wird.  Die  Paare 
konjugierter  Strahlen  ss,  und  tt^  bestimmen  dann  nach 
2)  das  Nullsystem,  und  zu  jedem  Punkte  )f  kann,  wie  oben 
gezeigt  ist,  die  Polarebene  konstruiert  werden. 

4)  Wenn  drei  Gerade  g  g  g'\  die  einander  im  Baame 
nicht  treffen,  ein  beliebiger  Punkt  ))  und  eine  durch  ihn 
gehende  Ebene  it  gegeben  sind,  so  ist  dadurch  ein  Nullsystem 
bestimmt,  von  welchem  ))  und  ;r  Pol  und  Polarebene  und 
g  g'  g"  drei  sich  selbst  konjugierte  Gerade  sind. 

Zur  Konstruktion  des  Polarsystems  lege  man  durch  die 
drei  Geraden  g  g  g"  ein  Hyperboloid  $<*^  und  bestimme  die 
zweite  Begelschar  desselben,  welcher  g  g'  g"  nicht  angehören; 


§  36.    Daa  NullsyBtem.  305 

diese  mufs  nach  dem  Obigen  unendlich  viele  Paare  konjugier- 
ter Strahlen  enthalten  ^  von  denen  wir  drei  sofort  konstruieren 
können:  Die  Ebene  tc  schneidet  ggg"  in  drei  Punkten^ 
durch  welche  drei  Erzeugende  s  s'  s"  der  andern  Regelschar 
des  Hyperboloids  ^^^^  gehen;  und  die  drei  Ebenen,  welche 
wir  durch  )f  und  die  drei  Geraden  g g'  g'  legen  können, 
schneiden  das  Hyperboloid  Jp^*>  in  drei  Erzeugenden  S\  sl  si 
der  zweiten  Kegelschar.  Dann  sind  s  und  s^,  s*  und  s\^  s" 
und  s'i  drei  Paare  konjugierter  Strahlen  des  NuUsystems,  für 
welches  gg'g'  sich  selbst  konjugierte  Strahlen,  )>  und  n  Pol 
und  Polarebene  sind.  Denn  sie  gehören  einer  Begelschar  des 
Hyperboloids  an,  dessen  andere  Regelschar  aus  lauter  sich 
selbst  konjugierten  Strahlen  besteht.  Die  Ebene  ic  schneidet 
aber  das  Hyperboloid  ^^^  in  einem  Kegelschnitt  ^^^\'  auf  dem 
die  DurchbohruDgspunkte  des  Strahlenpaars  ss^  liegen,  und 
die  Verbindungslinie  dieser  Schnittpunkte  mufs  der  Kon- 
struktion zufolge  durch  ))  gehen;  da  dasselbe  für  s's[  gilt,  so 
ist  !|p  der  Pol  von  %,  Durch  zwei  der  gefundenen  Strahlen- 
paare ss^  und  s's'i  ist  nun  das  Nullsystem  nach  2)  schon 
vollständig  bestimmt  und  zu  jedem  Punkte  j:  die  Polarebene 
S  zu  konstruieren. 

5)  Wenn  zwei  Gerade  gg',  die  sich  im  Räume  nicht 
treffen^  auf  der  ersten  g  drei  Punkte  a  a'  a"  und  durch  g 
drei  Ebenen  a  a  a'  gegeben  sind ,  so  ist  dadurch  ein  Null- 
ajstem  bestimmt,  .in  welchem  a  und  a,  a'  und  a,a"  und  a" 
Pole  und  Polarebenen  und  gg'  zwei  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen  sind. 

Zur  Konstruktion  des  Polarsystems  verbinde  man  die  drei 
Schnittpunkte  der  Ebenen  a  a  a  und  der  Geraden  g  bez. 
mit  den  drei  Punkten  a  a'  a"  auf  g  durch  die  drei  Strahlen 
a  a  d'y  dann  werden  dieselben  drei  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen  im  Nullsystem  sein ,  weil  jeder  in  einer  Ebene  durch 
deren  Pol  geht.  Die  drei  Strahlen  a  a  a  bestimmen  aber 
eine  Regelschar  von  lauter  sich  selbst  konjugierten  Strahlen, 
deren  zugehörige  zweite  Regelschar  Paare  konjugierter  Strah- 
len im  Nullsysteme  enthalten  mufs;  zu  dieser  gehören  nun 
auch  die  beiden  sich  selbst  konjugierten  Strahlen  g  und  g\ 
und  wir  haben  oben  gesehen,  dafs  alle  Paare  konjugierter 
Strahlen  jener  zweiten  Regelschar  involutorisch  gepaart  auf- 
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treten  und  im  hyperbolischen  Falle  harmonisch  getrennt 
werden  durch  zwei  sich  selbst  konjugierte  Strahlen;  wir  neh- 
men also  aus  der  durch  ad d'  bestimmten  Regelschar  eine 
beliebige  Erzeugende  s  und  konstruieren  diejenige  vierte  har- 
monische Erzeugende  5^ ;  welche  derselben  Regelschar  angehört 
und  so  liegt ,  dafs  eine  beliebige  Erzeugende  der  andern  Schar 
von  gg'ss^  in  vier  harmonischen  Punkten  geschnitten  oder  gg 
durch  S5|  harmonisch  getrennt  werden ;  dann  müssen  55,  ein 
Paar  konjugierter  Strahlen  des  Nullsystems  sein.  Konstruiert 
man  in  gleicher  Weise  noch  ein  zweites  Paar  ii^^  so 
bestimmen  diese  beiden  Paare  nach  2)  das  Nullsystem  yoU- 
standig. 

§  37.     Einteilung  der  Baumkurven  dritter  Ordnung. 

Wie  man  die  ebenen  Kegelschnitte  nach  ihrem  Verhalten 
zu  der  unendlich  -  entfernten  Geraden  in  drei  verschiedene 
Gattungen  einteilt,  so  kann  man  auch  bei  den  Raumkurven 
3.  0.  nach  ihrem  Verhalten  zur  unendlich -entfernten  Ebene 
mehrere  Arten  unterscheiden.  Jede  Ebene  begegnet  der 
Raumkurve  im  allgemeinen  in  drei  Punkten ;  die  entweder 
alle  drei  reell  sind  oder  von  denen  einer  reell  und  die  beiden 
andern  konjugiert -imaginär  sind  auf  einem  reellen  Trager 
einer  elliptischen  Punktinvolution;  insbesondere  können  von 
den  drei  reellen  Schnittpunkten  zwei  zusammenfallen,  die 
Ebene  kann  also  eine  Tangente  der  Raumkurve  enthalten, 
und  endlich  können  alle  drei  Schnittpunkte  zusammen- 
fallen, d.  h.  die  Ebene  kann  eine  Schmiegungsebene  der 
Raumkurve  sein.  Wenden  wir  dies  auf  die  Ebene  im 
Unendlichen  (£„)  an  und  nennen  die  Tangente  in  einem  un- 
endlich-entfernten Punkte  der  Raumkurve  eine  Asymptote 
derselben,  die  Schmiegungsebene  in  einem  unendlich -ent- 
fernten Punkte  der  Raumkurve  eine  Asymptoten-Ebene 
derselben,  so  werden  vier  Fälle  eintreten  können: 

1)  die  unendlich -entfernte  Ebene  £«  enthält  nur  einen 
reellen  Punkt  der  Raumkurve  C^*);  dann  heilst  die- 
selbe eine  kubische  Ellipse; 

2)  die  unendlich -entfernte  Ebene  £«  enthält  drei  reelle, 
von  einander  verschiedene  unendlich -entfernte  Punkte; 
dann  heifst  die  Raumkurve  eine  kubische  Hyperbel. 
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3)  Insbesondere  können  von  den  drei  reellen  Punkten  in 
f«  zwei  zusammenfallen;  d.  h.  die  s^  enthalt  einen 
reellen  Punkt  und  aufserdem  eine  Tangente  in  einem 
andern  reellen  Punkt  der  Raumkurve;  dann  heifst  die- 
selbe eine  kubische  parabolische  Hyperbel. 

4)  Oder  endlich  ist  £«  selbst  Schmiegungsebene  der 
Ratunkurye,  enthält  also  nur  einen  reellen  Punkt  (d.  h. 
in  demselben  drei  zusammenfallende  Punkte)  der  Raum- 
kurve; dann  heifst  dieselbe  eine  kubische  Parabel. 

Um  über  diesen  Charakter  der  Raumkurve  C^^)  Aufschlufs  | 

zu  erhalten ,  braucht  man  nur  dieselbe  als  den  Schnitt  zweier 
Kegel  a^^)  und  b^'>  aufzufassen ,  welche  |ab|  als  gemeinschaft- 
lichen Eegelstrahl  haben  (S.  231)  und  durch  irgend  einen 
festen  Punkt  O  des  Raumes  Parallele  zu  ziehen  sowohl  zu 
den  Strahlen  des  Kegels  a^^^  als  auch  zu  denen  des  Kegels 
b^'^;  dann  erhält  man  in  O  zwei  konzentrische  Kegel,  welche 
zunächst  die  zu  |ab|  parallel  gezogene  Gerade  als  gemein- 
schaftlichen Strahl  haben;  die  übrigen  gemeinschaftlichen 
Strahlen  gehen  nach  den  unendlich -entfernten  Punkten  der 
Raumkurve  C^^K  Je  nachdem  von  diesen  drei  Strahlen  ent- 
weder einer  oder  alle  drei  reell  sind,  oder  von  letzteren  zwei 
oder  alle  drei  zusammenfallen,  treten  die  obigen  vier  Fälle 
ein.  Hinsichtlich  der  kubischen  Parabel,  für  welche  die  un- 
endlich-entfernte Ebene  £«  Schmiegungsebene  ist,  können 
wir  noch  eine  besondere  Eigenschaft  hervorheben:  Da  näm- 
lich jede  der  Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve  3.  0.  von 
der  Gesamtheit  derselben  längs  Geraden  geschnitten  wird, 
welche  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  und  da  die  Punkte  dieses 
Kegelschnitts  (Durchscfanittspunkte  zweier  unendlich -nahen 
Tangenten)  diejenigen  Punkte  sind,  in  welchen  die  Gesamt- 
heit der  Tangenten  der  Raumkurve  (Durchschnittslinien  zweier 
unendlich- nahen  einander  folgenden  Schmiegungsebenen)  die 
festgehaltene  Schmiegungsebene  durchbohren,  so  ergiebt  sich 
folgende  Eigenschaft  der  kubischen  Parabel: 

Wenn  man  von  einem  beliebig  gewählten  festen 
Punkte  O  Parallele  zieht  zu  sämtlichen  Tangen- 
ten einer  kubischen  Parabel  und  Parallelebenen 
legt  zu  sämtlichen  Schmiegungsebenen  derselben, 
so  bilden  jene  Strahlen  einen  Kegel  zweiten  Gra- 
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^^^^  .  z^"^^'^"    siJ^i  die  Berührungsebenen 

w'  .wv       ''  "  ,  P'" 

^  fe>'  ^^  J l^^^^u  ein^^  Raumkurve  (?*>  der  Mittelpunkt 

je^-^^^ jeder  ^\rcb    die    Raumkunre   gehenden   Kegels 

.  ..^^^''fönüen  ^^  sagen: 

^^"(K  '^^'  ^^Tjc^ubische  Hyperbel  gehen  drei  reelle 

'    /^^'^^  ^iraiten    Grades,    die    alle   drei   hyperbo- 

^'r/'^^f  j.  durch   eine  kubische   Ellipse  geht  nur 

ji'sc^  jy^f  Cylinder  zweiten  Grades,   welcher   el- 

^^^  f qI   ist      Durch    eine    kubische    parabolische 

^^P  Qfhel  gehen  zwei  reelle  Cylinder  zweiten  Gra- 

von  denen   der  eine  hyperbolisch,  der  andere 

rabolisch    ist,  und  durch    eine  kubische   Parabel 

^g]it    nur    ein    reeller    Cylinder    zweiten    Grades, 

reicher  parabolisch  ist. 

Bezeichnen  wir  nämlich  durch  a«,  b«  c«,  die  drei  unend- 
lich-entfernten Punkte  der  C^^\  so  sind  für  die  kubische 
Hyperbel  alle  drei  reell,  also  jeder  der  unendlich  -  entfernte 
Mittelpunkt  öines  Cylinders,  welcher  zwei  unendlich -eut- 
fernte  Erzeugende  hat  (die  nach  den  beiden  andern  unendlich- 
entfernten Punkten  hingehen),  also  hyperbolisch  ist.  Bei  der 
kubischen  Ellipse  ist  nur  a«  reell,  also  der  Cylinder  von  a« 
durch  die  C^^^  ein  elliptischer.  Bei  der  parabolischen  Hyperbel 
fallen  b«  und  Coo  zusammen  in  eine  Tangente  t^  der  O^^] 
also  ist  der  Cylinder  für  a«,  ein  parabolischer  und  der  Cy- 
linder für  b«  (Cao)  ein  hyperbolischer,  weil  er  zwei  unendlich- 
entfernte  Erzeugende  (^00  und  Ibaoa«!)  hat;  endlich  fallen  für 
die  kubische  Parabel  alle  drei  Punkte  a»  b«  c«  zusammen; 
die  Tangente  t^  in  diesem  unendlich  -  entfernten  Punkte  der 
kubischen  Parabel  liegt  selbst  in  f«;  also  geht  durch  letztere 
nur  ein  parabolischer  Cylinder. 

.Wir  nannten  die  Tangente  in  einem  unendlich -entfernten 
Punkte  der  Raumkurve  C^^>  eine  Asymptote;  einer  solchen 
Geraden  schliefst  sich  also  allemal  ein  Zweig  der  Raumkurve 
derartig  an,  dafs  ihr  unendlich  -  entfernter  Punkt  und  nur 
dieser  auf  der  Kurve  liegt.  Der  asymptotische  Charakter 
hört  auf,  sobald  die  Gerade  ganz  im  Unendlichen  (auf  f«) 
liegt,  weil  man  dann  von  einem  unendlich  -  entfernten 
Punkte   der  Geraden  nicht  mehr  reden  kann.     Die  kubische 
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Parabel^  welche  die  uuendlich  -  entfernte  Ebene  £«  zur 
Schmiegungsebene,  also  nur  einen  unendlich -entfernten  Punkt 
hat,  dessen  Tangente  ganz  in  s^  liegt,  besitzt  daher  keine 
Asymptote.  Die  kubische  parabolische  Hyperbel  dagegen, 
welche  aufser  einer  unendlich -entfernten  Tangente  noch  einen 
reellen  unendlich -entfernten  Punkt  hat,  dessen  Tangente 
nicht  in  e«,  liegt,  besitzt  in  dieser  Tangente  eine  Asymptote ; 
die  kubische  Hyperbel  hat  drei  Asymptoten,  die  kubische 
Ellipse  nur  eine.  Die  Asymptoten  sind  natürlich  Strahlen 
derjenigen  Cylinder,  welche  sich  durch  die  Raumkurve  legen 
lassen,  und  die  Berühruugsebene  an  einem  solchen  Cylinder 
längs  der  Asymptote  ist  die  Schmiegungsebene  an  dem  un- 
endlich-entfernten Punkte,  in  welchem  die  Asymptote  die 
Raumkurve  berührt. 

Hinsichtlich  der  Art  der  Berührung  einer  Asymptote 
mit  einer  Kurve  bemerken  wir  Folgendes :  Wenn  wir  zunächst 
einen  einfachen  Punkt  ))  einer  beliebigen  ebenen  oder  räum- 
lichen Kurve  im  Endlichen  nehmen  und  die  Tangente  t  in 
demselben,  so  können  wir  uns  das  unendlich  kleine  Kurven- 
stück in  der  Nähe  der  Tangente  ersetzt  denken  durch  den 
Krümmungskreis,  welcher  bekanntlich  in  dem  betrachteten 
Punkte  gleichzeitig  berührt  und  schneidet;  wenn  wir  nun 
von  irgend  einem  Punkte  aus  diese  Figur  auf  eine  andere 
Ebene  so  projizieren,  dafs  der  Berührungspunkt  in  die  Un- 
endlichkeit geht,  die  Tangente  selbst  aber  im  Endlichen  bleibt, 
also  nur  ihr  unendlich -entfernter  Punkt  der  Berührungs- 
punkt wird,  dann  heifst  eine  solche  Tangente  Asymptote  an 
einem  einfachen  unendlich -entfernten  Punkt  der  Kurve,  und 
da  der  Krümmungskreis  durch  diese  Projektion  in  eine  Hy- 
perbel übergeht,  für  welche  jene  Asymptote  der  Kurve  auch 
Asymptote  wird,  so  findet  die  Berührung  einer  Asymptote 
mit  der  Kurve  immer  in  der  Weise  statt,  wie  bei  der  Hyper- 
bel, d.  h.  zwei  Äste  der  Kurve  nähern  sich  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  (nicht  nach  der- 
selben Richtung  hin)  dem  unendlich  -  entfernten 
Punkt  der  Asymptote,  so  dafs  die  Schmiegungs- 
ebene indem  unendlich-entfernten  Punkte,  welche 
dnrch  die  Asymptote  in  zwei  Halbebenen  geteilt 
wird,    jeden    der   beiden   Äste    in   einer   der    Halb- 
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des  und  diese  Ebenen  sind  die  Berührungsebenen 
desselben  Kegels. 

Da  jeder  Punkt  einer  Raumkurve  (7*)  der  Mittelpunkt 
eines  bestimmten  durch  die  Baumkunre  gehenden  Kegels 
2.  0.  ist^  so  können  wir  sagen: 

Durch  eine  kubische  Hyperbel  gehen  drei  reelle 
Cylinder  zweiten  Grades^  die  alle  drei  hyperbo- 
lisch sind;  durch  eine  kubische  Ellipse  geht  nur 
ein  reeller  Cylinder  zweiten  Grades,  welcher  el- 
liptisch ist.  Durch  eine  kubische  parabolische 
Hyperbel  gehen  zwei  reelle  Cylinder  zweiten  Gra- 
des, von  denen  der  eine  hyperbolisch,  der  andere 
parabolisch  ist,  und  durch  eine  kubische  Parabel 
geht  nur  ein  reeller  Cylinder  zweiten  Grades, 
welcher  parabolisch  ist. 

Bezeichnen  wir  nämlich  durch  a«  b«  c»  die  drei  unend- 
lich-entfernten Punkte  der  (J^\  so  sind  für  die  kubische 
Hyperbel  alle  drei  reell,  also  jeder  der  unendlich  -  entfernte 
Mittelpunkt  öines  Cylinders,  welcher  zwei  unendlich  -  ent- 
fernte Erzeugende  hat  (die  nach  den  beiden  andern  unendlich- 
entfernten Punkten  hingehen),  also  hyperbolisch  ist.  Bei  der 
kubischen  Ellipse  ist  nur  a«  reell,  also  der  Cylinder  von  a« 
durch  die  C^^^  ein  elliptischer.  Bei  der  parabolischen  Hyperbel 
fallen  b«  und  c«  zusammen  in  eine  Tangente  t^  der  G^^] 
also  ist  der  Cylinder  für  a«,  ein  parabolischer  und  der  Cy- 
linder für  boo  (Ccc )  ein  hyperbolischer,  weil  er  zwei  unendlich- 
entfernte  Erzeugende  (^00  und  |%aoCioo|)  hat;  endlich  fallen  für 
die  kubische  Parabel  alle  drei  Punkte  a«,  bo»  c«,  zusammen; 
die  Tangente  t^  in  diesem  unendlich  -  entfernten  Punkte  der 
kubischen  Parabel  liegt  selbst  in  f^^,  also  geht  durch  letztere 
nur  ein  parabolischer  Cylinder. 

.Wir  nannten  die  Tangente  in  einem  unendlich -entfernten 
Punkte  der  Raumkurve  C^^)  eine  Asymptote;  einer  solchen 
Geraden  schliefst  sich  also  allemal  ein  Zweig  der  Raumkurve 
derartig  an,  dafs  ihr  unendlich  -  entfernter  Punkt  und  nur 
dieser  auf  der  Kurve  liegt.  Der  asymptotische  Charakter 
hört  auf,  sobald  die  Gerade  ganz  im  unendlichen  (auf  f«) 
liegt,  weil  man  dann  von  einem  unendlich  -  entfernten 
Punkte   der  Geraden  nicht  mehr   reden  kann.     Die  kubische 
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Parabel ,  welche  die  uuendlieh  -  entfernte  Ebene  £«  zur 
Schmiegangsebene^  also  nur  einen  unendlich -entfernten  Punkt 
hat^  dessen  Tangente  ganz  in  s^  liegt,  besitzt  daher  keine 
Asymptote.  Die  kubische  parabolische  Hyperbel  dagegen ^ 
welche  auTser  einer  unendlich -entfernten  Tangente  noch  einen 
reellen  unendlich -entfernten  Punkt  hat,  dessen  Tangente 
nicht  in  c«,  liegt,  besitzt  in  dieser  Tangente  eine  Asymptote; 
die  kubische  Hyperbel  hat  drei  Asymptoten ,  die  kubische 
Ellipse  nur  eine.  Die  Asymptoten  sind  natürlich  Strahlen 
derjenigen  Cylinder,  welche  sich  durch  die  Raumkurve  legen 
lassen^  und  die  Berühruugsebene  an  einem  solchen  Cylinder 
längs  der  Asymptote  ist  die  Schmiegungsebene  an  dem  un- 
endlich-entfernten Punkte,  in  welchem  die  Asymptote  die 
Ranmkurve  berührt. 

Hinsichtlich    der  Art   der   Berührung   einer  Asymptote 
mit  einer  Kurve  bemerken  wir  Folgendes :  Wenn  wir  zunächst 
einen   einfachen  Punkt  ))  einer  beliebigen  ebenen  oder  räum- 
lichen Kurve  im  Endlichen  nehmen  und  die  Tangente  t  in 
demselben,  so  können  wir  uns  das  unendlich  kleine  Kurven- 
stück in  der  Nähe  der  Tangente  ersetzt  denken  durch  den 
Krümmungskreis ;    welcher  bekanntlich  in  dem  betrachteten 
Punkte  gleichzeitig  berührt   und    schneidet;    wenn   wir  nun 
von  irgend  einem  Punkte  aus   diese  Figur  auf  eine  andere 
£bene  so  projizieren,   dafs  der  Berührungspunkt  in  die  Un- 
endlichkeitgeht; die  Tangente  selbst  aber  im  Endlichen  bleibt, 
also    nur   ihr   unendlich -entfernter    Punkt    der  Berührungs- 
punkt wird,  dann  heifst  eine  solche  Tangente  Asymptote  an 
einem  einfachen  unendlich -entfernten  Punkt  der  Kurve,  und 
da  der  Krümmungskreis  durch  diese  Projektion  in  eine  Hy- 
perbel übergeht,  für  welche  jene  Asymptote  der  Kurve  auch 
Asymptote  wird,  so  findet  die  Berührung  einer  Asymptote 
mit  der  Kurve  immer  in  der  Weise  statt,  wie  bei  der  Hyper- 
bel,   d.  h.    zwei  Äste   der   Kurve   nähern   sich   nach 
entgegengesetzten    Richtungen    (nicht    nach    der- 
selben  Richtung  hin)   dem    unendlich- entfernten 
Punkt  der  Asymptote,   so   dafs   die   Schmiegungs- 
ebene indem  unendlich-entfernten  Punkte,  welche 
durch  die  Asymptote   in  zwei  Halbebenen  geteilt 
wird,    jeden    der   beiden   Äste    in   einer   der    Halb- 
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ebenen  (nicht  beide   in  derselben  Halbebene)    und 
entgegengesetzt  gerichtet  enthält  (Fig.  12).   Dies  ist 

immer  die  Art  der 
-  Beirührung  einer 

Asymptote  mit  einer 
j,j    j^  Kurve,    sobald    der 

unendlich  -  entfernte 
Berührungspunkt  ein  einfacher  Punkt  ist  (d.  h,  weder  Wende-, 
noch  Doppel-^  noch  Rückkehrpunkt,  Fälle,  die  bei  unserer 
Raumkurve  C^^^  überhaupt  nicht  vorhanden  sind),  und  die 
Asymptote  nur  einen  unendlich- entfernten  Punkt  hat,  übrigens 
im  Endlichen  verläuft.  Wenn  wir  dagegen  die  anfängliche 
Figur  eines  unendlich -kleinen  Kurvenstücks  mit  seiner  Tan- 
gente und  seinem  Krümmungskreise  so  projizii^ren,  dafs  in  der 
Projektion8el;>ene  die  ganze  Tangente  in  die  Unendlichkeit  geht, 
dann  geht  der  Krümmungskreis  in  eine  Parabel  über  und  die  Be- 
rührung einer  unendlich -entfernten  Tangente  an  einer  Kurve 
findet  immer  in  der  Weise,  wie  bei  der  Parabel  statt,  so  dafs  von 
einer  eigentlichen  Asymptote  nicht  mehr  die  Rede  sein  kann. 
Nachdem  wir  uns  so  über  die  Art  der  Berührung  einer 
Asymptote  in  einem  einfachen  unendlich  -  entfernten  Punkt 
einer  Asymptote  orientiert  haben,  können  wir  de^  Verlauf 
der  Raumkurve  C^^>  auf  einem  der  Gylinder,  welche  sich 
durch  dieselbe  legen  lassen,  verfolgen. 

Bei  der  kubischen  Ellipse,  durch  welche  sich  nur 
ein  elliptischer  Cy linder  legen  läfst,  auf  dem  ein  bestimmter 
Gylinderstrahl  die  einzige  reelle  Asymptote  (Tangente  in  dem 
einzigen  reellen  unendlich- entfernten  Punkte  der  kubischen 
Ellipse)  ist,  mufs  der  Verlauf  der  Raumkurve  der  sein,  da& 
sie  aus  einem  zusammenhängenden  Zuge  besteht,  welcher 
sich  mit  seinen  beiden  ins  Unendliche  erstreckenden  Asten 
an  die  Asymptote  nach  entgegengesetzten  Richtungen  der- 
selben und  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  ihr  im  Unend- 
lichen anschliefst. 

Bei  der  kubischen  Parabel,  durch  welche  sich  nur 
ein  parabolischer  Gylinder  legen  läl'st,  welcher  also  einen 
ganz  in  s^  liegenden  Strahl  hat,  die  Tangente  an  dem  einzi- 
gen unendlich  -  entfernten  Punkte  der  kubischen  Parabel,  wird 
der  Verlauf  der  ßaumkurve  der  sein,  dafs  sie  aus  einem  zu- 
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sammenhäDgenden  Zuge  besteht^  welcher  sich  parabolisch  in 
dem  anendlich -entfernten  Punkte  schliefst. 

Bei  der  kubischen  parabolischen  Hyperbel  giebt 
es  zwei  Cylinder  durch  dieselbe;   der  eine  ist  ein  paraboli- 
scher und  enthält  aufser  dem  unendlich  -  entfernten  Oy linder- 
strahl (Tangente  in  dem  einen  unendlich -entfernten  Punkte) 
noch  einen  im  Endlichen  verlaufenden  Cy linderstrahl,  eine 
Asymptote  der  Raumkurve  (Tangente  in  dem  andern  unend- 
lich-entfernten   Punkte).     Der    Cylinder   wird    durch    diese 
Asymptote  in  zwei  Teile  geteilt;  in  jedem  derselben  verläuft 
ein    Zweig   der   kubischen    parabolischen   Hyperbel ,    welche 
demnach  aus  zwei  Zweigen  besteht.   Beide  Zweige  schliefsen 
^icb    einerseits   an    die    endliche  Asymptote  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  hin  und  von  entgegengesetzten  Seiten 
im  unendlichen  an  und  schliefsen  sich  andererseits  parabo- 
lisch   in   dem  zweiten  unendlich -entfernten  Punkte,    dessen 
Tangente   der   unendlich -entfernte  Strahl  des  parabolischen 
Cylinders  ist.   Zweitens  geht  durch  die  kubische  parabolische 
Hyperbel  ein  hyperbolischer  Cylinder,   welcher  zwei  unend- 
lich-entfernte Strahlen  hat;   diese  teilen   den  hyperbolischen 
Cylinder  in  zwei  Mantelflächen,  welche  von  einander  getrennt 
werden  durch  zwei  Asymptotenebenen.     Die  eine  derselben 
ist  die  Schmiegungsebene  in  dem  unendlich -entfernten  Punkte 
der  Raumkurve,  dessen  Tangente  g^iz  im  Unendlichen  liegt; 
die  andere  enthält  die  im  Endlichen  verlaufende  Asymptote 
der   Baumkurve,   welche   kein  Cy linderstrahl  ist.     Von   den 
beiden   Zweigen  der  kubischen  parabolischen  Hyperbel  ver- 
läuft   also  jeder  auf  einer  Mantelfläche   des  hyperbolischen 
Cylinders  und  schliefst  sich  dem  einen  unendlich -entfernten 
Cylinderstrahl   in   parabolischer  Weise  an,  während  er  die 
im  Endlichen  verlaufende  Asymptote  der  Raumkurve,  welche 
in  der  andern  Asymptotenebene  des  Cylinders  liegt,  in  hyper- 
bolischer  Weise   (d.  h.  nach   entgegengesetzten    Richtungen 
hin  und  von  entgegengesetzten  Seiten)  berührt. 

Die  kubische  Hyperbel  endlich  hat  drei  verschiedene 
unendlich -entfernte  Punkte  und  liegt  auf  drei  hyperbolischen 
Cylindern.  Betrachten  wir  den  Verlauf  derselben  auf  einem 
solchen:  Von  den  drei  reellen  Asymptoten  der  Raumkurve 
(Tangenten  in  den  unendlich -entfernten  Punkten),  die  samt- 
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lieh  im  Endlichen  verlaufen,  d.  h.  nur  je  einen   unendlich- 
entfernten Punkt  haben,  ist  für  den  betrachteten  hyperboli- 
schen  Cylinder    eine   Asymptote  a^    ein  Gylinderstrahl ;   die 
beiden  andern  Asymptoten  aj  und  a^  liegen  in  je  einer  der 
beiden  Asymptotenebenen  des  hyperbolischen  Cylinders  (ohne 
Cylinderstrahlen  zu  sein);  die  kubische  Hyperbel  mufs  sich 
an  jede  der  drei  Asymptoten    in  hyperbolischer  Weise   an- 
schliefsen,  d.h.  so,  dafs  zwei  verschiedene  Zweige  derselben 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  und   auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  der  Asymptote  ihrem  unendlich-entfern- 
ten Punkte  sich  nähern.    Fangen  wir  also  mit  dem  unend- 
lich-entfernten Punkte  der  Asymptote  aj,  die  auf  der  einen 
Mantelfläche  des  hyperbolischen  Cylinders  ein  Cyliuderstrahl 
ist;  an,  so  geht  ein  Zweig  der  kubischen  Hyperbel  von  die- 
sem unendlich -entfernten  Punkte  aus  bis  zu  dem  unendlich- 
entfernten  Punkte  von  aj ,  welche  Asymptote  in  einer  Asym- 
ptotenebene des  Cylinders  liegt;  dieser  erste  Zweig  liegt  also 
ganz  auf  einem  Mantel   des  Cylinders;  hieran  schliefst  sich 
von  dem  unendlich -entfernten  Punkte  der  a.^  auf  dem  andern 
Cylindermantel   ausgehend    der   zweite  Zweig  der  kubischen 
Hyperbel;  welcher  ganz  auf  diesem  zweiten  Cylindeilnantel 
bleibt  und  sich  der  Asymptote  a^  in  der  zvveiten  Asymptoten- 
ebene des  Cylinders  anschliefst;  von  dem  unendlich -entfern- 
ten Punkte  der  a^  auf  dem  ersten  Cylindermantel  erstreckt 
sich  dann  wieder  der  dritte  Zweig  zurück  bis  zum  unendlich- 
entfernten  Punkte  der  Asymptote  ax ,  von  welchem  wir  aus- 
gingen; der  dritte  Zweig  liegt  also  wieder  auf  dem  ersten 
Cylindermantel.     Wir  sehen  also ,  dafs  die  kubische  Hyperbel 
aus  drei  bis  ins  Unendliche   verlaufenden  Zweigen  besteht, 
von    denen    zwei  auf  einem  Mantel  des  Cylinders,    nämlich 
auf  demjenigen  liegen,  welcher  die  Asymptote  a^  als  Gylin- 
derstrahl enthält;  während  der  dritte  Zweig  auf  dem  andern 
Mantel  des  Cylinders  verläuft;  die  drei  Zweige  schliefsen  sich 
aber  im  Unendlichen  zusammenhängend  durch  die  Asympto- 
ten aneinander  an,  wie  wir  ihren  Verlauf  beschrieben  haben^ 
so    dafs   der    einzelne  Zweig  auf  dem   einen  Cylindermantel 
zwischen   die   beiden   andern  auf  dem  andern  Cylindermantel 
eintritt;  die  letzteren  liegen  getrennt  in   denjenigen  beiden 
Teilen  dieses  Cylindermantels,  in  welche  er  durch  den  Cylinder- 
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strahl  a,  zerlegt  wird.  Derselbe  Vorgang  wiederholt  sich 
bei  jedem  der  drei  hyperbolischen  Cylinder,  welche  durch  die 
kubische  Hyperbel  gelegt  werden  können;  nur  vertauschen 
dabei  die  drei  Asymptoten  a^  a^  a^  ihre  Rollen ,  indem  immer 
eine  Cylinderstrahl  ist,  und  die  beiden  andern  in  den  Asym* 
ptotenebenen  des  hyperbolischen  Cylinders  liegen.  Jeder  der 
drei  Cylinder  besteht  aus  zwei  Mantelflächen,  die  sich  von 
einander  dadurch  unterscheiden ,  dafs  die  eine  eine  Asymptote 
als  Cylinderstrahl  enthält ,  die  andere  nicht.  Auf  den  drei 
letzteren  Mantelflächen  liegen  die  drei  Zweige  der  kubischen 
Hyperbel  einzeln ,  d.  h.  auf  jeder  dieser  drei  Mantelflächen  je 
ein  Zweig ;  auf  den  drei  andern  Mantelflächen  dagegen  liegen 
die  drei  Zweige  der  kubischen  Hyperbel  paarweise ,  d.  h.  auf 
jeder  Mantelfläche  je  zwei  Zweige.  Hierdurch  ist  der  Verlauf 
der  Raumkurve  C^^^  auf  den  durch  sie  gehenden  Cylindern  in 
allen  möglichen  Fällen  klargelegt. 


§  38.     Unterauohung  der  in  den  Soluniegiingsebenen  einer 
Baumkurve  dritter  Klasse  enthaltenen  Kegelschnitte. 

Wir  haben  gesehen,  dafs  eine  beliebige  festgehaltene 
Schmiegungsebene  der  Raumkurve  O^^  von  sämmtlichen 
Schmiegungsebenen  in  Geraden  geschnitten  wird,  welche 
einen  Kegelschnitt  umhüllen.  In  jeder  Schmiegungsebene  ist 
also  ein  bestimmter  Kegelschnitt  enthalten;  wir  wollen  den 
Zusammenhang  derselben  etwas  näher  erforschen  und  ins- 
besondere ermitteln^  wann  sie  Ellipsen,  Parabeln,  Hyper- 
beln v^erden  bei  den  verschiedenen  Gattungen  der  Raum- 
korve  O^^. 

Gehen  wir  von  zwei  festgehaltenen  Schmiegungsebenen 
aß  aus,  deren  Schnittlinie  \aß\=g^  die  beiden  in  den- 
selben enthaltenen  Kegelschnitte  a^^^  und  ß^^^  bez.  in  den 
Punkten  a|  und  bj  berührt,  dann  ist  hierdurch  die  ganze 
Raumknrve  (P^  mit  der  Gesamtheit  ihrer  Schmiegungs- 
ebenen, Tangenten  und  Punkte  vollständig  bestimmt,  und 
alle  diese  Elemente  lassen  sich  linear  konstruieren.  Legen 
wir  von  einem  veränderlichen  Punkte  x^  der  Geraden  g^  an 
den  Kegelschnitt  a^^)  die  zweite  noch  übrige  Tangente  Xa  und 
und  an  den  Kegelschnitt  ß^^^  die  zweite  noch  übrige  Tangente 
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Xßy  so  bestimmen  die  beiden  von  ji^  ausgehenden  Geraden 
XaXß  eine  Ebene  |,  welche  Schmiegangsebene  der  Raum* 
kurve  ist  Mit  der  VenLnderung  von  ):^  auf  g^  erhalten  wir 
die  Totalität  aller  Schmiegungsebenen.  Geht  insbesondere  Xi 
nach  ai;  so  läfst  sich  aus  ai  noch  eine  zweite  Tangente  an 
den  Kegelschnitt  ß^^^  legen ;  diese  möge  ihn  in  dem  Punkte  b 
berühren,  dann  ist  |a|b{  die  Schnittlinie  zweier  unendlich- 
nahen Schmiegungsebenen^  d.  h.  eine  Tangente  der  Raum- 
karve^  und  zwar  diejenige ,  welche  in  der  Schmiegungsebene 
ß  liegt;  und  ihr  Berührungspunkt  B  mit  dem  Kegelschnitt  /S^'^ 
ist  derjenige  Punkt  der  Raumkurve,  dessen  Schmi^ungs^ 
ebene  ß  ist. 

Geht  andererseits  der  veränderliche  Punkt  Xi  insbeson- 
dere nach  £|  y  so  läfst  sich  aus  b|  noch  eine  zweite  Tangente 
(aufser  (/|)  an  den  Kegelschnitt  a(^>  legen ,  welche  ihn  in  a 
berühren  möge.  Die  Gerade  |b]a|  ist  Tangente  der  Raum- 
kurve im  Punkte'  a,  dessen  Schmiegungsebene  a  ist.  Die 
Tangenten: 

tu  =  |bia|    und    U  «» |a,b| 

der  Raumkurve  können  einander  im  Räume  nicht  begegnen. 
Jedem  Punkt^  ):,  der  Geraden  g^  gehört  demgemäfs  eine  be- 
stimmte Ebene  £  zu,  welche  die  dritte  durch  ]i*,  gehende 
Schmiegungsebene  ist.  Insbesondere  gehört  dem  Punkte  aj 
die  Schmiegungsebene  ß  und  dem  Punkte  b|  die  Schmiegungs- 
ebene a  zu. 

Halten  wir  von  den  beiden  Schmiegungsebenen  a  ß  die 
eine  a  fest,  verändern  aber  die  andere  ß  längs  der  Raom- 
kurve,  so  bleibt  der  Punkt  aj,  Berührungspunkt  der  festen 
Schmiegungsebene  a  mit  der  Raumkurve,  und  ebenso  die 
Tangente  ta  unverändert,  der  Punkt  b^  aber  verändert  sich 
auf  der  festen  Geraden  ia\  wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 

Wenn  eine  veränderliche  Schmiegungsebene  § 
einer  Raumkurve  G^^  eine  feste  Schmiegungsebene 
a  in  Strahlen  schneidet  (die  einen  Kegelschnitt  cfl^ 
umhüllen),  so  wird  der  Schnittstrahl  ||a|  gleich- 
zeitig von  dem  veränderlichen  Kegelschnitt  |<*>  be- 
rührt, der  in  der  Schmiegungsebene  |  enthalten 
ist;  der  Berührungspunkt  desselben  beschreibt  eine 
feste  Gerade,  die  Tangente  der  Raumkurve  in  dem- 
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jenigen  Punkte,  in  welchem  die  feste  Schmiegungs- 
ebene  a  sie  berührt. 

Suchen  wir  nun  in  der  veränderlichen  Schmiegungsebene : 

den  Kegelschnitt  |W  zu  ermitteln  ^  welcher  von  den  Schnitt- 
linien mit  der  Gesamtheit  der  Schmiegungsebenen    umhüllt 
wird.   Dieqer  Kegelschnitt  gW  hs^t  die  Tangenten  Xa  Xß.    Wir 
können  dieselben  als  die  Trager  zweier  Punktreihen  .auffassen^ 
welche  die  Gesamtheit  der  Schmiegungsebenen  auf  ihnen  aus- 
schneidet.   Diese  Gesamtheit  schneidet  nun  die  Ebene  a  in 
den   Tangenten    des    Kegelschnitts  aS^^  ^   folglich   die   beiden 
Tangenten  g^   und  Xa  in  zwei  projektivischen  Punktreihen^ 
ebenso  die  Ebene  ß  in  den  Tangenten  des  Kegelschnitts  ß^'^^^ 
folglich  g^  und  x^  in  zwei  projektivischen  Punktreihen,  mithin 
werden  auch  Xa  und  Xß  in  zwei  projektivischen  Punktreihen 
geschnitten^  deren  Erzeugnis  der  Kegelschnitt  g^^)  jgt.     Die 
dem  Schnittpunkte  je,   der  Träger  Xa  und  x^  entsprechenden 
Punkte  sind  bekanntlich    die  Berührungspunkte   des  Kegel- 
schnitts |(*^  mit   den  beiden  Trägern.     Denken  wir  uns  nun 
eine  veränderliche  Schmiegungsebene  der  Lage  von  a  unend- 
lich  nahe  gebracht  ^   so  schneidet  sie  Xß  in  dem  Punkte   y^^ 
und  a  in  der  Tangente  ^„  =  |b,a|;  wo  also  |b,a|  der  Geraden 
Xa  begegnet,  da  liegt  der  Berührungspunkt  von  5^*>  mit  x«, 
und  andererseits  ist  der  Schnittpunkt  von  h  mit  x^  der  Be- 
rührungspunkt des  Kegelschnitts   l^^^  mit  der  Tangente  Xß» 
Wir  haben  also  auf  diesen  beiden  Tangenten  die  Berührungs- 
punkte gefunden  und  wollen  sie  bezeichnen: 

Denken  wir  uns  ferner  eine  veränderliche  Schmiegungs- 
ebene unendlich  nahe  gebracht  der  Schmiegungsebene  ^,  d.  h. 
aus  einem  dem  Punkte  j:^  unendlich-nahen  Punkte  der^,  die 
beiden  noch  übrigen  Tangenten  an  a<^)  und  /}^>  gelegt^  so 
schneiden  sie  die  früheren  in  den  Berührungspunkten  der 
Tangenten  x«  un*  Xß  mit  den  Kegelschnitten  a<*>  und  /3W. 

Wir  bezeichnen  diese  Berührungspunkte,  in  welchen  die 
Tangenten  Xa  und  Xß  die  Kegelschnitte  a^^^  und  /3t«)  berühren 

durch 

U    und    j:ß, 
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dann  ist  oflfenbar  die  Verbindungslinie  \j:aj:ß\  die  Schnittlinie 
der  Schmiegungsebene  S  ^^^  ihrer  unendlich-nahen  Schmie- 
gungsebene^  also  eine  Tangente  der  C^^^  und  zugleich  eine 
Tangente  des  Kegelschnitts  gw ;  ihr  Berührungspunkt  mit  1^*1 
ist  ein  Punkt  der  C^^),  und  zwar  derjenige  Punkt  j:,  dessen 
Schmiegungsebene  £  ist. 

Wir  kennen  also  von  dem  Kegelschnitt  6^>  zwei  Tan- 
genten Xa  und  Xß,  ihre  Berührungspunkte  t«  t^  und  außerdem 
eine  Tangente: 

wodurch  der  Kegelschnitt  i^^^  vollständig  bestimmt  ist.  Der 
Berührungspunkt  x  ^^^  dritten  Tangente  ^  mit  dem  Kegel- 
schnitt 5^')  ist  der  Punkt  der  Raumkurve  C^^\  dessen  Schmie- 
gungsebene S  ist.  Er  ist  leicht  zu  finden  aus  dem  Dreieck 
Vi  Va  Vß}  welches  dem  Kegelschnitt  $(^)  umschrieben  ist,  und 
von  welchem  wir  die  Berührungspunkte  ta  und  t^  auf  zwei 
Dreiecksseiten  kennen. 

Die  Verbindungslinie  \tatfi\  ist  die  Polare  des  Punktes 
X]  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  S^^^;  verändern  wir  den 
Punkt  ):j  auf  der  Geraden  g^ ,  so  beschreiben  die  Punkte  U 
und  tß  auf  den  festen  Geraden  ta  und  tf,  zwei  Punktreihen, 
welche  die  veränderliche  Ebene  £  auf  ihnen  ausschneidet. 
Da  aber  ta  und  t^  zwei  feste  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte a(')  und  /)(^)  sind^  Xa  und  Xß  veränderliche  Tangenten, 
welche  die  gemeinsame  Tangente  g^  und  jede  der  beiden 
festen  Tangenten  in  je  zwei  projekti vischen  Punktreihen 
schneiden,  so  müssen  die  Punkte  t«  und  t^^  auf  den  festen 
Trägem  ta  und  tf,  zwei  projektivische  Punktreihen  beschreiben, 
folglich  die  Verbindungslinie  |  ta  tf»  |  eine  Kegelschar  eines 
Hyperboloids  durchlaufen ;  zu  dieser  Begelschar  gehören  auch 
die  Verbindungslinien  |aa]|  und  |b6,{,  so  dafs  also  aajbbt 
ein  windschiefes  Vierseit  auf  diesem  Hyperboloid  ist. 
Wir  haben  hiemach  folgenden  Satz  bewiesen: 
In  jeder  Schmiegungsebene  £  einer  Raumkurve 
dritter  Klasse  liegt  ein  bestimmt|[r  Kegelschnitt 
5^^^  welcher  von  den  Durchschnittslinien  von  g  mit 
der  Gesamtheit  der  Schmiegungsebenen  umhüllt 
wird.  Wenn  man  eine  Durchschnittslinie  gr,  zweier 
Schmiegungsebenen     festhält      und     durch    jeden 
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Punkt  x^  derselben  die  dritte  Schmiegangsebene  | 
legt  und  in  Bezug  auf  den  in  ihr  enthaltenen  Kegel- 
schnitt |<*^  die  Polare  des  Punktes  x^  konstruiert, 
so  bilden  sämtliche  Polaren  eine  Regelschar  eines 
Hyperboloids.  Dieses  Hyperboloid  ist  demjenigen  wind- 
schiefen Vierseit  einbeschrieben,  dessen  eines  Paar  Gegen- 
ecken die  Punkte  der  Raumkurve  sind,  in  welchen  die  beiden 
festen  Schmiegungsebenen  berühren ,  und  dessen  anderes  Paar 
Gegenecken  die  beiden  Berührungspunkte  sind,  in  welchen 
die  Schnittlinie  der  beiden  festen  Schmiegungsebenen  die  in 
ihnen  enthaltenen  Kegelschnitte  berührt. 

Obwohl  dieser  Satz  nur  für  den  reellen  Fall  bewiesen 
ist,  dafs  die  beiden  Schmiegungsebenen  durch  die  Gerade  ^, 
reell  sind,  so  ist  er  doch  in  der  obigen  Aussprache  davon 
unabhängig,  denn  die  Punkte  ):,,  die  Kegelschnitte  £(^)  und 
die  Polaren  der  Punkte  j:^  in  Bezug  auf  if^^  sind  immer  reell 
vorbanden,  mag  auch  das  Tangentenpaar  XaX^  nicht  reell 
sein.  Wir  werden  daher  die  Gültigkeit  dieses  Satzes  auch 
für  den  andern,  nicht  reellen  Fall  annehmen  und  überlassen 
es  dem  Leser  einen  andern  unabhängigen  Beweis  hierfür  zu 
suchen. 

Legen  wir  nun  durch  die  Gerade  g^ ,  mag  sie  die  Schuiti- 
linie  zweier  reellen  oder  zweier  konjugiert-imaginären  Schmie- 
gungsebenen der  Raumkurve  sein,  eine  beliebige  Ebene  £, 
so  schneidet  dieselbe  die  veränderliche  Schmiegungsebene  g 
in  Strahlen,  deren  Pole  in  Bezug  auf  den  jedesmaligen  Kegel- 
schnitt |<^  leicht  ermittelt  werden  können.  Da  die  feste 
Ebene  s  durch  die  Gerade  g^y  also  durch  alle  Punkte  Xi 
geht;  so  mufs  der  gesuchte  Pol  auf  der  Polare  des  Punktes 
y:^  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  |^^>  liegen,  d.  h.  auf  dem 
oben  ermittelten  Hyperboloid  §^^\  Da  femer  das  Tangenten- 
paar  aus  y^  an  den  Kegelschnittt  1^^)  in  den  beiden  festen 
Schmiegungsebenen  a  und  ß  sich  verändert,  und  die  feste 
Ebene  e  den  Schnittstrahl  mit  S  enthält,  dessen  Pol  gesucht 
wird,  so  mufs  dieser  Pol  in  derjenigen  Ebene  liegen,  die 
wir  erhalten,  wenn  wir  zu  s  und  dem  Ebenenpaare  a  ß  die 
▼ierte  harmonische,  der  £  zugeordnete  Ebene  konstruieren. 
Ist  das  Ebenenpaar  aß  konjugiert -imaginär,  aber  g^  reell 
vorhanden,  so  wird  es  vertreten  durch  eine  elliptische  Ebenen- 
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involuiion  mit  der  Axe  g^  und  wir  haben  oben  (S.  288) 
gerade  für  diesen  elliptischen  Fall  die  Ebeneninvolation 
konstruieren  gelehrt;  die  zu  dem  imaginären  Ebenenpaare 
aß  und  £  zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene  ist  dann 
nichts  anderes,  als  die  konjugierte  Ebene  zu  s  in  der  ellip- 
tischen Ebeneninvolution;  also  in  beiden  Fällen  eine  bestimmte 
reell  konstruierbare  Ebene. 

Da  nun  in  dieser  Ebene  und  in  dem  oben  gefundenen 
Hyperboloid  $t*>  die  gesuchten  Pole  der  Schnittlinien  I^J' 
in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  i^^^  gleichzeitig  liegen  müssen, 
so  liegen  sie  auf  einem  Kegelschnitt,  der  Durchschnittskarve 
jener  Ebene  mit  dem  Hyperboloid.  Dieser  Ortskegelschnitt 
liegt  in  der  durch  g^  gelegten  Ebene  {',  die  der  gegebenen 
Ebene  s  konjugiert  ist  in  derjenigen  Ebeneninvolution,  deren 
Doppelebenen  das  durch  g^  gehende  Paar  Schmiegungsebenen 
ist.  Der  Kegelschnitt  geht  auch,  wie  wir  sehen,  darch  die 
beiden  Punkte  a|  Bj  in  der  Geraden  g^^  nämlich  die  Berüh- 
rungspunkte der  beiden  Kegelschnitte  in  den  beiden  Schmie- 
gungsebenen durch  g^y  weil  das  oben  gefundene  Hyperboloid 
durch  das  windschiefe  Vierseit  aa|£6|  geht. 

Die  durch  die  zuerst  angenommene  Gerade  g^  beliebig 
gelegte  Ebene  £  ist  nun  überhaupt  eine  ganz  willkürliche 
Ebene  £;  denn  umgekehrt  enthält,  wie  wir  früher  gesehen 
haben,  jede  willkürliche  Ebene  b  eine  und  nur  eine  einzige 
Gerade  g^ ,  durch  welche  zwei  (reelle  oder  konjugiert-imagi- 
näre)  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  gehen.  Die  Kon- 
struktion der  Geraden  g^  in  der  willkürlichen  Ebene  b  ist, 
analog  der  Konstruktion  der  Sekante  einer  Baumkurve  O^^ 
durch  einen  beliebigen  Punkt  aufserhalb  derselben,  folgende: 
Die  Ebene  b  schneidet  eine  beliebige  feste  Schmiegnngs- 
ebene  a  der  Raumkurve  in  einer  Geraden  s;  durch  jeden 
Punkt  von  s  gehen  zwei  andere  (reelle  oder  konjugiert-imi^- 
näre)  Schmiegungsebenen,  deren  Schnittlinie  eine  Regelschar 
eines  Hyperboloids  durchläuft,  auf  welchem  auch  5  liegt;  die 
einzige  Erzeugende  g^  dieser  Regelschar,  welche  in  der  durch 
s  gehenden  Ebene  b  enthalten  ist,  ist  die  gesuchte  Gerade. 
Wir  haben  femer  gerade  für  den  elliptischen  Fall,  in  welchem 
die  beiden  durch  ^j  gehenden  Schmiegungsebenen  konjugiert* 
imaginär  sind,    also   b  in  drei  reellen  Punkten    der  Raum- 
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kurve  C^^^  begegnet;  die  elliptische  Ebeneninyolution  kon- 
struieren gelehrt  (S.  288);  welche  das  Paar  konjugiert-imi^i- 
närer  Schmiegungsebenen  vertritt;  wir  können  also  immer 
die  zu  8  konjugierte  Ebene  s  dieser  (hyperbolischen  oder 
elliptischen)  Ebeneninvolution  konstruieren,  und  haben  mit- 
hin folgenden  Satz: 

Wenn  man  eine  willkürliche  Ebene  b  von  sämt- 
lichen Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve  drit- 
ter Klasse   schneiden  läfst  und  zu  der  Schn^ittlinie 
jeder  Schmiegungsebene  denPol  konstruiert  in  Be- 
zug auf  den  in  derselben  enthaltenen  Kegelschnitt^ 
so  liegen  diese  Pole  sämtlich  auf  einem  Kegelschnitt; 
dessen  Ebene  s    durch    diejenige  Gerade  g^   geht; 
welche  in  der  Ebene  s  liegt  und  die  einzige  Schnitt- 
linie zweier   (reellen  oder  konjugiert-imaginären) 
Schmiegungsebenen  ist;  letztere  werden  durch  s  und 
/  harmonisch  getrennt.     Der  Ortskegelschnitt  der 
Pole  trifft  ^1  in  denjenigen  beiden  Punkten,  in  wel- 
chen g^  die  beiden  Kegelschnitte  berührt;  die  in  den 
beiden  durch  ^,  gehenden  Schmiegungsebenen  ent- 
halten sind.     Sind   die  beiden  durch  g^  gehenden  Schmie- 
gungsebenen konjugiert-imaginär ,  so  sind  auch  die  in  ihnen 
enthaltenen  Kegelschnitte  imaginär,  also   auch   ihre  Berüh- 
rungspunkte mit  g^ ;  folglich  wird  in  diesem  Falle  der  Ortskegel- 
schnitt der  Geraden  g^  in  keinem  reellen  Punkte  begegnen. 
Wir  setzen  noch  den  dual  gegenüberstehenden  Satz  hier- 
her, der  sich  durch  eine  der  obigen  gleichlaufende  Betrach- 
tung beweisen  läfst: 

Wenn    man    einen    willkürlichen    Punkt    o    im 

Räume  mit  sämtlichen  Punkten  j:  einer  Raumkurve 

(7^3>  durch  Strahlen  verbindet  und  zu  jedem  solchen 

Strahl   {opI    die   Polarebene   konstruiert   in    Bezug 

auf  den  Kegel  ;:('>;  welcher  Yonj:  aus  perspektivisch 

durch    die    Raumkurve    gelegt    wird;    so    umhüllen 

diese  sämtlichen  Polarebenen  einen  Kegel  zweiten 

GradeS;   dessen  Mittelpunkt  o'  auf  derjenigen  ein- 

zigen  Sekante  der  Raumkurve  liegt,   welche  durch 

0    gebt.     Die   Punkte   o   und   o'  werden  harmonisch 

getrennt    durch    die    beiden    Kurvenpunkte    dieser 


320     §  38.    UntersucLung  der  KegeUcbnitte  in  den  Schmiegangsebencn. 

Sekante.  Der  yon  den  Polarebenen  umhüllte  Kegel  berührt 
auch  diejenigen  beiden  Berührungsebenen ,  welche  sich  längs 
der  Sekante  an  die  beiden  Kegel  legen  lassen,  deren  Mittel- 
punkte die  beiden  Kurvenpunkte  der  Sekante  sind. 

Wir  wollen  nun  die  allgemeinen  Resultate,  welche  wir 
erhalten  haben ,  auf  einen  besonderen  Fall  anwenden,  der 
uns  Aufschluis  giebt  über  die  Natur  der  Kegelschnitte,  welche 
in  den  sämtlichen  Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve  dritter 
Klasse  enthalten  sind. 

Nehmen  wir  nämlich  für  die  willkürlich  zu  wählende 
Ebene  s  in  unserer  vorigen  Betrachtung  die  unendlich-ent- 
fernte  Ebene  s^y  so  schneidet  dieselbe  jede  Schmiegungsebene 
der  Raumkurve  in  ihrer  unendlich-entfernten  Geraden,  und 
der  Pol  derselben  in  Bezog  auf  den  in  der  Schmiegungs- 
ebene enthaltenen  Kegelschnitt  ist  der  Mittelpunkt  des  letz- 
teren, also  liefert  unser  voriger  Satz  insbesondere  folgenden: 

Die  Mittelpunkte  sämtlicher  in  den  Schmie- 
gungsebenen einer  Raumkurve  C^^^  enthaltenen 
Kegelschnitte,  deren  jeder  umhüllt  wird  von  den 
Durchschnittslinien  einer  festgehaltenen  Schmie- 
gungsebene mit  der  Gesamtheit  derselben,  liegen 
in  einer  Ebene  auf  einem  Kegelschnitt. 

Nennen  wir  diesen  Kegelschnitt  den  Mittelpnnktskegel- 
schnitt  (ft('))  und  seine  Ebene  die  Mittelpunktsebene  (/i),  und 
legen  wir  an  irgend  einem  Punkte  j:  der  Raumkurve  die  Schmie- 
gungsebene S,  welche  den  Kegelschnitt  |<^)  enthält,  so  wird  die 
Ebene  g  im  allgemeinen  dem  Kegelschnitte  (i^^^  in  zwei  Punkten 
begegnen.  Der  eine  derselben  ist  notwendig  m,  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnitts  g^^^;  der  andere  m'  mufs  der  Mittel- 
punkt für  einen  andern  Kegelschnitt  in  einer  gewissen  Schmie- 
gungsebene sein,  den  wir  ermitteln  wollen ;  ziehen  wir  nämlich 
)cm,  so  mufs  diese  Linie  ein  Halbmesser  des  Kegelschnitts  C^ 
sein,  und  machen  wir  )cm  =  mj:',  so  wird  %  ebenfalls  ein 
Punkt  des  Kegelschnitts  g('>  sein,  welcher  dem  Punkte  x 
diametral  gegenüberliegt*,  die  Tangenten  in  j:  und  f  an  dem 
Kegelschnitt  |^^)  laufen  daher  parallel*,  die  Tangente  an  r 
ist  zugleich  t^y  Tangente  der  Raumkurve  im  Punkte  ]c.  Durch 
die  Tangente  in  j:'  am  Kegelschnitt  S^^>  mufs  nun  eine  zweite 
Schmiegungsebene  gehen,   weil  die  Durchschnittsliuien  aller 
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Schmiegungsebenen  mit  £  den  K^elschnitt  £<'>  amhüUen; 
diese  zweite  SchmiegungsebeDe  enthalt  einen  Eegelschnitty 
welcher  in  dem  Punkte  die  Schnittlinie  beider  Schmiegangs- 
ebenen berührt;  in  welchem  die  Tangente  tj  sie  schneidet; 
da  aber  t^  paralle]  ist  mit  der  Tangente  in  y,  so  liegt  der 
Berfihrangspunkt  im  Unendlichen,  also  ist  der  in  der  zweiten 
Schmiegungsebene  liegende  Kegelschnitt  Hyperbel  und  hat 
zu  einer  Asymptote  die  Tangente  in  j:'  am  Kegelschnitt  £('). 
Auf  dieser  Asymptote  liegt  notwendig  auch  der  Mittelpunkt 
dieser  Hyperbel ,  welcher  in  der  Ebene  ft  auf  dem  Kegel- 
schnitt fi<^)  liegen  muls.  Die  Ebene  £  enthält  aber  nur  zwei 
Punkte  vom  Mittelpunktskegelschnitt  fi^'^  von  denen  der 
eine,  m,  bereits  bekannt  ist;  daher  mufs  der  andere  der 
Mittelpunkt  der  gefundenen  Hyperbel  sein,  d.  h.: 

Wenn  x  ^^^  beliebiger  Punkt  der  Raumkurve, 
t^  die  Tangente  und  {  die  Schmiegungsebene  für 
denselben  ist,  welche  den  Kegelschnitt  1^^)  enthält, 
so  begegnet  die  Ebene  £  dem  Mittelpunktskegel- 
schnitt fi^^)  im  allgemeinen  in  zwei  Punkten,  von 
denen  der  eine  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 
|^>  ist,  der  andere  aber  auf  der  mit  ^  parallelen 
Tangente  des  Kegelschnitts  |(')  liegen  mufs,  welche 
eine  Asymptote  desjenigen  Kegelschnits  |[')  ist^ 
der  in  einer  Schmiegungsebene  enthalten  ist, 
welche  |  in  dieser  zu  t^  parallelen  Tangente  durch- 
schneidet. 

Die  beiden  Punkte  m  und  m',  in  welchen  die  Schmiegungs- 
ebene £  dem  Mittelpunktskegelschnitt  fA^*)  begegnet,  liegen 
also  immer  auf  derselben  Seite  von  der  Tangente  t^,  und 
'  der  eine  von  ihnen  (m')  steht  doppelt  so  weit  von  t^  ab,  wie 
der  andere  (tn) ;  letzterer  ist  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 
i^^,  der  in  der  Schmiegungsebene  £  enthalten  ist. 

Wir  können  diesen  Kegelschnitt  fA(^>  und  seine  Ebene  fi 
näher  bestimmen  bei  den  verschiedenen  Gattungen  der  Raum- 
kunre  C^^\  Am  einfachsten  gestaltet  sich  dies  Verhalten 
bei  der  kubischen  Parabel;  dieselbe  hat  die  unendlich-ent- 
fernte Ebene  s^  zur  Schmiegungsebene;  alle  übrigen  Schmie- 
gnngsebenen  schneiden  also  s^  in  Geraden,  welche  einen 
unendlich-entfernten  Kegelschnitt   fg^  umhüllen;  jede   Tan- 
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gente  desselben  ist  aber  auch  Tangente  desjenigen  Kegel- 
schnitts a^*),  welcher  in  einer  Schmiegnngsebene  a  enthalten 
ist^  die  durch  jene  Tangente  geht,  und  da  ein  Kegelschnitt; 
für  welchen  die  unendlich -entfernte  Gerade  seiner  Ebene 
Tangente  ist,  notwendig  eine  Parabel  sein  mufs,  deren  Mittel- 
punkt der  Berührungspunkt  im  Unendlichen  ist;  so  folgt: 

Bei  der  kubischen  Parabel  sind  die  in  den 
Schmiegungs  ebenen  enthaltenen  Kegelschnitte 
sämtlich  Parabeln;  ihre  Mittelpunkte  liegen  auf 
der  unendlich-entfernten  Geraden^  welche  Tan- 
gente der  kubischen  Parabel  ist  in  ihrem  einzigen 
unendlich-entfernten  Punkte. 

Die  kubische  Ellipse  wird  von  der  Ebene  e^  nur  in- 
einem  reellen  Punkte  a„  geschnitten ,  die  beiden  andern 
unendlich-entfernten  Punkte  derselben  sind  konjugieri-ima- 
ginär.  Wir  wissen  daher  aus  dem  Obigen  ^  dafs  für  die  in 
^00  licgei^clG  Gerade  gT,  welche  die  Schnittlinie  zweier  Schmie- 
gungsebenen  ist,  und  die  wir  oben  zu  konstruieren  gelehrt 
haben,  diese  beiden  Schmiegungsebenen  reell  sein  müssen;  die 
kubische  Ellipse  hat  also  zwei  reelle  parallele  Schmiegongs- 
ebenen; die  vierte  harmonische  zu  diesen  beiden  und  £  za- 
geordnete  ist  mithin  eine  solche  Ebene ;  welche  parallel  ist 
zu  den  beiden  parallelen  Schmiegungsebenen  und  von  ihnen 
gleich  weit  absteht;  dies  ist  die  Ebene  ^;  der  in  ihr  li^ende 
Mittel punktskegelschnitt  ^^^^  mufs  gf  in  denjenigen  beiden 
Punkten  schneiden,  in  welchen  diejenigen  beiden  Kegelschnitte 
gt  berühren,  die  in  den  parallelen  Schmiegungsebenen  enthalten 
sind;  folglich  ist  der  Mittelpunktskegelschnitt  /u<*)  notwendig 
Hyperbel;  also  unter  den  in  den  Schmiegungsebenen  der 
kubischen  Ellipse  enthaltenen  Kegelschnitten  kommen  zwei 
Parabeln  vor,  nämlich  diejenigen,  welche  in  den  beiden 
parallelen  Schmiegungsebenen  enthalten  sind. 

Wir  wissen  femer  aus  dem  Früheren,  dafs  jede  durch 
die  Schnittlinie  gf  zweier  reellen  Schmiegungsebenen  gelegte 
Ebene  der  Raumkurve  nur  in  einem  reellen  Punkte  begeg- 
net; die  Punkte  der  Raumkurve  werden  also  durch  «he 
beiden  parallelen  Schmiegungsebenen  x^  und  n^  in  zwei 
Gruppen  zerlegt,  solche,  die  zwischen  denselben  li^en,  und 
solche,  die  aufserhalb  derselben  Hegen.    Irgend  eine  Schmie- 
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gungsebene  |  schneidet  tc^  und  n^  in  zwei  parallelen  Tan- 
genten des  Kegelschnitts  £(');  ihr  Berührungspunkt  x  liegt 
eben&Us  auf  dem  Kegelschnitt  S^^;  Hegt  derselbe  zwischen 
7t ^  und  ?r«;  so  mufs  bekanntlich  der  Kegelschnitt  g^*)  Ellipse 
sein^  liegt  dagegen  j:  aufserhalb  der  Ebenen  tc^  n^  (d.  h. 
trennt  er  dieselben  nicht);  so  mufs  der  Kegelschnitt  6<*>  Hy- 
perbel sein  (Th.  d.  K.  S.  116).  Der  variable  Punkt  jr  der  kubischen 
Ellipse  tritt  aber  aus  dem  einen  Raumgebiet  zwischen  den 
parallelen  Ebeneii  ^»  und  n^  in  das  andere  Raumgebiet  aufser- 
halb  derselben  zweimal  über  durch  die  beiden  Berührungspunkte 
der  Schmiegungsebenen  %^  und  ?r«;  die  in  diesen  beiden 
Schmiegungsebenen  enthaltenen  Kegelschnitte  sind  daher  die 
beiden  einzigen  Parabeln,  welche  eine  Gruppe  Ellipsen  von 
einer  Gruppe  Hyperbeln  trennen;  und  die  Mittelpunktshyperbel 
/i^>,  deren  unendlich-entfernte  Punkte  die  Mittelpunkte  der 
beiden  Parabeln  sind;  enthält  daher  auf  einem  ihrer  Zweige 
die  Mittelpunkte  sämtlicher  Ellipsen,  auf  dem  andern  die 
Mittelpunkte  sämtlicher  Hyperbeln  |^*J. 

Wir  können  also  folgendes  Resultat  aussprechen: 
Die  kubische  Ellipse  hat  zwei  (reelle)  parallele 
»Schmiegungsebenen  ä«  und  n^\  di^in  denselben  ent- 
haltenen  Kegelschnitte   (welche   von    den    Durch- 
schnittslinien   mit    der    Gesamtheit    der    Schmie- 
gungsebenen umhüllt  werden)  sind  zwei  Parabeln; 
die    in    allen  übrigen  Schmiegungsebenen   enthal- 
tenen Kegelschnitte  zerfallen  in  eine  Gruppe  El- 
lipsen und   eine  Gruppe  Hyperbeln,   welche  durch 
jene  beiden  Parabeln  von  einander  getrennt  werden. 
Diejenigen  Punkte  der  kubischen  Ellipse,  welche 
zwischen  7i^   und    n^    liegen;   haben  Schmiegungs- 
ebenen;   in    denen    Ellipsen    enthalten    sind;    d-ie- 
jenigen  Punkte  der  kubischen  Ellipse;  welche  nicht 
zwischen   n^   und  %j,   liegen;   haben    Schmiegungs- 
ebenen,  in  denen   Hyperbeln  enthalten  sind.     Die 
Mittelpunkte  sämtlicher  in  den  Schmiegungsebenen 
der    kubischen    Ellipse  enthaltenen   Kegelschnitte 
liegen    auf    einer    ebenen    Hyperbel  jü^^;     der    eine 
Zweig    derselben    enthält    die    Mittelpunkte    aller 
Ellipsen,  der  andere  die  Mittelpunkte  aller  Hyper- 
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beln;  die  beiden  unendlich-entfernten  Punkte  der 
Hyperbel  (i^^  sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  Pa- 
rabeln. Die  Ebene  der  Hyperbel  fi^'^  läuft  parallel 
den  beiden  parallelen  Schmiegungsebenen  ar^  und 
9r^  und  steht  von  ihnen  gleich  weit  ab. 

Wir  bemerken  noch,  dafs,  wenn  wir  einen  beliebigen 
Punkt  0  der  Raumkurve  (kubischen  Ellipse)  mit  allen  übrigen 
Punkten  derselben  durch  Strahlen  verbinden^  der  von  diesen 
Strahlen  gebildete  Kegel  o^^^  die  durch  o  und  p^  gelegte 
Ebene  in  einem  imaginären  Linienpaar  schneiden  mulk,  weil 
jede  durch  g*^  gelegte  Ebene  nur  in  einem  reellen  Punkte 
der  Baumkurve  begegnet;  die  Ebene  fi,  welche  zu  [0^71 
parallel  ist,  mufs  daher  den  Eegel  o^^^  in  einer  Ellipse 
schneiden.    Wir  können  also  sagen: 

Die  Mittelpunktsebene  ft  schneidet  alle  Kegel 
o^^\  welche  durch  die  kubische  Ellipse  gelegt  wer- 
den können;  in  Ellipsen. 

Die  kubische  parabolische  Hyperbel  hat  drei  unendlich- 
entfernte  Punkte ;  von  denen  zwei  b«  «»  c«  zusammenfallen 
auf  eine  ganz  in  der  unendlich-entfernten  Ebene  e^  liegende 
Gerade  t^,  welche  Tangente  der  Raumkurve  ist,  während 
der  dritte  unendlich-entfernte  Punkt  a^  isoliert  liegt.  Der 
Berührungspunkt  b^  der  Baumkurve  mit  t^  hat  eine  be- 
stimmte im  Endlichen  verlaufende  Schmiegungsebene  ß]  der 
in  derselben  enthaltene  Kegelschnitt  ß^^^  mufs  offenbar  Parabel 
sein,  weil  er  t^  in  b^  berührt.  Jede  andere  Schmiegungs- 
ebene £  schneidet  aber  die  festgehaltene  Schmiegungsebene  ß 
in  einer  Geraden,  welche  auch  den  Kegelschnitt  |^>  berührt, 
und  zwar  liegt  der  Berührungspunkt,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  auf  der  festen  Tangente  t^,  welche  in  der  Schmiegungs- 
ebene ß  liegt;  folglich  ist  der  Kegelschnitt  if*\  den  die  ver- 
änderliche Schmiegungsebene  6  enthält,  immer  Hyperbel,  weil 
er  immer  eine  im  Unendlichen  berührende  Tangente  hat,  und 
geht  nur  einmal  in  die  Parabel  ^W  aber  für  die  Schmiegungs- 
ebene ß  selbst  Die  oben  ermittelte  Gerade  g"^  in  der  Ebene 
«00  koinzidiert  in  diesem  Falle  mit  der  Tangente  i^,  weil 
durch  t^  die  beiden  einzigen  zusammenfallenden  Schmiegungs- 
ebenen ß  gehen;  die  vierte  harmonische  zu  «»  zugeordnete 
Ebene  mufs  daher,  weil  zwei  zugeordnete  von  vier  harmoni- 
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sehen  Ebenen  zusammenfallen,  auch  in  diese  Ebene  hinein- 
fallen; die  Mittelpunktsebene  ft  koinzidiert  also  mit  der 
Schmiegungsebene  ß,  und  der  Mittelpunktskegelschnitt  fA<')  in 
dieser  Ebene  mu&  auch  eine  Parabel  sein,  welche  t,  in  dem- 
selben  Punkte  b^  berührt,  wie  die  Parabel  /J^*>. 

Eine  weitere  Beziehung  zwischen  diesen  beiden  Parabeln 
/t<'>   und  ^<*)   in  derselben  Ebene   erkennen  wir,    wenn  wir 
nunmehr  die  Schmiegungsebene  a  in  dem  einzelnen  unend- 
lich-entfernten Punkte  a„  der  kubischen  parabolischen  Hy- 
perbel betrachten.   Diese  Schmiegungsebene  a  mufs  auch  eine 
Hyperbel  enthalten,  von  der  a^  der  eine  unendlich-entfernte 
Punkt  ist,  dessen  Tangente  ta  an  der  Raumkurve  also  eine 
Asymptote  der  Hyperbel  ist;  wenn  a  und  ß  sich  in  der  Ge- 
raden s  schneiden,  so  berühren  die  beiden  Kegelschnitte :  die 
Hyperbel  a^*^    und   die    Parabel  ^^*>,   die  Gerade   s  in   zwei 
Punkten,  von  denen  der  erste  der  Schnittpunkt  von  s  mit  tß, 
der  andere  der  Schnittpunkt  von  s  mit  ta  ist,  wie  wir  wissen; 
nun  ist  aber  t^i »»  t^  ganz  im  Unendlichen  gelegen,  folglich 
gehen  aus  dem  Schnittpunkt  von  s  und  ta  zwei  Tangenten 
an  die  Hyperbel,  die  beide  im  Unendlichen  berühren,   d.  h. 
die    beiden  Asymptoten   der  Hyperbel   sind;    daher   ist   der 
Schnittpunkt  (s,  ta)  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  «<*>  und 
liegt  mithin  auf  der  Mittelpunktsparabel  ft^^)  und  gleichzeitig 
auf  der  Parabel  ß^^.     Die  Tangente  s  in  diesem  Punkte  der 
Parabel  ß^^^  wird  gleichzeitig  die  Mittelpunktsparabel  ft^')  in 
demselben  Punkte  berühren;  denn  es  kann  in  der  Geraden  s 
aufser  dem  Punkte  {s,  ta)  keinen  zweiten  Punkt  geben,  welcher 
Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  S<^)  wäre;  bewegen  wir  näm- 
lich auf  s  einen  veränderlichen  Punkt  j:  und  legen  aus  j:  die 
Tangenten  Xa  und  Xß  an  die*  Hyperbel  a<^)  und  die  Parabel 
ß<^^,   80   bestimmen  Xa  und  Xß  eine  Schmiegungsebene  i  und 
sind    Tangenten   der   in   ihr  enthaltenen  Hyperbel   g^'^    die 
BerQhmngspunkte  dieser  Tangenten  liegen  aber  auf  ta  und  tfi 
sollte  also  j:  der  Mittelpunkt  einer  Hyperbel  |<')  sein  können, 
so   müfsten  Xa  und  Xß  ihre  Asymptoten  sein,  d.  h.  die  Be- 
rührungspunkte im  Unendlichen  haben.    Nun  schneidet  aber 
jede   Tangente  Xa  der  Hyperbel  a<*J  die  feste  Asymptote  ta 
in  einem  endlichen  Punkte,  also  kann  j:  niemals  Mittelpunkt 
der  Hyperbel  g^')  sein,  aufser  in  dem  einzigen  Falle,  wenn  j: 
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in  den  Schnittpunkt  {Sj  ta)  gelangt;  es  folgt  hieraus;  dats  s  den 
Mittelpuuktskegelschnitt  fi^^)  im  Punkte  {$,  ta)  berühren  mufs 
w.  z.  b.  w.  Die  beiden  Parabeln  ^^^^  und  j8<*>  haben  daher 
eine  doppelte  reelle  Berührung ;  von  den  beiden  Berührungs- 
punkten ist  der  eine  der  unendlich-entfernte  Punkt  i^  (d.  h. 
die  Axen  beider  Parabeln  sind  parallel);  der  andere  der  end- 
liche Punkt;  in  welchem  die  im  Endlichen  liegende  Asymptote 
ta  der  Schmiegungsebene  ß  begegnet.  Wir  können  demnach 
folgendes  Resultat  aussprechen: 

Die  kubische  parabolische  Hyperbel  hat  eine 
unendlich- entfernte  Tangente  t^i.=  t^  und  einen 
unendlich-entfernten  Punkt  a«;  dessen  Tangente 
(Asymptote)  ^a  iin  Endlichen  liegt.  Die  in  dem  dop- 
pelten unendlich  -  entfernten  Punkte  b„  gelegte 
Schmiegungsebene/),  welche  im  Endlichen  liegt  und 
zu  ihrer  unendlich-entfernten  Geraden  t^  hat;  be- 
gegnet der  Asymptote  ta  in  dem  endlichen  Punkte  !„. 
Sämtliche  Schmiegungsebenen  £  der  kubischen 
parabolischen  Hyperbel  enthalten  alsKegelschnitte 
S^^)  Hyperbeln;  mit  Ausnahme  der  einzigen  Schmie- 
gungsebene ß,  welche  eine  Parabel  ß^^^  enthalt 
Die  Mittelpunkte  sämtlicher  Hyperbeln  S^^)  liegen 
auf  einer  Parabel  ft^^^  in  der  Schmiegungsebene  ß, 
und  die  beiden  Parabeln  fi^^^  und  ß^^^  haben  eine 
reelle  doppelte  Berührung  einmal  in  dem  end- 
lichen Punkte  to;  in  welchem  sie  von  der  Schnitt- 
linie \aß\  berührt  werden;  und  zweitens  in  dem 
unendlich -entfernten    Punkte    b^,    nach     welchem 

(Ja  f 

beide  Parabelaxen  hingehen. 

Wir  bemerken  noch,  dais«wenn  wir  von  einem  beliebigen 
Punkte  0  der  kubischen  parabolischen  Hyperbel  den  Kegel 
o(^>  durch  dieselbe  legen,  die  Ebene  [ot^]  allemal  eine  Be- 
rührungsebene desselben  sein  mulS;  dessen  Berühruugsstrahl 
|ob„ I  ist ;  die  mit  der  Ebene  [o  t^]  parallele  Ebene  ft  oder  ß  wird 
also  von  dem  Kegel  o^^^  allemal  in  einer  Parabel  geschnitten, 
deren  unendlich-entfernter  Punkt  derselbe  b„  bleibt^  also: 

Sämtliche  Kegel  o(^^    welche    durch  eine  kubi 
sehe  parabolische  Hyperbel  gelegt  werden  können, 
schneiden  die  Schmiegungsebene  ß  (oder  fi)  in  Pa- 
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rabelu^    welche    denselben    unendlich- entfernten 
Funkt  (b^)  haben. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  die  Untersuchung  der  allgemeinen 
kubischen  Hyperbel  übrig,  welche  drei  getrennt  liegende  unend- 
lichentfernte Punkte  a^  b^  c«  besitzt;  wir  bestimmen  zunächst 
die  Gerade  g"^,  nämlich  die  harmonische  Polare  des  Punktes 
c*    in   Bezug  auf  das   Dreieck  a^  b^  c^,  wo  c*    den  Durch- 
scbnittspunkt  der  drei  Schmiegungsebenen  cc  ß  y  der  Punkte 
a^  ^00  c«  bezeichnet;  c*  mufs,  wie  wir  wissen,  in  «^  liegen. 
Die    Gerade  g"^  ist   die  Axe  einer  elliptischen  Ebeneninvo- 
lution,  deren  reelle  Konstruktion  oben  gegeben  ist  (S.  282) ; 
sie  vertritt  die  beiden  konjugiert -imaginären   Schmiegungs- 
ebenen;   welche    durch   g"^    gehen;    die    kubische   Hyperbel 
hat    also   keine  zwei  parallelen  Schmiegungsebenen.     Wenn 
aber   ii^end   eine  Schmiegungsebene  g   der  Geraden   gf   in 
einem    Punkt«   jc^  begegnet   und   die    Ebeneninvolution    g'^ 
in  einer  elliptischen  Strahleninvolution  schneidet,  so  vertritt 
dieselbe  das  konjugiert-imaginäre  Tangentenpaar,  welches  sich 
aus   x'^  an  den  Kegelschnitt  £(^^   legen  läfst.    Hieraus  folgt, 
dafs  der  Kegelschnitt  i^^^  notwendig  eine  Hyperbel  sein  mufs, 
denn  ein  Kegelschnitt,  an  welchen  aus  einem  unendlich-ent- 
fernten Punkte  seiner  Ebene  zwei  konjugiert-imaginäre  Tan- 
genten gehen,  muls  immer  eine  Hyperbel  sein,  weil  durch  jeden 
unendlich-entfernten  Punkt  in  der  Ebene  einer  Ellipse  oder  Pa- 
rabel ein  reelles  Tangentenpaar  geht.    Wir  schliefsen  hieraus, 
dafs  die  Kegelschnitte  l^^^,  welche  in  allen  Schmiegungsebenen 
einer  kubischen  Hyperbel  enthalten  sind,  notwendig  Hyperbeln 
sein  müssen.  Die  Mittelpunkte  dieser  Hyperbeln  liegen,  wie  wir 
wissen,  auf  einem   Kegelschnitte  fi^^^  in  derjenigen  Ebene  /ü 
durch  g"^,  welche  in  der  bekannten  elliptischen  Ebeneninvo- 
lution  g'^i  zu  der  gegebenen  Ebene    e^   konjugiert  ist,    d.  h. 
von  den  beiden  Potenzebenen  dieser  Ebeneninvolution  gleich 
weit  absteht,  indem  alle  parallel  sind  (durch  ^"[^  gehen).    Da 
unter   den  Hyperbeln  S^^)  niemals  eine  Parabel  vorkommen 
kann^  weil  sonst  von  einem  Punkte  j:  der  g"^  ein  reelles  Tan- 
gentenpaar an   den   Kegelschnitt  S(^>  möglich  wäre,  so  kann 
auch  kein  Punkt  des  Mittelpunktkegelschnittes  fi^^^im  Unend- 
lichen liegen ;  dieser  mufs  daher  eine  Ellipse  sein.   Wir  haben 
also  folgendes  Ei^ebnis: 
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Die  kubische  Hyperbel  bat  keine  zwei  parallelen 
Scbmiegungsebenen.  Die  sämtlicben  in  denSchmie- 
gungsebenen  enthaltenen  Kegelschnitte  1^')  sind 
Hyperbeln;  ihre  Mittelpunkte  liegen  auf  einer 
ebenen  Ellipse.  Die  Ebene  dieser  Ellipse  steht 
gleich  weit  ab  von  den  beiden  Potenzebenen  der- 
jenigen Ebeneninvolution,  deren  Axe  ^"^  ist,  die- 
jenige Gerade  in  der  unendlich-entfernten  Ebene, 
durch  welche  zwei  konjugiert-imaginäre  Scbmie- 
gungsebenen der  kubischen  Hyperbel  gehen,  die 
durch  die  elliptische  Ebeneninvolution  vertreten 
werden. 

Jede  Ebene  durch  g'l  mufs,  wie  wir  wissen  (S.  292),  der 
kubischen  Hyperbel  in  drei  reellen  Punkten  begegnen,  weil 
g'l  die  Durcbschnittslinie  zweier  konjugiert-imaginären  Scbmie- 
gungsebenen derselben  ist;  insbesondere  wird  also  auch  die 
Ebene  ft  der  Mittelpunktsellipse  die  kubische  Hyperbel  in 
drei  reellen  Punkten  treffen.  Verbinden  wir  ii^end  einen 
Punkt  0  der  kubischen  Hyperbel  mit  sämtlichen  Punkten 
derselben  durch  Strahlen,  so  bilden  diese  einen  Kegel  o^'*; 
die  Ebene  durch  o  und  g^  ,  welche  der  Baumkurve  an&er 
in  0  in  zwei  reellen  Punkten  begegnet,  wird  den  Kegel  o^ 
in  einem  reellen  Strahlenpaar  schneiden  müssen,  also  wird 
die  mit  ihr  parallele  Ebene  fi  offenbar  den  Kegel  o^^  in 
einer  Hyperbel  schneiden,  d.  h.: 

Sämtliche  Kegel  o^'^  welche  durch  eine  kubi- 
sche Hyperbel  gelegt  werden  können,  schneiden 
die  Ebene  (i  der  Mittelpunktsellipse,  ft<'>,  in  Hy- 
perbeln, welche  durch  drei  reelle  Punkte  gehen. 

§  39.    Durchmesaer  einer  Baumkurve  dritter  Ordnung. 

Wir  haben  oben  (S.  263)  unter  den  Hyperboloiden,  welche 
durch  eine  Raumkurve  3.  0.  gelegt  werden  können,  solche 
hervorgehoben,  die  als  Erzeugnis  zweier  projektivischen 
Ebenenbüschel  auftreten,  deren  Axen  zwei  Tangenten  ta  und 
tt  in  zwei  beliebigen  Punkten  a,  b  der  Baumkurve  sind,  and 
deren  je  zwei  entsprechende  Ebenen  durch  einen  veränder- 
lichen Punkt  j:  der  Raumkurve  gehen;  in  zwei  solchen  Ebenen- 
büscheln entsprechen  insbesondere  den  Ebenen: 
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[taii]    und    [ito] 
die  Schmiegungsebenen: 

r^     und     Ta , 
welche  durch  die  Tangenten  t^  und  ta  gehen ;  die  Schnittlinien : 

sind  daher  zwei  Erzeugende  derjenigen  Regelschar  des  Hyper- 
boloids, von  welcher  jeder  Strahl  der  Raumkurve  nur  in  einem 
Punkte  begegnen  kann.  Alle  Erzeugenden  der  andern  Regel- 
schar^  welche  der  Raumkurve  in  je  zwei  Punkten  begegnen 
(Sekanten  sind)^  müssen  daher  ga  und  gf,  treffen  und  zwei 
projektivische  Punktreihen  auf  ihnen  ausschneiden. 

Wir  wissen  ferner  (S.  235),  wenn  wir  auf  einem  durch 
eine  Raumkurve  C<'>  gelegten  Hyperboloid  diejenige  Regel- 
schar auffassen,  deren  Erzeugende  der  Raumkurve  in  je  zwei 
Punkten  begegnen,  und  wir  dieselben  mit  irgend  einer  festen 
Sekante  |ab|  der  Raumkurve  verbinden,  dafs  die  dadurch 
erhaltenen  Ebeneupaare  eine  Involution  bilden.  Diese  Ebenen- 
yivolution  ist  in  unserem  Falle  eine  hyperbolische,  deren 
Doppelebenen 

[b^a]    und    [a^bj 
sind,   folglich   werden   auf  jeder   Sekante   der   Raumkurve, 
welche  g^  und  gt,   trifft,   die   beiden  Trefl^unkte  durch  die 
beiden  Punkte  der  Raumkurve  harmonisch  getrennt 

Wenn  es  nun  insbesondere  gelingt,  die  Punkte  a  und  b 
anf  der  Raumkurve  (P^  so  zu  wählen,  dafs  eine  von  den 
beiden  Geraden  ga  oder  g^  ganz  in  die  Unendlichkeit  gelangt, 
dann  mufs  die  andere  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  die 
durch  ihre  Punkte  gehenden  Sekanten  der  Raumkurve  in 
diesen  Punkten  halbiert  werden;  eine  solche  Gerade  kann  in 
gewissem  Sinne  ein  Durchmesser  der  Raumkurve  ge- 
nannt werden,  weil  ihre  Punkte  die  Mitten  für  die  Sekanten 
sind,  welche  durch  dieselben  gehen;  die  Sekanten  selbst 
bilden  ein  hyperbolisches  Paraboloid  (§  29),  auf  welchem 
die  Raumkurve  liegt. 

Der  gesuchte  besondere  Fall  bietet  sich  unmittelbar  dar 
bei  der  kubischen  Parabel,  deren  unendlich-entfernter  Punkt 
a^  zur  Schmiegungsebene  die  unendlich-entfernte  Ebene  a^  hat. 
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Nehmen  wir  bei  der  kubischen  Parabel  für  a  den  unendlich- 
entfernten  Punkt  ci^,  so  wird  ta=cc^,  und,  da  g^  in  Tq  liegt, 
so  geht  die  ganze  Gerade  ffa  in  die  Unendlichkeit;  für  b 
können  wir  einen  beliebigen  im  Endlichen  liegenden  Punkt  der 
kubischen  Parabel  wählen;  wir  erhalten  dadurch  folgenden  Satz: 
Wenn  wir  in  einem  beliebigenPunkte  b  der  ku- 
bischen Parabel  die  Schmiegungsebene  legen  und 
dieselbe  schneiden  lassen  von  derjenigen  Ebene, 
welche  b  mit  der  Tangente  t^  in  dem  unendlich- 
entfernten Punkte  der  kubischen  Parabel  verbin- 
det, so  ist  die  Durchschnittslinie  gt,  allemal  ein 
Durchmesser  der  kubischen  Parabel,  d.  h.  die  durch 
jeden  Punkt  der  Geraden  ^t>  gehende  Sekante  der  * 
kubischen  Parabel  wird  in  diesem  Punkte  halbiert. 

Alle  solche  Sekanten  bilden  eine  Regelschar  eines  hyper- 
bolischen Paraboloids^  welches  durch  die  Raumkurve  und  die 
beiden  Tangenten  t^  und  tf,  gelegt  werden  kann,  und  be- 
gegnen derjenigen  Geraden  g^^  in  welcher  die  durch  den  Punkt 
a„  der  kubischen  Parabel  und  tf^  gelegte  Ebene  die  unendlich- 
entfernte Ebene  e^  schneidet.  Verändern  wir  den  Punkt  b 
auf  der  kubischen  Parabel,  so  bleiben  die  Durchmesser,  deren 
jeder  durch  einen  Punkt  der  kubischen  Parabel  geht,  parallel 
der  Stellung  einer  Ebene,  deren  unendlich-entfernte  Gerade 
die  feste  Tangente  t^  in  dem  unendlich -entfernten  Punkte 
der  kubischen  Parabel  ist. 

Suchen  wir  aber  bei  den  übrigen  Gattungen  der  Raum- 
kurve 3.  O.  zwei  solche  Punkte  a  und  b  auf,  dafs  von  den 
beiden  Strahlen: 


T^a,    [Citb]\  =ga 

In,  [hta]\  =-gh  , 

einer  in  die  Unendlichkeit  geht  und  der  andere  im  Endlichen 
bleibt,  d.  h.  ein  Durchmesser  wird,  so  mufs  notwendig,  wenn 
der  Strahl  g^  in  die  Unendlichkeit  gehen  soll,  der  Punkt  a, 
welcher  auf  ihm  liegt,  auch  ein  unendlich-entfernter  Punkt 
sein  und  der  Raumkurve  angehören.  Nehmen  wir  also  dan- 
nächst  die  kubische  parabolische  Hyperbel,  welche  einen 
unendlich-entfernten  Punkt  a^  und  zwei  zusanunenfallende 
unendlich-entfernte  Punkte  b_  =  c  hat,  so  können  wir  (S.  311) 
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zwei  Cy linder  durch  dieselbe  legen;  der  eine,  welcher  a 
zum  Mittelpunkt  hat,  ist  ein  parabolischer,  enthält  einen  im 
Endlichen  verlaufenden  Cylinderstrahl  ta ,  die  Tangente  in  a^ 
oder  Asymptote,  und  eine  BerQhrungsebene  längs  desselben 
Ta,  die  im  Endlichen  liegende  Schmiegungsebene  von  a^; 
der  Berührungsstrahl  in  der  unendlich-entfernten  Ebene  s^ 
des  parabolischen  Üylinders  ist  die  Gerade  la^ob^l.  In  der 
Ebene  s^  geht  durch  b„  eine  Gerade  t^y  die  Tangente  des 
Punktes  b«,  und  durch  dieselbe  geht  eine  im  Endlichen  ver- 
laufende Ebene  r^,  die  Schmiegungsebene  in  b«.  Zweitens 
geht  durch  die  kubische  parabolische  «Hyperbel  ein  hyper- 
bolischer Cylinder,  welcher  b^  zum  Mittelpunkt  hat;  die 
beiden  unendlich-entfernten  Cylinderstrahlen  dieses  hyperboli- 
schen Cylinders  sind  i^  und  |b^a«|.  Durch  sie  gehen  also 
die  beiden  Asymptotenebenen  des  Cylinders,  von  denen  die 
eine  r^  ist,  weil  sie  BerUhruugsebene  des  üylinders  längs  des 
Cylinderstrahls  ^^  ist,  und  die  andere  |b^^^]  ist,  weil  sie  Be- 
rUhruugsebene des  Cylinders  längs  des  Cylinderstrahls  |b^a^| 
ist;  beide  Ebenen  liegen  im  Endlichen  und  schneiden  sich 
in  einer  Geraden,  welche  eine  Hauptaxe  des  hyperbolischen 
Cylinders  ist. 

Nehmen  wir  nun,  zurückkehrend  zu  der  ursprünglichen 
Frage,  für  einen  der  beiden  gesuchten  Punkte  a  und  b  den 
Punkt  a^,  und  soll  ga  in  die  Unendlichkeit  gehen,  dann  muls 
die  Ebene  [a^^a]  für  einen  noch  unbekannten  Punkt  b  der 
Kaumkurve  mit  der  Ebene  ta  parallel  sein;  beide  sind  aber 
Berühruugsebenen  eines  parabolischen  Cylinders  a^^  und  r^  ist 
eine  im  Endlichen  verlaufende  BerUhruugsebene  desselben; 
folglich  mufs  [a^^a]  die  unendlich-entfernte  Berührungsebene 
*»  ^^  parabolischen  Cylinders  sein,  mithin  b  =  b„.  In 
diesem  Falle  müssen  also  beide  gesuchten  Punkte  die  unend- 
lich-entfernten Punkte  a^  und  b^  der  kubischen  parabolischen 
Hyperbel  sein,  und  für  gf,  erhalten  wir  eine  endliche  Gerade, 
nämlich  die  Schnittlinie  der  Schmiegungsebene  Xf,  mit  der- 
jenigen Ebene,  welche  durch  die  endliche  Asymptote  ta  und 
b^  gelegt  werden  kann,  d.  h.  nach  dem  Obigen  die  im  End- 
lichen verlaufende  Hauptaxe  des  hyperbolischen  Cylinders, 
welcher  durch  die  kubische  parabolische  Hyperbel  gelegt 
werden  kann. 
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Nehmen  wir  dagegen  zweitens  für  einen  der  beiden  ge- 
suchten Punkte  a  und  b  den  Punkt  b«  =  b  und  verlangen, 
dafs  ^b  ui  die  Unendlichkeit  gehe^  so  müfste  die  Ebene  [bja] 
mit  der  Ebene  tb  parallel  werden,  wo  a  einen  noch  unbe- 
kannten Punkt  der  Raumkurve  bezeichnet.  Von  diesen  beiden 
Ebenen  ist  aber  die  letztere  eine  Äsymptotenebene,  die  erstere 
eine  Berührungsebene  des  hyperbolischen  Cylinders  b^S  und 
keine  Berührungsebene  kann  mit  einer  Asymptotenebene 
parallel  laufen,  aufser  letztere  selbst;  es  müfste  daher  a  mit 
b^  zusammenfallen,  was  zu  einem  illusorischem  Ergebnis  flQhrt. 

Wir  haben  also»hier  folgendes  Resultat: 

Die  kubische  parabolische  Hyperbel  hat  nur 
einen  reellen  Durchmesser,  d.  h.  eine  solche  Ge- 
rade (^b)>  von  welcher  jeder  Punkt  die  Mitte  der 
Sekante  ist,  die  sich  von  ihm  aus  durch  die  Raum- 
kurve legen  läfst.  Dieser  Durchmesser  ist  die 
Schnittlinie  der  beiden  Äsymptotenebenen  des- 
jenigen hyperbolischen  Cylinders,  welcher  allein 
durch  die  parabolische  Hyperbel  sich  legen  lafsi 
Die  sämtlichen  Sekanten  der  Raumkurve,  welche 
durch  diesen  Durchmesser  halbiert  werden,  laufen 
parallel  der  endlichen  Schmiegungsebene  (r«)  in 
dem  einfachen  unendlich  -  entfernten  Punkte  der 
kubischen  parabolischen  Hyperbel  oder  der 
Schmiegungsebene  durch  die  einzige  Asymptote 
der  Raumkurve. 

Erörtern  wir  nun  die  vorliegende  Frage  für  den  Fall 
der  kubischen  Ellipse,  auf  welcher  zwei  Punkte  a  und  b  so 
zu  ermitteln  sind,  d^fs  von  den  beiden  Geraden: 

die  eine  ganz  in  die  Unendlichkeit  geht;  sei  dieselbe  jr«,  so 
mufs  a  BS  a^  der  einzige  reelle  unendlich  •  enif ernte  Punkt 
der  kubischen  Ellipse  sein;  er  ist  der  Mittelpunkt  des  (ein- 
zigen) elliptischen  Cylinders,  welcher  sich  durch  die  kubische 
Ellipse  legen  läfst;  die  Tangente  der  kubischen  EUipse  im 
Punkte  a,  ist  ein  Cyhnderstrahl  ta,  und  die  Berührungsebene 
des  Cylinders  längs  dieses  Strahles  ist  ta,   die  Schmiegungs- 
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ebene  in  a«.  Da  g^,  ganz  in  die  Unendlichkeit  gehen  soll; 
so  mufs  die  Ebene  [aoo^t]  ^^^  ^a  parallel  sein;  die  Ebene 
[ctx>^b]  ist  aber  eine  Berührungsebene  des  Cylinders,  weil  sie 
durch  eine  Tangente  h  in  einem  noch  unbekannten  Punkte 
b  der  Baumkurve  geht.  Es  giebt  zu  r«  nur  eine  parallele 
Berührungsebene  des  Cylinders;  diese  berührt  längs  des  dia- 
metral zu  ta  liegenden  Cylinderstrahles,  und  dieser  Cylinder- 
strahl  kann  der  Baumkurre  (aufser  in  a«)  nur  noch  in  einem 
einzigen  Punkte  b  begegnen.  Dadurch  ist  der  Punkt  b  ge- 
funden; die  Tangente  t^  mufs  in  der  zu  x^  parallelen  Be- 
rührungsebene des  Cylinders  liegen,  welcher  allein  durch  die 
kubische  Ellipse  gelegt  werden  kann.  Wir  können  aber  den 
Punkt  b  auch  noch  anders  bestimmen. 

Denken  wir  uns  nämlich  in  b  die  Schmiegungsebene  ra 
konstruiert,  welche  durch  ^a  geht,  so  schneidet  sie  x^  in  einer 
zu  ^b  parallelen  Geraden  ^a,  also  f^  *=  |  t^a^b  |.  Die  Schnitt- 
linie zweier  Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve  berührt 
immer  die  beiden  Kegelschnitte,  welche  in  diesen  Schmie- 
gungsebenen enthalten  sind.  Nennen  wir  den  in  der  Ebene 
Tb  enthaltenen  Kegelschnitt  /3('>,  so  sind  U  und  ti  zwei  par- 
allele Tangenten  des  Kegelschnitts  /)(');  die  eine  ti  berührt 
ihn  in  b,  die  andere  in  demjenigen  Punkte  der  Schnittlinie 
l^a^bU  ^^  welchem  die  Tangente  des  Punktes  a«,  d.  h.  die 
Gerade  ta  ihr  begegnet;  der  Schnittpunkt  {x^tc)  «»  b'  ist  also 
der  Berührungspunkt  mit  i%.  Die  Verbindungslinie  |bb'|  ist 
ein  Durchmesser  des  Kegelschnitts  /)<%  die  Mitte  m  zwischen 
bb'  der  Mittelpunkt  desselben.  Betrachten  wir  femer  den 
Kegelschnitt  a^*\  welcher  in  der  Schmiegungsebene  Xa  ent- 
halten ist;  da  derselbe  durch  a»  geht,  so  ist  er  eine  Hyperbel 
und  die  Tangente  in  aoo>  d.  h.  t^^  eine  Asymptote  derselben; 
andererseits '  berührt  die  Hyperbel  a<^)  die  Schnittlinie 
liTaTbl  «»  ib  ^  demjenigen  Punkte,  in  welchem  die  Tangente 
h  sie  schneidet;  t\,  und  i^  sind  aber  parallel,  folglich  liegt 
der  Berührungspunkt  im  Unendlichen,  also  ist  ^5  die  zweite 
Asymptote  der  Hyperbel  a('>;  beide  Asymptoten  schneiden 
sich  in  ihrem  Mittelpunkt;  folglich  ist  b'  »»  {ßapi)\  der  Mittel- 
punkt der  Hyperbel  aS^^.  Wir  haben  also  als  Mittelpunkte 
der  beiden  in  den  Schmiegungsebenen  t^  und  r^  enthaltenen 
Kegelschnitte  die  Punkte  b'  und  in  gefunden.    Nun  wissen 
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wir^  dafs  die  Mittelpunkte  aller  in  den  Sehmiegungsebenen 
enthaltenen  Kegelschnitte  auf  einem  beHÜmmten  Mittelpunkts- 
kegelschnitte (x^^  liegen;  die  Ebene  fi  dieses  Kegelschnitts 
geht  also  auch  hier  durch  die  Punkte  m  und  b',  enthält  also 
diese  Gerade  ganz^  folglich  auch  den  Punkt  h,  für  welchen 
b'  m  =  inb  ist.  Andererseits  wissen  wir,  dafs  die  Ebene  fi, 
welche  bei  der  kubischen  Ellipse  die  Mittelpunkte  aller  in 
den  Sehmiegungsebenen  der  Raumkurve  enthaltenen  Kegel- 
schnitte auf  einer  Hyperbel  f((^>  enthält,  der  Raumkarre  nnr 
in  einem  einzigen  reellen  Punkte  begegnen  kann,  weil  sie  durch 
die  Schnittlinie  g'^  zweier  reellen  Sehmiegungsebenen  der- 
selben geht;  folglich  ist  der  Punkt  b  der  kubischen  Ellipse 
derjenige,  in  welchem  die  Mittelpunktsebena  fi  ihr  begegnet. 

Die  beiden  gesuchten  Punkte  a»  und  b  sind  demnach 
ermittelt;  und  die  Gerade  g^,  welche  Durchmesser  der  kubi- 
schen Ellipse  wird;  ist  die  Schnittlinie  von  r^  mit  [iia]y  d.  h. 
der  Durchmesser  |bb'|  des  Kegelschnitts  ß^^\  Wir  können 
daher  folgendes  Kesultat  aussprechen: 

Die  kubische  Ellipse  hat  einen  reellen  Durch- 
messer,  welcher  durch  denjenigen  Punkt  b  der- 
selben geht,  in  dem  sie  getroffen  wird  von  der 
Ebene  fi,  die  gleicbweit  absteht  von  den  beiden 
parallelen  Sehmiegungsebenen  der  kubischen  El- 
lipse. Dieser  Durchmesser  ist  zugleich  der  durch 
b  gehende  Durchmesser  der  ebenen  Ellipse  ß^^, 
welche  in  der  Schmiegungsebene  ß  des  Punktes  b 
enthalten  ist.  (Wir  können  den  gesuchten  Durchmesser  auch 
finden  als  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte,  in  welchen 
die  Ebene  fi  der  kubischen  Ellipse  und  ihrer  Asymptote 
ta  begegnet.)  Alle  Sekanten  der  kubischen  Ellipse, 
welche  diesem  Durchmesser  begegnen,  werden  in 
den  Treffpunkten  halbiert  und  laufen  parallel  der 
Schmiegungsebene  in  dem  einzigen  nnendlich-ent- 
fernten  Punkte  der  kubischen  Ellipse;  sie  bilden 
eine  Regelschar  eines  durch  die  kubische  Ellipse 
gehenden   hyperbolischen   Paraboloids. 

Bei  der  kubischen  Hyperbel  endlich  wiederholt  sich  der- 
selbe Vorgang,  welcher  soeben  beschrieben  ist,  dreimal;  die 
kubische  Hyperbel  hat  drei  reelle  unendlich -entfernte  Punkte 
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vi«6oeCoo;  jeder  derselben  ist  der  Mittelpunkt  eines  hyperbo- 
lischen CylinderSy  welcher  durch  die  kubische  Hyperbel  geht^ 
und  auf  jedem  Gylinder  liegt  eine  Asymptote  ^a  h  t^.  Die 
vorige  Betrachtung  ist  ihrem  Wesen  nach  völlig  unabhängig 
davon  y  ob  der  durch  die  Raumkurve  gehende  Gylinder  ein 
elliptischer  oder  hyperbolischer  ist;  ihr  Ergebnis  bleibt  also 
für  die  kubische  Hyperbel  in  gleicher  Weise  bestehen;  nur 
erhalten  wir  hier  in  der  Mittelpunktsebene  fi  drei  Durch- 
schnittspunkte  Oo  ^o  ^  ^^^^  ^^^  kubischen  Hyperbel  ^  und  es  ist- 
noch  die  Zusammengehörigkeit  je  eines  dieser  drei  Punkte 
mit  einem  der  drei  unendlich -entfernten  Punkte  (taob«>  c«,  oder 
mit  einem  der  drei  hyperbolischen  Gylinder  zu  ermitteln, 
welche  durch  die  kubische  Hyperbel  gehen.  Diese  Zusammen- 
gehörigkeit wird  dadurch  ermittelt^  da(s  wir  uns  der  oben 
gefundenen  Eigenschaft  erinnern,  wonach  einer  der  drei  Punkte 
z.  B.  ao  zur  Schmiegungsebene  a  hat,  und  in  derselben  der 
Kegelschnitt  a<*)  enthalten  ist,  femer  durch  den  Punkt  ao 
nur  ein  einziger  bestimmter  Durchmesser  dieses  Kegelschnitts 
aS^  geht  und  dieser  Durchmesser  der  Asymptote  eines  be- 
stimmten  unendlich -entfernten    Punktes    a»    der   kubischen 
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Hyperbel  begegnet;  zu  dem  Punkte  ao  gehört  also  der  be- 
stimmte Punkt  aoo)  zu  bo  •  •  •  boo;  zu  c«  •  . .  c«*  Wir  haben 
also  folgendes  Resultat: 

Die  kubische  Hyperbel  hat  drei  reelle  Durch- 
messer, welche  in  derjenigen  Ebene  fi  liegen,  die 
sämtliche  Mittelpunkte  der  in  den  Schmiegungs- 
ebenen  enthaltenen  Kegelschnitte  auf  einer  El- 
lipse liegend  hat.  Die  Ebene  ^  begegnet  der  kubi- 
schen Hyperbel  in  drei  reellen  Punkten  ao  b^  Cq  und 
den  drei  Asymptoten  derselben  in  drei  Punkten 
dl  b,  C|;  die  drei  gesuchten  Durchmesser  sind  die 
Verbindungslinien  |aoai',  IbobJ,  |C(,C||.  DieZnsammen- 
gehorigkeit  der  Punkte  ag  und  a|,  bo  und  b|,  Cq  und  Ct 
ist  aber  folgende:  der  Punkt  ao  der  kubischen  Hy- 
perbel hat  eine  bestimmte  Schmiegungsebene  a^, 
in  der  eine  gewisse  Hyperbel  aS^^  enthalten  ist,  die 
von  den  Durchschnittslinien  mit  allen  übrigen 
Schmiegungsebenen  umhüllt  wird.  Diese  ebene 
Hyperbel  af^  hat  einen   bestimmten   Durchmesser, 
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welcher  durch  a»  geht,  und  dieser  is^  die  Gerade 
l^o^il;  welche  der  Asymptote  ta  in  dem  Punkte  a|, 
dem  zweiten  Endpunkte  dieses  Durchmessers  be- 
gegnet. 

Wir  können  die  im  Vorhergehenden  behandelte  Frage 
auch  noch  von  einer  andern  Seite  beleuchten  und  wollen 
hierbei  nur  an  den  Fall  der  kubischen  Hyperbel  anknüpfen, 
welcher  als  der  allgemeinste  angesehen  werden  kann;  denn 
sobald  von  den  im  allgemeinen  getrennt  liegenden  drei  unend- 
lich-entfernten Punkten  aoobooCdo  entweder  zwei  zusammenfallen 
oder  konjugiert- imaginär  werden  oder  alle  drei  zusanmien- 
fallen,  geht  aus  der  kubischen  Hyperbel  die  kubische  para- 
bolische Hyperbel  oder  die  kubische  Ellipse  oder  die  kubische 
Parabel  herror. 

Der  Durchmesser  |  Oq  cii  | »  dessen  Punkte  die  durch  dieselben 
gehenden  Sekanten  der  Kaumkurve  halbieren,  geht  durch  den 
Punkt  ao  derselben  und  enthält  weiter  keinen  Punkt  der  Baum- 
kurve.  Durch  diesen  Strahl  |aoa,  |  und  die  Baumkurve  läfst 
sich  also  (S.  233)  nur  ein  einziges  Hyperboloid  legen,  und  wir 
erhalten  deisselbe,  indem  wir  um  |ao  ai  |  eine  yeränderliche  Ebene 
drehen,  welche  allemal  aus  der  Baumkurve  eine  (nicht  durch 
Oq  gehende)  Sekante  ausschneidet;  diese  sämtlichen  Sekanten 
sind  die  Erzeugenden  einer  Begelschar  jenes  Hyperboloids; 
nun  giebt  es  eine  besondere  Ebene  durch  la^ail  und  ^«;  die 
Asymptote,  welche  in  a„  die  Baumkurve  berührt;  folglich 
ist  ta  eine  Erzeugende  unsres  Hyperboloids;  femer  liegt  |a«a|i 
in  der  Schmiegungsebene  a^  im  Punkte  Oq  der  Baumkurve, 
folglich  ist  die  Tangente  t^  im  Punkte  ao  der  Baumkurve 
eine  zweite  Erzeugende  unsres  Hyperboloids.  Wir  können 
nunmehr  dasselbe  Hyperboloid  auch  durch  zwei  Ebenenbüschel 
erzeugen,  welche  ta  und  Iq  zu  Axen  haben  und  nach  den 
Punkten  der  Baumkurve  gehen.  Verbinden  wir  ta  nnd  t^  mit 
dem  Punkte  a«  der  Baumkurve ,  so  erhalten  wir  die  Schmie- 
gungsebene ta  parallel  mit  der  Ebene  [(oCi»],  folglich  ist  die 
unendlich  -  entfernte  Qerade  der  Ebene  ta  eine  Erzeugende 
unseres  Hyperboloids,  d.  h.  dasselbe  ist  ein  hyperbolisches 
Paraboloid,  wie  wir  schon  oben  eingesehen  haben.  Da  das 
hyperbolische  Paraboloid  die  unendlich -entfernte  Ebene  in 
zwei  Erzeugenden  aus  je  einer  Begelschar  schneiden  mufs, 
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von  denen  wir  erst  eine  kennen  durch  a«;  so  mufs  die  andere 
eine  nicht  durch  a«  gehende  Sekante  der  Raumkurve  sein, 
d.h.  die  Verbindungslinie  booCoel»  denn  es  giebt  weiter  keine 
Sekante  der  Art  in  £«-  Wir  können  also  jetzt  in  noch  ein- 
facherer Art  das  hyperbolische  Paraboloid  konstruieren ,  für 
welches  die  Begelschar  von  Erzeugenden,  welche  der  Raum- 
karve  in  je  zwei  Punkten  begegnet,  ihre  Mittelpunkte  auf 
einer  Geraden  hat: 

Wenn  a«  b«  c«  die  drei  unendlich -entfernten 
Punkte  einer  Raumkurve  3.  0.  sind  und  man  die 
Tangente  in  a«  (Asymptote  ^a)  zieht,  so  lafst  sich 
durch  ta  und  die  Verbindungslinie  |b«Cao  nur  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  legen,-  auf  welchem  die 
Raumkurve  verläuft.  Die  Schar  Erzeugender  dieses 
Paraboloids,  welche  der  Raumkurve  in  je  zwei 
Punkten  begegnet,  hat  die  Mittelpunkte  dieser 
Sekanten  auf  einer  Geraden  (Durchmesser),  welche 
der  andern  Regelschar  des  Paraboloids  angehört 
und  der  Raumkurve  nur  in  einem  Punkte  (ao) 
begegnet. 

Wir  können  nunmehr  auch  leicht  a  posteriori  zu  den 
oben  gefundenen  Resultaten  zurückgelangen.  Das  durch  die 
beiden  Ebenenbüschel  mit  den  Axen  ta  und  'b«c»|  erzeugte 
hyperbolische  Paraboloid  hat  als  ein  besonderes  Paar  ent- 
sprechender Ebenen  die  Ebene  [b«CaoCi«]  =  e»  und  To  ,  also 
ist  die  unendlich -entfernte  Gerade  der  Schmiegungsebene  r^ 
eine  Erzeugende  des  Paraboloids;  wir  nennen  sie  g^.  Wenn 
wir  zu  den  beiden  Punkten  b«  c»  und  dem  Schnittpunkte 
dieser  Geraden  mit  ta  den  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Punkt  aufsuchen,  so  geht  durch  denselben  eine  einzige  be- 
stimmte Erzeugende  g^  der  andern  Regelschar  des  Parabo- 
loids, welche  der  Raumkurve  nur  in  einem  einzigen  Punkte 
0«  liegegnen  kann.  Ist  hierdurch  der  Punkt  ao  gefunden,  so 
können  wir  uns  durch  die  Sekante  {aoCi«!  der  Raumkurve 
Ebenen  paare  gelegt  denken,  welche  durch  die  Puuktepaare 
gehen,  in  denen  die  eine  Regelschar  des  Paraboloids  die 
Raumkurve  schneidet.  Diese  Ebenenpaare  müssen  eine  Ebenen- 
involution bilden ;  nun  ist  aber  das  Ebenenpaar  durch  b^  und 
Cao  ein  solches  der  Involution    angehöriges    und   die   Ebene 
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durch  ta  ist  eine  AsjmptotenebeBe  der  Inyolution^  folglich 
die  vierte  harmonische,  d.  h.  die  Ebene  durch  g^  die  andere 
Asymptotenobene;  diese  mufs  also  das  Paraboloid  in  einer 
Tangente  der  Elaumkurve  schneiden^  d.  h.  die  durch  a« 
gehende  Erzeugende  der  ersten  Regelschar  des  Paraboloids 
ist  eine  Tangeute  t^  der  Raumkurve.  Hieraus  folgt  un- 
mittelbar, dafs  die  beiden  Geraden  g^  und  g^  alle  Erzeugende 
der  einen  Regelschar  des  Paraboloids  in  Punktepaaren 
treffen,  die  harmonisch  getrennt  werden  durch  die  Pnnkte- 
paare,  in  denen  diese  Regelschar  der  Raumkurve  beg^net*, 
da  aber  g^  ganz  im  Unendlichen  liegt,  so  enthält  ^^  die 
Mittelpunkte  aller  Sekanten  der  Raumkurve  auf  dem  hyper- 
bolischen Paraboloid. 

Es  ist  ersichtlich,  wie  die  vorige  Betrachtung  sich  modi- 
fiziert, wenn  die  beiden  Punkte  ba»  und  i^  zusammenfallen 
für  die  parabolische  Hyperbel  oder  konjugiert-imaginar  wer- 
den für  die  kubische  Ellipse.  Auch  erkennen  wir,  dafs  bei 
der  kubischen  Hyperbel  drei,  bei  der  kubischen  Ellipse  nur 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  der  beschriebenen  Art  auftritt 

In  dem  Bisherigen  ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid 
von  der  Beschaffenheit  durch  eine  O^^  gelegt  worden,  dafs 
die  Regelschar,  welche  der  Raumkurve  in  Punktepaaren  be- 
gegnet, die  Mitten  ihrer  Sekanten  auf  einer  Geraden  hat 
Es  entsteht  aber  die  Frage,  ob  nicht  auch  Hyperbol<Hde 
durch  die  Raumkurve  gelegt  werden  könn^i,  deren  eine  Ragel- 
schar Sekanten  derselben  Art  auf  (7^)  ausschneidet;  solche 
lassen  sich  in  der  That  in  sehr  einfacher  Weise  ermitteln. 

Gehen  wir  wieder  von  dem  allgemeinsten  Falle  dreier 
unendlich -entfernter  Punkte  a^h»  c«  der  Raumkurve  (P^  aus, 
dann  giebt  es  einen  hyperbolischen  Cylrnder,  welcher  a«  zum 
Mittelpunkt  und  |aaob«,|,  jaooC«!  zu  zwei  unendlich- entfernten 
Cylinderstrahlen  hat  (in  dem  Falle  der  kubischen  Ellipse 
werden  diese  beiden  konjugiert -imaginär  und  der  Cyliader 
ein  elliptischer).  Dieser  Gylinder  a^^^  hat  eine  bestimmte 
Hauptaxe  a,  welche  im  Endlichen  verlauft,  den  Polarstrahl 
der  unendlich -entfernten  Ebene  £»?  welche  durch  a«  geht 
Jede  durch  a  gelegte  Ebene  schneidet  den  Gylinder  in  einem 
Paar  Parallelstrahlen,  welche  von  der  Hauptaxe  a  gleich 
weit  abstehen ,  und  dieses  Paar  Parallelstrahlen  enthalt  mithin 
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zwei   Punkte   der   Raumkurve   (P^,    deren  YerbiDdungslinie 
durch  a  halbiert  wird ;  drehen  wir  also  um  den  Strahl  a  eine 
Ebene^  so  schneidet  dieselbe  aus  der  Baumkurve  C^^^  Sekanten 
aus,  deren  Mittelpui^kte  sämtlich  auf  a  liegen  müssen.     Wir 
haben  dadurch  eine  Sekantenschar  der  Baumkurve  von   der 
verlangten  Art  gefunden,  die  einen  Durchmesser  besitzt,  und 
erkennen    unmittelbar,    dafs    dieselbe   eine  Begelschar  eines 
Hyperboloids  bildet.    Denn  die  Gerade  a  ist  eine  solche,  die 
der  Raumkurve  O^^  nur  in  dem  einzigen  Punkte  a«  begegnet. 
Aus  dem  Früheren  (S.  233)  wissen  wir  aber,  dafs  durch  eine 
solche  Gerade  a  und  die  Baumkurve  nur  ein  einziges  bestimm- 
tes Hyperboloid  gelegt  werden  kann,  dessen  zweimal  schnei- 
dende Begelschar  erhalten  wird ,  wenn  wir  um  a  eine  Ebene 
drehen  und  die  Paare  von  Schnittpunkten  dieser  Ebene  mit 
der  C^*^)  durch  Strahlen  verbinden.   Auf  diesem  Hyperboloid  ist 
a  eine  Erzeugende  der  andern  Begelschar*,  welche  nur  in  einem 
Punkte  die  Baumkurve  trifft;  wir  können   leicht  die  zweite 
durch  a«  gehende  Erzeugende  der  ersten  Begelschar  ermitteln. 
Auf  dem  Cylinder  a^)  giebt  es  nämlich  einen  ausgezeichneten 
Cylinderstrahl  ta,  die  Tangente  der  Baumkurve  am  Punkte  a«. 
Legen  wir  eine  Ebene  durch  a  und  ta,  d.  h.  die  Durchmesser- 
ebene des  Cylinders  durch  den  Strahl  ta ,  so  schneidet  sie  den 
Cjlinder  in  einem  zu  ta  parallelen  Cylinderstrahl,  welcher  den 
Punkt  ao  der  Baumkurve  enthält;  aus  der  Sekante,  welche  die 
Ebene  [ata^  herausschneidet,  wird  daher  die  Verbindungslinie 
I  ^0  ^ao  I »  d-  h.  der  zu  ta  diametral  gegenüberstehende  Cylinder- 
strahl; wir  haben  also  die  beiden  durch  a«  gehenden  Erzeu- 
genden des  Hyperboloids  gefunden,  und  da  beide  im  Endlichen 
verlaufen  (keiner  von  beiden  ganz  in  die  Unendlichkeit  fallt), 
so  kann  das  Hyperboloid  kein  hyperbolisches  Paraboloid  sein. 
Hiernach  läfst  sich  folgendes  Ergebnis  aussprechen: 
Die    (im    Endlichen    verlaufende)    Hauptaxe    a 
eines  durch  eine  Baumkurve  (7^  gelegten  Cylinders 
enthält  die  Mittelpunkte  sämtlicher  Sekanten   der 
Raumkurve,  welche  der  Geraden  a  begegnen.   Diese 
Sekanten  selbst  bilden  eine  Begelschar  eines  Hy- 
perboloids.    Bei    der    kubischen    Ellipse    giebt   es 
nar  eines,  bei  der  kubischen  Hyperbel  drei  solcher 
Hyperboloide. 

22* 
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Ob  sich  noch  andere  Hyperboloide  durch  die  Raumkurve 
(P)  legen  lassen  ^  welche  die  gleiche  Eigenschaft  besitzen, 
geben  wir  dem  Leser  anheim  zu  untersuchen.  Wir  haben 
im  allgemeinen  sechs  Durchmesser  der  Raumkurye  gefunden, 
die  paarweise  zusammengehören  ^  nämlich  die  Durchmesser 
durch  (Iq  und  durch  a«,  ebenso  durch  Bq  und  B«,  durch  c® 
und  Ccx>.  Zwei  paarweise  zusammengehörige  Durchmesser, 
wie  die  durch  a^  und  a«  gehenden,  treffen  sich,  wie  wir  ge- 
sehen haben  in  einem  Punkte  ni,  dem  Mittelpunkt  desjenigen 
Kegelschnitts,  welcher  in  der  Schmiegungsebene  a^  des  Punktes 
Oq  enthalten  ist;  will  man  einen  solchen  Punkt  einen  Mittel- 
punkt der  kubischen  Raumkurve  nennen,  weil  sich  in  ihm 
zwei  Durchmesser  der  Raumkurve  treffen,  so  hat  die  kubische 
Ellipse  nur  einen,  die  kubische  Hyperbel  drei  reelle  Mittel- 
punkte. 


Zweiter  Abschnitt. 

Die  projektiyiseheii  Gebilde  zweiter  Stufe  uid  ihre 

Erzeugnisse. 


§  4().     Die  vier  Orundgebüde  sweiter  Stufe  und  die  pro-* 
jektiTlsohe  Beziehung  derselben:  kollineare  und  reiiproke 

Besiehung.*) 

Während  bisher  nur  geometrische  Gebilde  von  einfach- 
unendlicher Mannigfaltigkeit  in  Betracht  gezogen  worden  sind: 
das  ebene  Strahlenbüschel;  die  gerade  Punktreihe,  das  Ebenen- 
büschel, und  während  bei  den  beiden  letzten  Gebilden  der 
Punkt  und  die  Ebene  als  veränderliches  Element ,  die  Gerade 
als  Träger  aufgefalst  wurde ,  wollen  wir  jetzt  zu  den  geo- 
metrischen Gebilden  von  doppelt- unendlicher  Mannigfaltig- 
keit übergehen;  indem  wir  den  Punkt  und  die  Ebene  selbst 
als  Träger  auffassen.  Hieraus  entstehen  vier  Grundgebilde 
zweiter  Stufe: 


*)  Von  den  diesen  Gegenstand  betreffenden  Werken  sind  n.  a. 
folgende  hervorzuheben:  F.  Seidewitz:  Darstellong  der  geometri- 
Bchen  Verwandtschaften  vermittelst  projektivischer  Gebüde,  Gmnert's 
Archiv  für  Math.  u.  Phys.  Bd.  VII,  S.  U3.  Bd.  VIII,  S.  1  ff.  F.  Seide- 
witz: Constraction  und  Classification  der  Flächen  zweiten  Grades 
mittelst  projektivischer  Gebilde,  Gruncrt's  Archiv  f.  Math.  u.  Physik. 
Bd.  IX,  S.  158.  A.  F.  Möbius:  Der  barycentrische  Calcül.  IL  Ab- 
schnitt. (Leipzig  1827.)  L.  J.  Magnus:  Sammlung  TOn  Aufgaben  und 
Lehrsätzen  ans  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  §  11.  (Berlin 
1833),  sovrie  Crelle's  Journ,  f.  Math.  Bd.  VIII,  S.  61.  G.K.  C.  v.  Staudt: 
Geometrie  der  Lage  §  10.  (Nürnberg  1847)  und  Beitrage  zur  Geo- 
metrie der  Lage  (1856—1060).  Th.  Reye:  Geometrie  der  Lage  II. 
(Hannover  2,  Aufl.  1880.)  W.  Fifldler:  Die  darstellende  Geometrie  in 
organischer  Verbindung  mit  der  Geometrie  der  Lage.    (Leipzig  1875.) 
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1)  Die  sämtlicheil  Strahlen  im  Baume^  welche  durch  einen 
festen  Punkt  O  (Mittelpunkt)  gehen ^  nennen  wir  ein 
Strahlenbündel  (im  Gegensatz  zu  Strahlenbüschel, 
welches  nur  die  Strahlen  in  einer  Ebene  umfafst,  die 
durch  einen  festen  Punkt  gehen). 

2)  Die  sämtlichen  Ebenen  im  Baume,  welche  durch  einen 
festen  Punkt  D  gehen,  nennen  wir  ein  Ebenenbündel 
(im  Gegensatz  zu  Ebenenbüschel,  welches  nur  die  Ebenen 
durch  eine  feste  Axe  umfafst). 

3)  Die  sämtlichen  Punkte  in  einer  Ebene  nennen  wir  ein 
Punktfeld  (im  Gegensatz  zu  Punktreihe,  welche  nur 
die  Punkte  in  einer  Geraden  enthält). 

4)  Die  sämtlichen  Strahlen  (geraden  Linien)  in  einer  Ebene 
nennen  wir  ein  Strahlen  feld  (im  Gegensatz  zu  Strahlen- 
büschel, welches  nur  die  Strahlen  einer  Ebene  enthalt, 
die  durch  einen  festen  Punkt  gehen). 

Es  ist  ersichtlich,  dafs  die  beiden  letzten  Gebilde  dual 
gegenüberstehen  den  beiden  ersten  Gebilden.  Der  Punkt  O 
ist  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  eines  Strahlenbündels  und 
eines  Ebenenbündels,  die  Ebene  gleichzeitig  der  Triiger  eines 
Punktfeldes  und  eines  Strahlenfeldes.  Ferner  können  die 
beiden  letzten  Gebilde  mit  den  beiden  ersteren  in  perspekti- 
vische Lage  gebracht  werden  und  umgekehrt;  wenn  man 
einen  beliebigen  Punkt  O  im  Räume  mit  sämtlichen  Punkten 
eines  Punktfeldes  durch  Strahlen  verbindet,  so  erhält  man 
ein  Strahlenbündel,  und  wenn  man  O  mit  sämtlichen  Strahlen 
eines  ebenen  Strahlenfeldes  durch  Ebenen  verbindet,  so  er- 
hält man  ein  Ebenenbündel;  und  wenn  man  Strahlenbündel 
oder  Ebenenbündel  durch  eine  beliebige  Transversalebene 
schneidet,  so  erhält  man  ein  ebenes  Punktfeld  oder  Strahlen- 
feld ;  die  beiden  letzten  Gebilde  sind  also  von  gleicher  Mächtig- 
keit, wie  die  beiden  ersten  Gebilde;  alle  vier  sind  aber  von 
doppelt-unendlicher  Mannigfaltigkeit,  die  wir  in 
folgender  Weise  übersehen  können: 

Um  die  Totalität  der  Strahlen  eines  Strahlen  bündek  sa 
erhalten,  denken  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  0  eine 
Ebene  gelegt  und  ziehen  in  derselben  sämtliche  Strahlen 
durch  O;  diese  bilden  ein  einfaches  ebenes  StrahlenbOsebel; 
verändern  wir  nun  die  vorige  Ebene  selbst,  indem  wir  sie 
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um  irgend  einen  durch  D  gezogenen  festen  Strahl  a  in  ihr 
drehen^  also  ein  Ebenenbüschel  beschreiben  lassen,  so  er- 
halten wir  in  jeder  Ebene  dieses  Büschels  ein  einfaches 
Strahlenbüschel,  und  die  Gesamtheit  aller  dieser  Strahlen- 
büschel bildet  das  Strahlenbündel.  Jeder  Strahl  des  Strahlen- 
bündels tritt  dabei  nur  einmal  auf;  er  liegt  in  einer  einzigen 
bestimmten  Ebene  mit  a  und  nimmt  in  dem  Strahleubüschel 
dieser  Ebene  eine  einzige  bestimmte  Stelle  ein.  In  jedem 
der  drei  übrigen  Gebilde  läfst  sich  die  doppelte  Mannigfaltig- 
keit der  Elemente  in  analoger  Weis9  übersehen. 

Wir  können  die  Gesamtheit  der  Strahlen  eines  Strahleu- 
bündels  auch  in  folgender  Weise  auffassen: 

Denken  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  des  Bündels  zwei 
feste  Strahlen  a  und  h  gezogen,  so  wird  jeder  veränderliche 
Strahl  X  des  Bündels  mit  a  und  &  in  je  einer  Ebene  liegen, 
und  wir  erhalten  durch  Veränderung  von  x  zwei  Ebenen- 
büschel a[x\  und  h\x\^  die  übrigens  in  gar  keiner  Abhängig- 
keit von  einander  stehen.  Jede  Ebene  des  einen  Ebenen- 
büschels schneidet  jede  Ebene  des  andern  Ebenenbüschels  in 
einem  bestimmten  Strahl  x  des  Strablenbündels;  diese  Schnitt- 
linie wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  die  beiden  sich  schnei- 
denden Ebenen  in  die  Ebene  [ah]  hineinfallen.  Es  treten 
also  zu  allen  übrigen  Schnittstrahlen  irgend  zweier  Ebenen 
der  beiden  Ebenenbüschel  noch  die  Strahlen  des  ebenen 
Strahlenbüschels  hinzu ,  von  welchem  a  und  h  zwei  Elemente 
sind,  damit  die  Gesamtheit  aller  Strahlen  des  Bündels  er- 
halten werde.  Die  analoge  Auffassung  der  Elemente  in  den 
drei  übrigen  Gebilden  zweiter  Stufe  braucht  nicht  besonders 
herrorgehoben  zu  werden.*) 

^)  In  ähnlicher  Weise  erkennen  wir,  dafs  die  gesamten  Punkte 
des  Baumes  ein  Gebilde  dritter  Stufe,  d.  h.  von  dreifach-unend- 
licher Mannigfaltigkeit  bilden,  indem  jeder  Punkt  x  des  Baumes  als 
der  Schnittpunkt  dreier  Ebenen  aufgefafst  werden  kann,  die  drei  be- 
stimmten Ebenenbüscheln  mit  den  Azen  a,  &,  c  angehören ;  da  jedes  der- 
selben von  einfacher  Mannigfaltigkeit  ist,  so  gehören  die  Punkte  des 
Baumes  einem  Gebilde  von  dreifach -unendlicher  Mannigfaltigkeit  an. 
In  gleicher  Weise  sehen  wir,  dafs  auch  die  gesamten  Ebenen  im  Baume 
ein  Gebilde  dritter  Stufe,  d.h.  von  dreifach-unendlicher  Mannigfaltig- 
keit bilden,  indem  jede  Ebene  durch  drei  Punkte  bestimmt  wird,  die 
wir  beliebig  aus  drei  geraden  Punktreihen  der  Trftger  a,  d,  c  w&hlen 
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Diese  Auffassung   ermöglicht   es^    die  Elemente   zweier 
verschiedenen  Gebilde  zweiter  Stufe  in  eine  gegenseitige  Ab- 
hängigkeit  von   einander   zu  versetzen  ^    so   dafs   nicht   nur 
jedem  Elemente  des  einen  Gebildes  ein  einziges'  und  bestimm- 
tes Element  des  andern  Gebildes  isntspricht  und  umgekehrt, 
sondern  auch,  wenn  z.  B.  die  gegebenen  beiden  Gebilde  Punkt- 
felder und  die  entsprechenden  Elemente  Punkte  sind,  solchen 
Punkten  des  einen  Punktfeldes,  die  auf  einer  Geraden  li^en, 
Punkte  des  andern  Punktfeldes  entsprechen,  die  ebenfalls  auf 
einer  Geraden  liegen.   Qalten  wir  diesen  eben  angenommenen 
Fall  fest,  so    läfst  sich  die  Beziehung  folgendermafsen  her- 
stellen: Zwei  Ebenen  s  und  e^  seien  die  Träger  zweier  Punkt- 
felder.   In  der  Ebene  s  seien  zwei  feste  Punkte  Sä  und  £' 
die  Mittelpunkte  zweier  ebenen  Strahlenbüschel ,  dann  liefert 
ein  beliebiger  veränderlicher  Punkt  ]c  der  Ebene  s  die  Strah- 
len ]33):|  =  ^  und  \^'j:\  =  x\     In  gleicher  Weise  seien  in 
der  Ebene  e^  zwei  feste  Punkte  iß,  und  Si  die  Mittelpunkte 
zweier  ebenen  btrahlenbüschel,  dann  liefert  ein  beliebiger  ver- 
änderlicher Punkt  Vi   der  Ebene  £,  die  Strahlen  j  iB|  )Ci  |  =  /j 
und  |®ij:ii  =  xi     Wir  können  nun  die  Punkte  j:  und  ):,  in 
Abhängigkeit  von  einander  setzen  dadurch,  dafs  wir  einmal  die 
von  den  Strahlen  x  und  x^   (in  den  verschiedenen  Ebenen  e 
und   fj)   beschriebenen    ebenen  Strahlenbüschel    in   projekti- 
vische  Beziehung  setzen  und  zweitens  gleichzeitig    die  von 
den  Strahlen  x  und  x[  beschriebenen  ebenen  Strahlenbüschel 
projektivisch  machen;  dann  wird   ein  beliebiger  Punkt  %  der 
Ebene  £  zwei  Strahlen  x  und  x'  bestimmen,  denen  die  Strah- 
len Xi  und  Xi  durch  jene  doppelte  projektivische  Beziehung 
entsprechen    und    der   Schnittpunkt    (a;,  x^i)  =  X\    wird   der 

können.  Dagegen  konstituieren  die  sämtlichen  Geraden  im  Baome 
ein  Gebilde  vierter  Stnfe,  denn  eine  beliebige  Gerade  im  Ranme 
kann  aufgefafst  werden  als  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  oder  mnre 
mit  irgend  zwei  festgehaltenen  Punkten  O  und  d  in  je  einer  £bene 
liegen.  Die  beiden  Ebenen,  welche  sich  in  der  Geraden  schneiden, 
bestimmen  also  zwei  Ebenenbundel  C  und  Oi ,  die  in  weiter  keiner 
Abhängigkeit  von  einander  stehen,  aber  beide  von  doppelt-unendlicher 
Mannigfaltigkeit  sind.  Die  gesamten  Geraden  im  Räume ,  deren  jede 
in  dieser  Weise  nur  einmal  erhalten  wird,  bilden  also  wegen  der  vier- 
fachen Willkürlichkeit  eine  Mannigfaltigkeit  von  vierfacher  Unendlich- 
keit oder  ein  Gebilde  vierter  Stnfe. 
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dem  willkürlich  gewählten  Punkte  j:  der  Ebene  £  entsprechende 
Punkt  der  Ebene  s^  sein.  In  gleicher  Weise  kann  umgekehrt 
der  einem  Punkte  j:^  entsprechende  Punkt  x  gefunden  werden. 
Sollen  nun  aber  allen  Punkten  Xy  <lie  auf  einer  Geraden  l 
liegen,  Punkte  Xi  entsprechen,  die  auch  auf  einer  Geraden, 
Z|,  liegen,  so  müssen  für  zwei  perspektivisch -liegende  Strah- 
lenbüschel 'Ja  und  ^'  die  mit  ihnen  projektivischen  Strah- 
lenbüschel ::öi  ^^^  ^i  ^^^^  perspektivische  Lage  haben; 
dies  ist  der  Fall,  sobald  der  Verbindungs&trahl  |SiB'|  für 
l)eiderlei  projektivische  Beziehung  den  Verbindungsstrahl 
|S]^i|  zu  seinem  entsprechenden  Strahle  hat,  d.  h.  sobald 
in  dem  Strahlenbüschel  3)  dem  Strahle  \ii'^'\  der  Strahl 
|33i£i!  im  Strahlenbüschel  i&^f  und  gleichzeitig  im  Strahlen- 
büschel S'  dem  Strahle  :ü''^  der  Strahl  |»'i'J3i|  im  Strah- 
lenbüschel ai  entspricht.  Ist  dies  der  Fall,  so  wird  jeder 
Geraden  l  in  der  Ebene  s  eine  bestimmte  Gerade  l^  in  der 
Ebene  e^  entsprechen,  und  die  vorige  Beziehung,  welche  nur 
die  Punkte  x  und  Xi  der  beiden  Punktfelder  in  gegenseitige 
Abhängigkeit  von  einander  versetzte,  erweitert  sich  gleich- 
zeitig zu  einer  Abhängigkeit  der  Strahlenfelder,  deren  Träger 
s  und  £|  sind.  Hierdurch  hört  auch  die  einzige  Unbestimmt- 
heit auf,  welche  die  vorige  Konstruktion  übrig  liefs,  näm- 
lich hinsichtlich  solcher  Punkte  Xj  ^^  ^^^  <l6^  Verbindungs- 
linie 1 S  33' I  liegen;  ihnen  müssen  jetzt  Punkte  Xi  entsprechen, 
welche  auf  der  Verbindungslinie  j^i^i  [  liegen,  und  die  beiden 
projektivischen  Punktreihen  auf  den  beiden  entsprechenden 
Strahlen  ^)8';  und  |$i%i{  sind  vollständig  bestimmt;  denn 
da  jetzt  den  Punkten  x  einer  Geraden  l  in  der  Ebene  c  die 
Punkte  Xi  einer  Geraden  l^  in  der  Ebene  £,  entsprechen,  so 
mufs  einem  Punkte  jc,  der  gleichzeitig  in  zwei  Geraden  l 
und  V  der  Ebene  e  liegt,  derjenige  Punkt  Xi  entsprechen, 
welcher  gleichzeitig  in  den  entsprechendefa  Geraden  2,  und 
li  liegt,  d.  h.  der  Schnittpunkt  (Ii  2i).  Nehmen  wir  daher 
irgend  einen  Punkt  x  der  Verbindungslinie  :53)'|  und  ziehen 
darch  ihn  eine  beliebige  andere  Gerade  {,  so  triffli  die  ent- 
sprechende Gerade  l^  die  Verbindungslinie  |$i$i  i^  ^em 
gesuchten  entsprechenden  Punkte  jC| ;  iusbesondere  entsprechen 
sich  auch  die  Punkte  3?  und  3?i ,  ebenso  wie  die  Punkte  33' 
und  39,'. 
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Hierdurch  sind  die  beiden  Ebenen  e  und  f, ,  sowohl  als 
Träger  von  Punktfeldern^  wie  auch  als  Träger  von  Strahlen- 
feldem  aufgefafsi,  in  eine  gegenseitig  eindeutige  Abhängig- 
keit gebracht,  welche  die  Ausdehnung  der  projekti vischen 
Beziehung  auf  Gebilde  zweiter  Stufe  ist  und  kollineare 
Beziehung  genannt  wird. 

Bei  der  kollinearen  Beziehung  zweier  Ebenen 
6  und  €(  entspricht  jedem  Punkte  j:  der  Ebene  s  ein 
einziger  bestimmter  Punkt  Xi  <ler  andern  Ebene  £) 
und  umgekehrt;  jedem  Strähle  x  der  Ebene  s  ein 
einziger  bestimmter  Strahl  x^  der  andern  Ebene  fi 
und  umgekehrt;  einer  geraden  Punktreihe  in  der 
Ebene  b  eine  mit  derselben  projektivische  gerade 
Punktreihe  in  der  Ebene  s^  und  umgekehrt;  einem 
ebenen  Strahlenbüschel  in  der  Ebene  s  ein  mit  dem- 
selben projektivisches  ebenes  Strahlenbüschel  in 
der  Ebene  £,  und  umgekehrt;  den  Punkten  und  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene  s  also  wieder  die  Punkte 
und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene  e^  ^-  ^  ^* 

Die  zur  obigen  Konstruktion  der  kollinearen  Beziehung 
verwendeten  Punkte  9335'  und  99iSi,  sowie  ihre  Verbindungs- 
strablen  nehmen  keine  ausnahmsweise  Stellung  unter  den 
Paaren  entsprechender  Elemente  beider  Gebilde  in  Anspruch, 
sondern  ordnen  sich  allen  übrigen  Elementenpaaren  gleich- 
berechtigt ein,  so  dafs  die  kollineare  Beziehungzweier 
Ebenen  s  und  e^  vollständig  bestimmt  wird 

1)  durch  vier  willkürlich  zu  wählende  Paare  ent- 
sprechender Punkte: 

a     b     c     b 
ai    1b,    Cj    bi, 

von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen. 
Zur  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  entsprechender 
Punkte  X  X\  s^tze  man  in  projektivische  Beziehung  die  beiden 
Strahlenbüschel : 

m 

a\hchv\  A  at  |biC,bij:i| 
und  zweitens  die  beiden  Strahlenbüschel: 

t>;acb):|  A  b,  |a,c,b,):,j, 
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wodurch,  sobald  %  gegeben  ist,  J:^  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt  wird.  Die  beiden  projektivischen  Punktreihen  auf 
{ab|  und  |a|bi|  werden  bestimmt  durch  die  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte: 

a  und  a,,    b  und  b,,  (!ab|,  |cb|)  und  (|a,b,|,  |C|bi|); 

2)  durch  ein  Paar  entsprechender  Punkte  und 
drei  Paare  entsprechender  Strahlen,  die  sich 
nicht  in  einem  Punkte  schneiden: 

a     b     c     d 
a,    &i    c,    rfi, 

welche  ersetzt  werden  können  durch  die  vier  Paare  ent- 
sprechender Punkte: 

a     (bc)      (bd)      (cd) 

^1     (*i<^i)    ih^i)    (cA)^ 

wodurch  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt  ist; 

3)  durch  vier  Paare  entsprechender  Strahlen: 

a     b     c     d 

»1      *1      Ci     d\} 

von  denen  keine  drei  sich  in  demselben  Punkte 

schneiden. 

Zur  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  entsprechender 
Strahlen  xx,  setze  man  in  projektivische  Beziehung  die 
beiden  Punktreihen: 

a  {bcdx)  A  <^i  (&i  ^i  d^  x^) 

b{acdx)  A  ^i  (^i^i^i^i)? 

wodurch,  sobald  x  gegeben  ist,  Xi  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt  wird.  Die  beiden  projektivischen  StrahlenbÜschel, 
deren  Mittelpunkte  (ab)  und  (a^bi)  sind,  werden  bestimmt 
durch  die  drei  Paare  entsprechender  Strahlen: 

a  und  a^,      b  und  6,       |(a&),  {cd)\  und  !(a,2^|),  ic^di)\. 

Wir  können  aber  auch  die  kollineare  Beziehung  der  beiden 
Ebenen  dadurch  herstellen,  dafs  wir  von  den  je  sechs  Durch- 
schnittepunkten,  welche  die  Ecken  der  vollständigen  Yi^r- 
seite  sind: 
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{ab)       (ac)       (ad)       {bc)^      {bd)       (cd) 
(ajft,)    (a,c,)    (a,di)    (ft^c,)    (ftjd,)    (c,d,) 

solche  vier  Paare  als  entsprechende  Punkte  wählen,  von  denen 
keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  was  bekanntlich  auf  drei 
verschiedene  Arten  geschehen  kann; 
4)  durch    drei  Paare   entsprechender  Punkte  und 
ein  Paar  entsprechender  Strahlen: 

a     b     c       d 
a,    bi    Ci    dl, 

welche   ersetzt   werden   können   durch   die    vier   Paare   ent- 
sprechender Strahlen: 

labl       |ac|       ibc;       d 
:a,b,|     |a,c,t    |bic,|    e?i, 

wodurch  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt  ist. 

Dagegen  können  zur  Bestimmung  der  kollinearen  Be- 
ziehung zweier  Ebenen  nicht  willkürlich  gewählt  werden 
zwei  Paare  entsprechender  Punkte  und  zwei  Paai%  ent* 
sprechender  Strahlen;  denn  sollen  sich  entsprechen: 

a     h     c     d 
dl    b,     Cj    d, , 

so  müssen  auf  den  Verbindungslinien  |ab|  und  !a,  bj  vier 
Paare  entsprechender  Punkte  zweier  projekti vischen  geraden 
Panktreihen  liegen,  nämlich: 

a     b     (lab,  c\)        (|ab|,  d) 
a,    bi    da^bi,  Cn)    (iaibj,  rf,), 

woraus  hervorgeht,  dafs  jene  Elemente  nicht  alle  willkürlich 
gewählt  werden  dürfen;  liegen  sie  dagegen  so,  dafs  diese 
Bedingung  der  Projektivität  erfüllt  wird,  dann  ist  die  kolli- 
neare Beziehung  nicht  ausreichend  bestimmt,  indem  zwar 
mehr  als  vier  Paare  entsprechender  Punkte  bekannt  sind, 
aber  nicht  solche,  von  denen  keine  drei  Punkte  in  je  einer 
Geraden  liegen,  vielmehr  kennt  man  nur  die  beiden  Geraden 
|ab  und  a,b]  mit  den  ganzen  auf  ihnen  liegenden  projek- 
tivischen  Punktreiben  und  das  einzelne  Paar  entsprechender 
Punkte  {cd)  und  (r,rf,). 
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Zu  der  kollinearen  Beziehung  der  beiden  ebenen  Felder 
£  und-£t,  bei  welcher  gleichartige  Elemente  einau der  ent- 
sprechen^ nämlich  die  Punkte  des  einen  Feldes  den  Punkten 
des  andern  und  gleichzeitig  den  Strahlen  des  eiuen  Feldes 
die  Strahlen  des  andern  und  umgekehrt^  tritt  noch  eine  zweite 
Beziehung  zweier  ebenen  Felder  b  und  £,  zu  einander,  bei 
welcher  ungleichartige*  Elemente  einander  entsprechen, 
nämlich  den  Punkten  des  einen  Feldes  die  Strahlen  des 
andern  und  gleichzeitig  den  Strahlen  des  ersten  die  Punkte 
des  zweiten  und  umgekehrt.  Diese  Art  des  Entsprechens 
heifst  reziproke  Beziehung  und  kann  in  ganz  analoger 
Weise,  wie  die  kollineare  Beziehung  konstruiert  werden: 

Zwei  Ebenen  b  und  £,  sind  die  Träger  sowohl  von 
Pankt-,  wie  auch  von  Strahlenfeldern.  In  der  Ebene  b  seien 
zwei  feste  Punkte  33  und  S'  die  Mittelpunkte  zweier  ebenen 
Strahlenbüschel  und  y,  ein  beliebiger  veränderlicher  Punkt 
der  Ebene  b,  welcher  die  Strahlen  |99):|  =  ir  und  |33'):|  =  a;' 
liefert.  In  der  Ebene  b^  seien  dagegen  zwei  feste  Gerade 
&f  und  Vi  die  Träger  zweier  geraden  Punktreihen  und  Xy 
ein  beliebiger  veränderlicher  Strahl,  welcher  den  festen 
Strahlen  h^  und  h[  in  den  Punkten  (6,  x^)  und  .  (b[xC)  be- 
g^nei  Wir  können  nun  den  Punkt  j:  der  Ebene  b  und 
den  Strahl  x^  der  Ebene  By  in  Abhängigkeit  von  einander 
setzen  dadurch,  dafs  wir  einerseits  das  von  dem  Strahle  \^t:\ 
beschriebene  Strahlenbüschel  mit  der  vom  Punkte  (6,a:,)  be- 
schriebenen Punktreihe  und  andererseits  das  von  dem  Strahle 
f®'j:|  beschriebene  Strahlenbüschel  mit  der  vom  Punkte  {biXi) 
beschriebenen  Punktreihe  in  projektivische  Beziehung  setzen ; 
dann  wird  ein  beliebiger  Punkt  7:  der  Ebene  b  zwei  Strahlen 
|Sj:|  und  |S'7:|  bestimmen,  denen  durch  jene  doppelte  pro- 
jektivische Beziehung  zwei  Punkte  auf  den  Trägern  &,  resp. 
hl  entsprechen,  deren  Verbindungslinie  der  bestimmte  Strahl 
x^  ist,  welcher  in  der  Ebene  £,  dem  willkürlich  in  der  Ebene  b 
gewählten  Punkte  ):  entspricht.  In  gleicher  Weise  kann  um- 
gekehrt der  einem  Strahle  rr,  in  der  Ebene  a,  entsprechende 
Punkt  i  in  der  Ebene  b  gefunden  werden.  Sollen  nun  aber 
allen  Punkten  Xy  die  auf  einer  Geraden  y  liegen,  Strahlen  or, 
entsprechen,  welche  durch  einen  Punkt  l),  laufen,  so  müssen 
für  je   zwei   perspektivisch   liegende  Strahlenbüschel  93  und 
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^'   die   mit  ihnea   projektivischen    Punktreihen   &j    und    Vi 
auch  perspektivische  Lage  haben;  dies  wird  der  Fall  sein, 
sobald  der  Yerbiudangsstrahl  |$93'|  für  beiderlei  projektivi- 
sehe  Beziehung  den  Schnittpunkt  (bib[)  zu  seinem  entspre- 
chenden Punkte  hat.    Setzen  wir  dies  fest,  dann  entsprechen 
nicht  nur  den  Punkten  j:  der  Ebene   s  die  Strahlen  Xi  der 
Ebene  s^,  sondern  auch  den  Strahlen   y  der  Ebene   a   die 
Punkte  9|  der  Ebene  £|  und  umgekehrt.    Zugleich  wird  hier- 
durch die  einzige  Unbestimmtheit  gehoben,  welche  die  all- 
gemeine Konstruktion  übrig  lätst^  nämlich  hinsichtlich  solcher 
Punkte  je,  die  auf  der  Verbindungslinie  |9393'|  liegen;  ihnen 
müssen  jetzt  Strahlen    Xi   entsprechen,   welche  durch    den 
Schnittpunkt  (bih[)  gehen,  und  die  projektivische  Beziehung 
der  Punktreihe  auf  {^B'|  mit  dem  Strahlenbüschel  um  (btb[) 
ist  Tollstandig  bestimmt;  denn  da  jetzt  den  Punkten  j:  einer 
Geraden   y  in   der  Ebene   s   die   Strahlen   Xy   durch  einen 
Punkt  ^1  in  der  Ebene  £|  entsprechen,  so  mufs  einem  solchen 
Punkte  ^,   welcher  gleichzeitig  in  zwei  Geraden   y   und   y 
liegt,  derjenige  Strahl  Xi  entsprechen,   welcher  gleichz^eitig 
durch  die  entsprechenden  Punkte  t)i  und  ^t  g^^t«  d*  h.  der 
Verbindungsstrahl  |9il)i|.    Nehmen  wir  daher  irgend  einen 
Punkt  j:  der  Verbindungslinie  |S393'|   und  ziehen  durch  ihn 
eine  beliebige  andere  Gerade  y,  so  liefert  der  entsprechende 
Punkt  ^1  mit  dem  Schnittpunkte  (biVi)  verbunden  den  ge- 
suchten  entsprechenden    Strahl  x^j   insbesondere   entspricht 
auch  dem  Punkte  Sd  der  Ebene  s  der  Strahl  i|  der  Ebene  £| 
und  dem  Punkte  $'  der  Ebene  ^  der  Strahl  b[  d^f  JBbene  «j. 
Hierdurch  werden  die  beiden  Ebenen  s  und  €,,  sowohl  als 
Trager  von  Punktfeldern,  wie  auch  als  Träger  yon  Strahlsa- 
feldem  aufgefafst,  in  eine  gegenseitig  eindeutige  Abhju^gigkeit 
gebracht,   bei  welcher  verschiedenartige  Elemente  pinander 
entsprechen,  nämlich: 

Bei  der  reziproken  Beziehung  zweier  Sbenen 
a  und  £|  entspricht  jedem  Punkte  j:  der  Ebene  € 
ein  einziger  bestimmter  Strahl  Xi^  der  Eb^iie 
fi  und  umgekehrt;  jedem  Strahle  x  der  Ebene  « 
ein  einziger  bestimmter  Punkt  ]P|  der  Ebene  «|  und 
umgekehrt;  wenn  der  Punkt  x  ^^  dem  Strahle 
y  liegt,  so  geht  auch  der  Strahl  x^  durch  den  Pankt 
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l),;  eiuer  geraden  PuBktreihe  in  der  Ebene  €  ent- 
spricht ein  mit  derselben  projektivisches  Strahlen - 
büschel  in  der  Ebene  £|  und  umgekehrt;  einem 
ebenen  Strahlenbüschel  in  der  Ebene  s  entspricht 
eine  mit  demselben  projektivische  gerade  Punkt- 
reihe in  der  Ebene  fj  und  umgekehrt;  den  Punkten 
und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene  e  entsprechen 
die  Tangenten  und  Punkte  eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene 
£|  n.  s.  f. 

Die  zur  obigen  Konstruktion  der  reziproken  Beziehung 
verwendeten  Punkte  3533'  und  Strahlen  bib[,  sowie  die  Ver- 
bindungslinie jener  und  der  Schnittpunkt  dieser  nehmen  keine 
Sonderstellung  ein  unter  den  Paaren  entsprechender  Elemente 
beider  Gebilde,  sondern  ordnen  sich  allen  übrigen  Elementen- 
paaren gleichberechtigt  ein,  so  dafs  die  reciproke  Be- 
ziehung zweier  Ebenen  b  und  s^  auf  folgende  vier 
Arten  bestimmt  werden  kann: 

I)  durch  vier  willkürlich  in  der  Ebene  e  zu  wäh- 
lende Punkte,  Yon  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  und  vier  als  entsprechend  will- 
kürlich zu  wählende  Strahlen  in  der  Ebene  s^, 
von    denen    keine   drei    durch   denselben   Punkt 

laufen: 

a     b     c     b 

a,     6i    c,     (?,; 

zar  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  entsprechender  Ele- 
mente j:  Xx  setze  man  in  projektivische  Beziehung: 

aibcbj:'  A  «i  (6iCid,a;i) 

b|acby|  A  6i(aiCi<?ia?i); 
wodurch,  sobald  x  gegeben  ist,  x^  vollständig  und  eindeutig 
bestinunt  wird;  die  Projektivität  der  Punktreihe  auf  {ab|  mit 
dem  Strahlenbüschel  um  (a,&|)  wird  bestimmt  durch  die  drei 
Paare  entsprechender  Elemente: 

annd  a^^    b  und  6,,    (|ab|,  |cb|)  und  («!&,),  (ci^i); 

2)  durch  vier  willkürlich  in  der  Ebene  e  zu  wäh- 
lende Strahlen,  von  denen  keine  drei  durch  den- 
selben Punkt  laufen  und  vier  als  entsprechend 
willkürlich  zu  wählende  Punkte  in  der  Ebene  5], 
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von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen: 

a     h     c     d 

a,    b,    c,    bj. 

Die  Fälle  1)  und  2)  sind;  wie  wir  sehen ,  durchaus  überein- 
stimmend, wodurch  ein  charakteristischer  Unterschied  zwi- 
schen reziproker  und  kollinearer  Beziehung  hervortritt 

In  beiden  Fällen  können  wir  auch  die  Seiten  des  Vierecks 
in  der  einen  Ebene  den  Ecken  des  Vierseits  in  der  andern 
Ebene  entsprechen  lassen ,  wenn  wir  nur  solche  vier  Paare 
auswählen,  welche  von  einander  unabhängig  sind;  drei 
Punkte,  die  in  gerader  Linie  liegen,  sind  aber  ebenso  wenig 
von  einander  unabhängig,  wie  drei  Strahlen,  welche  durch 
einen  Punkt  gehen  (s.  o.).  Die  übrigen  beiden  Bestimmungs- 
arten können  wir  kürzer  ausdrücken  durch  die  blofse  Zu- 
sammenstellung der  Buchstaben: 

3) 


4) 


welche  beiden  Fälle  ebenfalls  übereinstimmend  sind. 

Dagegen  ist  ebensowenig  wie  bei  der  kollinearen  Be- 
ziehung die  reziproke  Beziehung  festzusetzen  durch  die  will- 
kürliche Annahme  der  Elementenpaare: 

a     i     c     d 

weil  im  allgemeinen  die  Bedingung  der  Projektivität  der  vier 
Elementenpaare: 

a     b     (|ab|,  c)        (|ab|,  d) 

«1    h    I(«|6|);C,|    |(a,6,),  b,| 
nicht  erfüllt  ist. 

Bei  der  Beziehung  der  Gebilde  zweiter  Stufe 
rücksichtlich  ihrer  entsprechenden  Elemente  spal- 
tet sich  also  die  allgemeine  Projektivität  wegen 
der  in  doppelter  Weise  auftretenden  Elemente  in 
zwei  verschiedene  Arten,  welche  wir  als  kollineare 
und    reziproke    Beziehung    unterschieden    haben, 


a 

b 

c 

d 

«1 

6. 

Ci 

b.; 

a 

h 

c 

b 

«I 

6. 

Cl 

d„ 

bei  der  kojlinea- 
ren  Beziehung: 


bei  der  rezi- 
proken 
Beziehung : 
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deren  Natur  aber  im  wesentlichen  dieselbe  ist. 
Ebenso  wie  bei  zwei  ebenen  Trägern  s  und  s^  haben  wir 
auch  bei  zwei  Bündeln  O  und  O]  eine  kollineare  und  rezi- 
proke Beziehung  zu  unterscheiden;  bei  jener  entsprechen  sich 
allemal  gleichartige,  bei  dieser  ungleichartige  Elemente,  d.  h. 

die  Strahlen  des  Bündels  O  den  Strahlen 
des  Bündels  £), 

und  gleichzeitig 

die  Ebenen  des  Bündels  O    den  Ebenen 
des  Bündels  £)| 

die  Strahlen   des   Bündels  O  den  Ebenen 
des  Bündels  Oj 

und  gleichzeitig 

die  Ebenen   des  Bündels  D  den  Strahlen 
des  Bündels  Oj. 

Die  Konstruktion  entsprechender  Elemente  dieser  in  der 
einen  oder  andern  Weise  auf  einander  bezogenen  Gebilde 
ist  hier  so  vollständig  analog  der  oben  ausgeführten  Kon- 
struktion,  dafs  sie  derselben  ohne  alle  Schwierigkeit  nach- 
gebildet werden  kann,  und  eine  Wiederholung  daher  über- 
flüssig ist;  wir  werden  ohne  weiteres  diese  Konstruktion 
überall  anwenden^  wo  wir  ihrer  bedürfen,  indem  wir  auf  den 
einen  oben  durchgeführten  Fall  verweisen.  In  ganz  analoger 
Weise  können  wir  auch  ungleichartige  Gebilde  selbst  zu 
einander  in  projektivische  Beziehung  setzen  und  zwar  sowohl 
rücksichtlich  des  einen,  als  auch  des  andern  Systems  der  in 
ihnen  enthaltenen  Elemente,  nämlich 

'die  Punkte  der  Ebene  s  zu  den  Strahlen  des  Bündels  0| 
und  die  Strahlen  der  Ebene  e  zu  den  Ebenen  des  Bündels  Op 

die  Punkte  der  Ebene  e  zu  den  Ebenen  des  Bündels  d 
und  die  Strahlen  der  Ebene  s  zu  den  Strahlen  des  Bündels  Dj, 

ebenso  wie  wir  vorhin  in  projektivische  Beziehung  gesetzt 
haben: 

die  Punkte  der  Ebene  e  zu  den  Punkten  der  Ebene  e^ 
und  die  Strahlen  der  Ebene  £  zu  den  Strahlen  der  Ebene  £(, 

die  Punkte  der  Ebene  e  zu  den  Strahlen  der  Ebene  f, 
und  die  Strahlen  der  Ebene  £  zu  den  Punkten  der  Ebene  s^, 

SchbOtxk,  Theor.  d.  0b«rfl.  2.  Ordo.  28 
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die  Strahlen  des  Bündels  £)  zu  den  Strahlen  des  Bändels  O  i 
und  die  Ebenen  des  Bündels  D  zu  den  Ebenen  des  Bundeis  C^, 

die  Strahlen  des  Bündels  D  zu  den  Ebenen  des  Bündels  C , 
und  die  Ebenen  des  BündelsO  zu  den  Strahlen  des  BündelsO] ; 

bei  allen  sechs  Beziehungen  ist  die  Konstruktion  entspre- 
chender Elemente  im  wesentlichen  dieselbe  oben  angegebene^ 
nur  die  Bezeichnung  jedesmal  eine  andere. 

Aus  diesen  Konstruktionen  geht  der  allgemeine  Satz 
hervor : 

Wenn  man  eine  Beihe  von  Gebilden  zweiter 
Stufe  hat,  von  denen  das  erste  mit  dem  zweiten, 
das  zweite  mit  dem  dritten  u.  s.  f.,  das  vorletzte  mit 
dem  letzten  in  projektivischer  Beziehung  steht 
(d.  h.  in  kollinearer  oder  reziproker  Beziehung  je 
nach  der  Gleichartigkeit  oder  Ungleichartigkeit 
ihrer  Elemente)^  so  steht  auch  das  letzte  mit  dem 
ersten  in  projektivischer  Beziehung,  also  z.  B. : 

Wenn  zwei  Gebilde  zu  einem  dritten  in  rezi- 
proker Beziehung  stehen,  so  stehen  sie  zu  ein- 
ander in  kollinearer  Beziehung. 

§  41.   Die  perspektivisohe  Lage  alB  Ursprung  der 

projektivischen  Beziehujig. 

Wenn  wir  eine  beliebige  Ebene  e  und  einen  aufserhalb 
derselben  befindlichen  Punkt  Oj  nehmen  und  jeden  Punkt  tt 
der  Ebene  s  mit  Oi  durch  einen  Strahl  x^  verbinden,  so 
setzen  wir  dadurch  die  Punkte  der  Ebene  e  zu  den  Strahlen 
des  Bündels  Oi  in  eine  solche  Abhängigkeit,  wie  sie  im 
vorigen  Paragraphen  betrachtet  wurde;  aber  die  beiden  Ge- 
bilde, Punktfeld  und  Strahlenbündel,  befinden  sich  in  einer 
besonderen  Lage,  welche  perspektivisch  genannt  wird. 
In  der  That,  es  entspricht  nicht  nur  jedem  Punkte  jc  ein 
einziger  bestimmter  Strahl  x^  und  umgekehrt,  sondern  auch 
allen  Punkten  x,  die  auf  einer  Geraden  y  liegen,  entsprechen 
Strahlen  x^,  welche  in  einer  Ebene  i?  =  [0|y]  liegen  und  die 
Punktreihe,  welche  j:  beschreibt,  ist  mit  dem  von  Xi  beschrie- 
benen ebenen  Strahlenbüschel  projektivisch,  weil  beide  Ge- 
bilde perspektivisch  liegen.   Oder,  wenn  wir  irgend  vier  Punkte 
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a  b  c  b  der  Ebene  £,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden 
liegen  y  mit  C|  durch  die  Strahlen  Ui  b^  c^  d^  verbinden ,  so 
dafs  die  ganze  Beziehung  durch  die  vier  Paare  entsprechender 

Elemente : 

a     b     c     b 

a^     &]     C)     d^ 

bestimmt  wird,  dann  zeigt  sich^  dafs  auch  jeder  beliebige 
Punkt  ):  der  Ebene  b  in  dem  ihm  entsprechenden  Strahl  x^ 
des  Bündels  Di  liegen  mufs;  denn  wegen  der  doppelten  Pro- 
jektivitat: 

ct|bcbjr|  A  «iC^^i^i^i] 

b|acb]c|  A  &i  [»1^1  ^i^i] 

mufs  die  Ebene  [a^x^]  durch  den  Strahl  [ajcl  und  die  Ebene 
\bxOO^  durch  den  Strahl  ,b):|,  also  der  Strahl  x^  durch  den 
Punkt  ^  gehen.     Dies  giebt  folgenden  Satz: 

Wenn  bei  zwei  kollinearen  Gebilden,  einem 
Panktfelde  und  einem  Strahlenbündel,  vier  Punkte 
des  Punktfeldes,  von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  auf  den  entsprechenden  Strahlen 
des  Strahlenbündels  liegen,  so  gehen  sämtliche 
Strahlen  des  letzteren  durch  die  ihnen  entspre- 
chenden Punkte  des  Punktfeldes,  d.  h.  es  findet 
perspektivische  Lage  statt. 

Die  perspektivische  Lage  beider  Gebilde  läfst  ebenfalls 
erkennen,  dafs  gleichzeitig  den  Strahlen  in  der  Ebene*  £  die 
Ebenen  des  Bündels  O,  entsprechen  und  umgekehrt.  Ob  aber 
zwei  allgemein  in  dieser  Beziehung  gegebene  Gebilde  sich 
immer  in  eine  solche  perspektivische  Lage  bringen  lassen, 
ist  eine  Frage,  die  wir  später  beantworten  werden.    (§  42.) 

Wenn  wir  zweitens  zwei  beliebige  Ebenen  e  und  £, 
dadurch  in  Beziehung  zu  einander  setzen,  dafs  wir  von  einem 
beliebig  im  Kaume  gewählten  Punkt  O  Strahlen  x  ziehen, 
wovon  jeder  den  Ebenen  e  und.  £,  in  zwei  entsprechenden 
Punkten  j:  und  ):,  begegnet,  dann  stehen  die  beiden  Punkt- 
felder £  und  f|  rücksichtlich  der  entsprechenden  Punkte  ^ 
und  ^T]  in  einer  solchen  Abhängigkeit  von  einander,  wie  wir 
sie  im  vorigen  Paragraphen  als  „kollineare  Beziehung^'  be- 
trachtet haben;  aber  die  beiden  Punktfelder  befinden  sich  in 

23* 
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einer  besonderen  Lage^  welche  perspektivisch  genannt  wird. 
In  der  That,  es  entspricht  nicht  nur  jedem  Punkt  j:  ein  ein- 
ziger bestimmter  Punkt  X\}  sondern  auch  allen  Punkten  p, 
die  auf  einer  Geraden  y  liegen,  entsprechen  Punkte  j:,,  die 
auf  der  entsprechenden  Geraden  y^  liegen,  weil  die  Ebene 
[Oy]  den  Träger  £^  in  der  Geraden  y,  schneidet,  und  die 
von  j:  und  y^  beschriebenen  Punktreihen  sind  projektivisch, 
weil  sie  perspektivisch  liegen.  Oder,  wenn  wir  vier  beliebige 
Punkte  a  b  c  b  der  Ebene  s ,  von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  jnit  O  durch  Strahlen  verbinden,  welche  der 
Ebene  b^  in  den  Punkten  a|  b^  C|  b|  begegnen,  so  dafs  die 
ganze  Beziehung  durch  die  vier  Paare  entsprechender  Elemente 

a     b     c     b 
a,    b,    Ci    bj 

bestimmt  wird,  dann  zeigt  sich,  dafs  auch  die  Yerbindungs- 
strahlen  aller,  übrigen  Paare  entsprechender  Punkte  >:  ^'j  durch 
denselben  Punkt  D   (Perspektivitatscentrum)   laufen  müssen. 
Denn  wegen  der  Projektivität: 

a|bcb):|  A  a,  |*iCibi):i| 

müssen  diese  beiden  ebenen  Strahlenbüschel  in  demselben 
Ebenenbüschel  liegen,  dessen  Axe  |Da|  ist,  und  dessen  Ebenen 
nach  den  Punkten  bebt  hingehen,  also  mufs  der  Strahl 
\Xh\  ^i*  ^®™  Strahle  |aai|  (=  |Oa|  =  |Oa,i)  in  derselben 
Ebene  liegen  und,  wegen  der  Projektivität: 

b:acb):i  A  ^i  |a,Cibi):,| 

mufs  auch  der  Strahl  \T:Xi\  i^it  dem  ,bbi|  in  derselben  Ebene 
liegen;  da  aber  {aaij  und  ,bb||  in  einer  Ebene  li^en,  so 
müssen  sich  alle  drei  Ebenen  in  demselben  Punkte  O  schnei- 
den, also  mufs  der  Strahl  \j:j:i\  durch  den  Punkt  O  gehen. 
Ob  aber  zwei  allgemein  in  kollinearer  Beziehung  g^ebene 
Ebenen  s  und  s^  sich  immer  in  eine  solche  perspektivische 
Lage  bringen  lassen,  ist  eine  Frage,  die  wir  später  beant- 
worten werden. 

Wenn  man  drittens  die  Punkte  j:  eines  Punktfeldes  a 
mit  irgend  zwei  aufserhalb  der  Ebene  s  liegenden  Punkten 
O  und  Ol  durch  Strahlenpaare  oder  die  Strahlen  ar  des 
Strahlenfeldes  £  mit  D  und  £)^  durch  Ebenenpaare  verbindet. 
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SO  erhält  man  zwei  kollineare  Bündel  D  und  Oi  in  solcher 
Abhängigkeit  von  einander,  wie  sie  im  vorigen  Paragraphen 
betrachtet  warde,  aber  in  einer  besonderen  Lage,  welche 
perspektivisch  genannt  wird;  der  dem  vorigen  durchaus 
analoge  Nachweis  hierfür  darf  wohl  übergangen  werden;  ob 
sich  zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Bündel  immer  in  eine 
solche  perspektivische  Lage  bringen  lassen,  ist  ebenfalls  eine 
Frage,  die  wir  später  beantworten  werden. 

Während  in  diesen  drei  Fällen  die  kollineare  Beziehung 
zweier  Gebilde  zweiter  Stufe  aus  der  perspektivischen  Lage 
hervoi^eht,  können  wir  auch  zu  der  reziproken  Beziehung 
gelangen  aus  einem  mit  der  perspektivischen  Liage  sehr  nahe 
zusammenhängenden  Lagenverhältnis,  wenn  wir  uns  als 
Hilfsmittel  eines  uns  bekannten  Gebildes,  des  orthogonalen 
Polarbündels,  (8.  45)  bedienen. 

Legt  man  durch  einen  Punkt  O  die  Strahlen  x  eines 
Strahlenbündels  und  zu  jedem  Strahle  x  die  Normalebene  $, 
so  bilden  die  Ebenen  §  ein  Ebenenbündel,  und  beide  zu- 
sammen bilden  das  orthogonale  Polarbündel.  Zu  jedem  Strahle 
X  gehört  eine  und  nur  eine  Normalebene  |  und  zu  jeder 
Ebene  ^  ein  und  nur  ein  Normalstrahl  x.  Die  Bündel,  welche 
X  und  i  beschreiben,  stehen  selbst  in  einer  reziproken  Be- 
ziehung besonders  einfacher  Art,  indem  allen  Strahlen  x  in 
einer  Ebene  Normalebenen  g  entsprechen,  welche  durch  einen 
Strahl  gehen,  den  Normalstrahl  jener  Ebene,  und  dieselben 
Winkel  mit  einander  bilden,  wie  jene. 

Wir  wollen  das  Ebenenbündel  |  das  komplemen- 
täre Bündel  ,des  Strahlenbündels  x  und  umgekehrt  das 
Strahlenbündel  x  das  komplementäre  des  Ebenenbündels  g 
im  orthogonalen  Polarbündel  nennen. 

Wenn  wir  nun  eine  beliebige  Ebene  £  und  einen  aufser- 
halb  derselben  liegenden  Punkt  D]  nehmen  und  jeden  Punkt 
j:  der  Ebene  e  mit  D^  durch  einen  Strahl  x^  verbinden, 
dessen  Normalebene  £,  durch  £){  gelegt  wird,  dann  setzen 
wir  die  Punkte  )r  der  Ebene  £  zu  den  Ebenen  g^  des  Bün- 
deis Ol  in  eine  solche  Abhängigkeit,  wie  sie  im  vorigen 
Paragraphen  betrachtet  wurde;  aber  die  beiden  Gebilde, 
Ponktfeld, und  Ebenenbündel,  befinden  sich  in  einer  besjn- 
deren  Lage,  welche  der  perspektivischen  Lage  in  gewissem 
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Sinne  verwandt  ist.  In  der  That,  es  entspricht  nicht  nur 
jedem  Punkte  j:  der  Ebene  €  eine  bestimmte  Ebene  ||  des 
Bündels  Cj ,  sondern  auch  allen  Punkten  j:,  die  auf  einer 
Geraden  y  liegen,  entsprechen  Ebenen  |,,  die  durch  einen 
bestimmten  Strahl  y^  den  Noruialstrahl  der  Ebene  [Cjy], 
gehen,  und  die  Punktreihe,  welche  %  beschreibt,  ist  mit  dem 
von  I,  beschriebenen  Ebenenbüschel  projektivisch,  weil  dieses 
projektivisch  (gleich)  ist  mit  dem  von  [O^j:]  beschriebenen 
Strahlenbüschel,  welches  mit  der  Punktreihe  j:  perspekti- 
visch liegt. 

Es  läfst  sich  auch  hier  ebenso  leicht  wie  vorhin  nach- 
weisen, dal's  wenn  wir  gemäfs  der  letzten  Konstruktion  vier 
unabhängige  Paare  entsprechender  Elemente-: 

a    b     c    b 

•^1   ßi  Vx  *i 

zur  Bestimmung  der  projektivischen  Beziehung  wählen,  alle 
übrigen  Paare  entsprechender  Elemente  derselben  Konstruktion 
genügen.  Denn  sind  a  b  c  b  vier  Punkte  der  Ebene  b,  tob 
denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen,  und  werden  die- 
selben mit  D|  durch  die  vier  Strahlen  a,  6,  c,  d,  verbunden, 
so  ist  schon  oben  nachgewiesen,  dafs  ein  beliebiger  Punkt  t 
auf  dem  entsprechenden  Strahle  x^  liegen  mufs;  sind  nun 
'«,  /5,  y,  d,  die  vier  Normalebenen  der  vier  Strahlen  a,  6,c,f/| 
im  Punkte  Oj,  so  wird  wegen  der  doppelten  Projektivitat: 

ci  |b  c  b  x'l  A  «1  \J>\  c,  öf,  x^]  A  «1  \ß\  ?x  *i  l\\ 
b  |a  c  b  ):|  A  h  [P'x  ^i  ^i  ^i]  A  ßx  1«!  Vx  *i  lx\ 

die  Ebene  [a^x^]  auf  dem  Strahle  ia,  g,  |  und  die  Ebene  [^i^r,] 
auf  dem  Strahle  i/3|Sii  normal  stehen,  folglich  auch  der 
Strahl  x^  auf  der  Ebene  g, ;  folglich  genügen  auch  ]c  and  Si 
der  anfänglichen  Konstruktion  entsprechender  Elemente. 

In  ganz  analoger  Weise  können  femer  die  Punkte  r 
einer  Ebene  a  zu  den  Strahlen  Xy  einer  andern  Ebene  in  Be- 
ziehung gesetzt  werden,  indem  man  zuerst  die  Ebenen  s  und 
f,  in  perspektivische  Beziehung  setzt  durch  ein  Strahlen- 
bündel Dj ,  von  dem  jeder  Strahl  x  den  Trägem  b  und  b^  in 
zwei  entsprechenden  Punkten  begegnet,  und  sodann  zu  diesem 
Strahlenbündel  Cj  das  komplementäre  Ebeuenbündel  nimmt^ 
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von  dem  jede  Ebene  den  Träger  f  j  in  dem  gesuchten  Strahle 
Xi  schneidet^  welcher  jetzt  dem  Punkte  x  der  Ebene  e  ent- 
spricht; dabei  entsprechen  gleichzeitig  den  Strahlen  x  der 
Ebene  s  die  Punkte  X\  ^^^^  Ebene  f^,  und  wir  haben  die- 
jenige Beziehung^  welche  oben  die  reziproke  genannt  wurde, 
bei  einer  besonders  einfachen  Lage  der  Gebilde. 

Endlich  können  wir  in  gleicher  Weise  die  Strahlen  x 
eines  Bündels  C  zu  den  Ebenen  gj  eines  zweiten  Bündels  O] 
dadurch  in  Beziehung  setzen,  dafs  wir  von  dem  Ebenen - 
bündel  i^  das  komplementäre  Strahlenbündel  x,  auffassen 
und  von  der  perspektivischen  Lage  der  beiden  Strahlenbündel 
0|^|  und  OJ^Til  ausgehen. 

Es  ist  ersichtlich;  dafs  die  in  den  drei  letzten  Fällen 
angenommene  besondere  Lage  zweier  reziproken  Gebilde, 
wenn  dieselben  allgemein  gegeben  sind,  immer  erreicht  werden 
kann,  sobald  es  gelingt,  die  in  den  drei  ersten  Fällen  be- 
trachtete perspektivische  Lage  herzustellen  für  zwei  allgemein 
gegebene  kollineare  Gebilde,  um  auf  diese  Frage  einzugehen, 
wollen  wir  zunächst  für  den  Fall  zweier  kollinearen  Ebenen 
£  und  €|  einige  ausgezeichnete  Elemente  derselben  ermitteln, 
indem  wir  von  der  perspektivischen  Lage  ausgehen,  um  diese 
Elemente  dann  bei  zwei  kollinearen  Gebilden,  die  allgemein 
gegeben  sind,  wiederzufinden. 

Es  seien  b  und  £^  die  Träger  zweier  ebenen  Punktfelder 
und  O  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume  aufserhalb  beider 
Ebenen ;  die  Strahlen  x  des  Strahlenbündels  C  mögen  e  und  s^ 
in  entsprechenden  Punkten  treffen,  dann  schneiden  die  Ebenen 
S  des  Ebenenbündels  O  die  Träger  b  und  £,  in  entsprechenden 
Strahlen.  Durch  D  läfst  sich  eine  Parallelebene  zu  €^  legen, 
welche  die  Ebene  £  in  der  Geraden  r  schneidet,  und  eine  Parallel- 
ebene zu  £,  welche  die  Ebene  £|  in  der  Geraden  q^  schneidet; 
die  beiden  Geraden  r  und  q^  heifsen  die  Durchschnitts- 
linien  der  Parallelebenen;  sie  entsprechen  den  unend- 
lich-entfernten Geraden  j*  und  r*  der  Träger  £  und  £,. 

Suchen  wir  nun  einen  solchen  Strahl  durch  das  Pro- 
jektionscentrum C  zu  ziehen ,  welcher  gleich  geneigt  ist  gegen 
die  beiden  Ebenen  £  und  £j ;  dies  wird  leicht  dadurch  erreicht, 
dafs  wir  die  durch  die  beiden  Ebenen  £  und  £]  gebildeten 
Winkel  und  Nebenwinkel  halbieren  durch  zwei  (zu  einander 

/ 
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rechtwinklige)  Ebenen  und  ans  dem  Punkte  £)  auf  jede  dieser 
Ebenen  ein  Perpendikel  fallen;  möge  das  eine  Perpendikel 
in  0  und  0|;  das  andere  in  o'  und  Oi  den  Ebenen  e  und  e^ 
begegnen,  dann  ist  klar^  dafs  sowohl  der  Strahl  |0  0i|,  als  auch 
der  Strahl  |  o'olj  der  Forderung  genügt^  zu  den  beiden  Ebenen 
s  und  £]  gleich  geneigt  zu  sein.  Bezeichnen  wir  den  Schnitt- 
strahl der  gegebenen  Ebenen  £  und  6^  in  doppeltem  Sinne 
durch  s  und  Si ,  weil  in  ihm  zwei  verschiedene  Strahlen  ko- 
inzidieren ,  dann  schneiden  sich  auch  die  beiden  Halbierungs- 
ebenen der  Neigungswinkel  zwischen  ss^  in  dem  Strahle 
sißi)  und  da  {0  0||  die  Normale  auf  der  einen  Halbierungsebene, 
o'oi  die  Normale  auf  der  andern  Halbierungsebene  ist,  ooi  o'oi 
aber  selbst  in  einer  Ebene  liegen,  weil  (|0  0i|,  |o'oI|)  =  O  ist,  so 
mufs  diese  Ebene  der  beiden  Strahlen  |  o  d  ,  und  |  o'  oj  |  Nor- 
malebene  des  Schnittstrahls  5(S|)  sein.  Es  giebt  nur  eine 
solche  Ebene  durch  O,  welche  zu  s{s^)  normal  ist;  denken 
wir  uns  diese  als  die  Ebene  des  Papiers  (Fig.  13),  so  stellen 


mg.  18. 


^ 


A 


in  der  vorstehenden  Figur  e  und  e^  die  Durchschnittslinien 
mit  den  Ebenen  s  und  £,  dar,  welche  auf  der  Ebene  des 
Papiers  rechtwinklig  stehen;  der  Strahl  s{Si)  steht  in  dem 
Uurchschnittspunkt  ä{ßi)  der  Geraden  e  e^  normal  auf  der 
Ebene  des  Papiers;  die  durch  O  parallel  zu  e  und  e, 
gezogenen  Strahlen  treffen  in  den  Punkten  r  und  q,  und  die 
in  diesen  Punkten  auf  der  Ebene  des  Papiers  errichteten 
Normalen  sind  die  Strahlen  r  und  q^.    Die  Halbierungsliflien 
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der  Winkel  zwischen  den  Strahlen  \£)x\  und  |Ocii|  treffen 
in  den  Punkten  oOi  und  o'oi^  von  denen  ersichÜich  ist^  dafs 
or«=ro'  und  Oiqi«=»q,Oi,  d.  h.  r  und  q^  die  Mitten  der 
Strecken  oo'  und  0|0i  sind. 

Die  Paare  entsprechender  Punkte  oo^  und  o'oi  sind 
nun  von  besonderer  Art  in  den  beiden  kollinearen  Ebenen; 
denn  da  |oO]{  gleich  geneigt  ist  zu  beiden  Ebenen  s  und  £|, 
so  wird  ein  Ebenenbüschel ^  dessen  Axe  |cO||  ist,  gleiche 
Strahlenbüschel  aus  den  Ebenen  s  und  £|  ausschneiden.  Es 
sind  also  o  und  Oj;  ebenso  o  und  Oi  die  Mittelpunkte  je 
zweier  gleichen  entsprechenden  Strahlenbüschel 
in  den  beiden  kollinearen  Ebenen,  und  es  ist  ersichtlich,  dafs 
diese  die  einzigen  solcher  Art  sind,  also  nur  zwei  Paare 
von  gleichen  entsprechenden  Strahlenbüscheln  vor- 
konunen ;  die  Verbindungslinie  |  o  o'  |  steht  rechtwinklig  auf  r, 
ebenso  wie  die  Verbindungslinie  |  Oi  Oi  |  rechtwinklig  auf  q^  ist. 

Femer  ist  aus  der  perspektiyischen  Lage  ersichtlich,  dafs 
die  koinzidier enden  Strahlen  s  und  s^  Träger  zweier  gleichen 
entsprechenden  Punktreihen  in  den  beiden  kollinearen  Feldern 
sind  und  au&er  diesem  giebt  es  noch  ein  zweites  Paar  gleicher 
entsprechender  Punktreihen  $'  und  ^i,  die  auf  folgende  Weise 
ermittelt  werden: 

Der  unendlich -entfernte  Punkt  der  Schnittlinie  s(s^), 
welcher  gleichzeitig  der  unendlich-entfernte  Punkt  von  r  und 
Yon  2i  ist,  enthält  zwei  entsprechende  Punkte  ))""  ^'^^'li  ^^^ 
unendlich -entfernten  Punkte  von  r  und  q^  sind 
also  zwei  entsprechende  Punkte.  Ziehen  wir  den  Pro- 
jektionsstrahl lO))""!  e»  lO))'^!,  so  wird  jede  durch  ihn  gelegte 
Ebene  die  beiden  Träger  s  und  £,  in  zwei  entsprechenden  Strah- 
len, schneiden,  welche  beziehungsweise  parallel  zu  r  und  q^ 
sind  und  die  Träger  zweier  entsprechenden  ähnlichen  Punkt- 
reihen sein  müssen,  weil  ihre  unendlich-entfernten  Punkte 
)>*  und  p"!^  entsprechende  sind.  Die  Träger  entsprechender 
älinlieher  Punktreihen  laufen  also  parallel  den  Strahlen  r  und 
q^,  und  unter  diesen  kommt  insbesondere  aufser  dem  Paare 
gleicher  entsprechender  Punktreihen  auf  s  und  s^  noch  ein 
zweites  Paar  gleicher  entsprechender  Punktreihen  vor.  Wir 
brauchen  nur  in  der  Ebene  des  Papiers  durch  O  denjenigen 
besonderen  Strahl  zu  ziehen,  für  welchen  O  in  der  Mitte  liegt 
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zwischen  den  beiden  Schnittpunkten  i  und  ^'i  mit  e  und  c, ; 
dann  werden  die  beiden  in  ^'  und  g'i  auf  der  Ebene  des 
Papiers  errichteten  Senkrechten  s  und  Si  dieses  zweite  Paar 
entsprechender  gleicher  Punktreihen  sein,  und  es  ist  aus 
der  Figur  ersichtlich^  dafs  s  und  s  parallel  zu  r  sind  und 
gleich  weit  von  r  abstehen^  ebenso  wie  5,  und  si  parallel  zu 
9t  sind  und  gleich  weit  von  q^  abstehen.  Es  giebt  also  zwei 
Paare  von  gleichen  entsprechenden  Punktreiheu 
in  den  beiden  kollinearen  Ebenen,  und  die  Figur  zeigt  un- 
mittelbar, dafs  der  Abstand  der  beiden  parallelen  Geraden  6* 
und  s  von  einander  gleich  ist  dem  Abstand  der  beiden  be- 
sonderen Punkte  Ol  und  ol  von  einander,  wahrend  der  Ab- 
stand der  beiden  parallelen  Geraden  Si  und  Si  von  einander 
gleich  ist  dem  Abstand  der  beiden  besonderen  Punkte  o  und 
o'  von  einander,  indem  einerseits  s  und  Sy  o  und  o'  sym- 
metrisch zu  r,  andererseits  CiOi^l^i  symmetrisch  zu  q^  liegen 
und  die  Verbindungslinie  |oo'|  die  Strahlen  s  und  s  recht- 
wincklig  durchschneidet,  ebensowie  |OiOi|  die  Strahlen  5,  und 
51  rechtwinklig  durschneidet. 

Wenn  man  einen  beliebigen  Projektionsstrahl  durch  £ 
zieht,  welcher  in  x  ^^^  T\  den  Ebenen  b  und  6,  begegnet^ 
und  man  läfst  aus  y.  und  x,  die  Perpendikel  auf  die  Ebene 
dqs  Papiers  herab,  so  sind  die  Fufspunkte  derselben  bez. 
ebensoweit  von  den  Punkten  r  und  qj  entfernt,  wie  die  Punkte 
y  und  )r,  bez.  von  den  Strahlen  r  und  q^ ;  die  Fufspunkte  in 
e  und  «1  mögen  X)  und  i),  heifsen,  dann  ist: 

:§  =  -'iJ-  oder  xX) .  q,t),  =  rO  .  q^O  =  konst 

d.  h.  das  Rechteck  au&  den  Abständen  zweier  ent- 
sprechenden Punkte  j:):^  der  beiden  kollinearen 
Ebenen  von  deh  Durchschnittslinien  der  Parallel- 
ebenen (r  und  qy)  ist  von  unverändeter  Gröfse. 

Nennen  wir  dies  konstante  Rechteck  die  Potenz  der 
kollinearen  Beziehung,  so  ergeben  sich  als  besondere  Ele- 
menteupaare  noch  zwei  Strahlenpaare  g  und  ^, ,  h  und  Aj, 
welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  g  und  A,  die  parallel 
zu  r  sind,  ebenso  weit  von  r  abstehen,  wie  g^  und  Ä,,  die 
parallel  zu  q^  laufen,  von  g,  abstehen,  för  welche  also  das 
konstante  Rechteck  in  ein  Quadrat  übergeht.    Diese  Strahlen- 
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paare  sollen  Potenzstrahlen  heifsen  und  lassen  sich  in 
elementarer  Weise  mittels  des  Kreises  konstruieren.  Die 
Potenzstrahlen  gh  und  g^\  treffen  offenbar  das  besondere 
Strahlenpaar  c  und  e^  in  denjenigen  Punkten  i^ix^^  welche 
die  Potenzpunkte  sind  für  die  beiden»  projektivischen  Punkt- 
reihen, deren  Trägsr  e  und  e,  sind ;  auch  sind  für  diese  beiden 
Punktreihen  t  und  q^  die  Durchschnittspunkte  der  Parallel- 
strahlen oder  die  den  unendlich- entfernten  entsprechenden 
Punkte. 

Wenn  wir  die  kollineare  Beziehung  der  beiden  Ebenen 
s  und  s^y  welche  durch  die  perspektivische  Lage  hervor- 
gerufen wurde,  und  von  der  wir  im  Vorigen  die  wesentlichsten 
ausgezeichneten  Elemente  kennen  gelernt  haben,  festhalten, 
aber  den  einen  oder  den  andern  Träger  der  beiden  Gebilde 
um  die  gemeinschaftliche  festbleibende  Schnittlinie  ^(^i),  be- 
liebig drehen,  so  wird  dadurch  die  perspektivische  Lage  nicht 
aufgehoben,  d.  h.  es  werden  immer  noch  sämtliche  Yer- 
bindungsstrahlen  entsprechender  Punkte  ji*)r]  durch  einen  und 
denselben  Punkt  £)  laufen;  aber  dieser  Punkt  O  verändert 
.  sieh  und  zwar  ist  es  leicht  zu  erkennen,  wenn  wir  z.  B.  £, 
festhalten  und  c  um  die  Schnittlinie  sis^)  drehen,  dafs  der  Ort 
von  O  ein  Kreis  ist,  welcher  um  den  Punkt  q^  als  Mittelpunkt 
beschrieben  wird  in  einer  Ebene,  die  normal  steht  auf  der 
Ebene  £| ;  ähnlich  ist  es,  wenn  wir  £  festhalten  und  £,  drehen. 
Es  geht  hieraus  hervor,  dais  die  perspektivische  Lage 
unabhängig  ist  von  derNeigung  der  beiden  Ebenen 
£  und  £]  zu  einander,  vielmehr  als  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  erfordert,  dafs  in  der  Schnittlinie  beider 
Trager  zwei  gleiche  entsprechende  Punktreihen  identisch  ver- 
einigt liegen. 

§  42.    Besondere  Elemente  zweier  koUinearen  Ebenen. 
Zurüokführung  auf  die  perspektivische  Lag^. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  vermittelst  der  perspek- 
tivischen Lage  gefundenen  ausgezeichneten  Elemente  zweier 
kollinearen  Ebenen  finden  sich  nun  auch  wieder,  wenn  wir 
uns  die  Gebilde  allgemein  etwa  durch  vier  beliebige  von 
einander  unabhängige  Elementenpaare  gegeben  denken. 
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Es  seien  a    b    c    b 

aj  b,   c,  b, 

vier  Paare  entsprechender  Punkte  der  beiden  kollinearen 
Ebenen  s  und  €^,  von  denen  keine  drei  in  gerader  Linie 
liegen.  Wir  haben  oben  die  allgemeine  Konstruktion  an- 
gegeben ^  um  zu  jedem  Punkte  j:  der  Ebene  c  den  ent- 
sprechenden Punkt  ]C]  der  Ebene  s^  zu  ermitteln.  Demnach 
können  wir  auch  zu  den  sämtlichen  unendlich  entfernten 
Punkten  der  Ebene  £|  die  entsprechenden  Punkte  der  Ebene  £ 
konstruieren;  und  da  jene  auf  einer  Geraden  r^  liegen  ^  so 
müssen  diese  auf  der  entsprechenden  Geraden  r  liegen.  Ebenso 
konstruieren  wir  zu  der  unendlich-entfernten  Geraden  q"^  der 
Ebene  6  die  entsprechende  Gerade  q^  der  Ebene  £{  und  haben 
dadurch  die  Durchschnittslinien  der  Parallelebenen 

r  und  q^ 

gefunden;  diese  werden  im  allgemeinen  bestin^mte  im  End- 
lichen liegende  Strahlen  der  Ebenen  e  und  b^  sein.  Die 
besondere  Annahme,  dafs  sie  selbst  in  die  Unendlichkeit 
fallen  (Affinität);  wollen  wir  später  betrachten.  Der  un- 
endlich -  entfernte  Punkt  der  Geraden  r  mufs  seinen  entr 
sprechenden  Punkt  auf  der  Geraden  r^  haben ,  und  da  er 
zugleich  auf  q'^  liegt;  so  mufs  der  entsprechende  Punkt  gleich- 
zeitig auf  q^  liegen;  also  die  unendlich-entfernten 
Punkte  der  Geraden  r  und  g,  sind  entsprechende 
Punkte  der  beiden  kollinearen  Ebenen;  wir  wollen 
sie  bezeichnen  mit 

P"  =  (r,  2*)  und  ^)7  —  (r*,  q^)-, 

sie  sind  die  einzigen  beiden  unendlich-entfernten  Punkte  der 
kollinearen  Ebenen,  welche  einander  entsprechen;  jeder  Ge- 
raden, welche  zu  r  parallel  ist,  mufs  daher  eine  Gerade  ent- 
sprechen, welche  zu  q^  parallel  läuft,  und  solche  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  müssen  die  Träger  zweier  projektivisch- 
ähnlichenPunktreihen  sein,  weil  ihre  unendlich-entfernten 
Punkte  einander  entsprechen ;  andere  entsprechende  Strahlen, 
die  Träger  ähnlicher  Punktreihen  wären,  können  nicht  vor- 
kommen, weil  es  nur  jenes  einzige  Paar  entsprechender 
unendlich-entfernter  Punkte  (p*^7)  gi^bt.     Unter  den 
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liehen  Punktreih^n   können    aber  auch   gleiche  vorkommen^ 
die  wir  aufsuchen  wollen. 

Denken  wir  uns  zunächst  in  der  Ebene  s  alle  Strahlen, 
die  rechtwinklig  zu  r  gerichtet  sind,  also  ein  Piurallelstrahlen- 
büschel,   dessen    unendlich-entfernter  Punkt  q*  in  einer  zu 
der  Richtung  von  f}""  rechtwinkligen  Richtung  liegt;    dann 
entsprechen  diesen  parallelen  Strahlen  in  der  Ebene  fj  solche, 
die  alle  durch  einen  bestimmten  Punkt  qi   der  Geraden  q^ 
laufen,  der  nämlich  dem  Punkte  q""  entspricht;  q^  wird  im  all- 
gemeinen ein  im  Endlichen  auf  der  Geraden  q^  liegender  Punkt 
sein.    Durch  q)  geht  eine  einzige  bestimmte  Gerade  e^ ,  welche 
auf  q^  normal  steht,  und  dieser  entspricht  in  der  Ebene  e 
eine  bestimmte  Gerade  e,    die  unter  dem   vorigen  Parallel- 
strahlenbüschel  eine  besondere  Stelle  einnimmt;  die  Gerade  e 
treffe  r  in  dem  Punkte  r;  dann  entspricht  dem  Punkte  t  «» 
•  {er)   der  Punkt  r^  =  (^i^*)»  ^-  h.  der  unendlich -entfernte 
Punkt  der  Geraden  e^.    Wenn  wir  also  andererseits  in  der 
Ebene  fj   ein  Büschel   von  parallelen  Strahlen,   die  auf  g, 
rechtwinklig  stehen,  gezogen  hätten,  so  würde  demselben  in 
der  Ebene  e  ein  Strahlenbüschel  entsprochen  haben,  dessen 
Mittelpunkt  r  ist. 

Die  ausgezeichneten  Strahlen  e  und  e^ ,  welche  einander  ent- 
sprechen und  aufserdem  normal  stehen  bez.  auf  r  und  q^  in 
den  Punkten  r  und  q„  sind  die  einzigen  ihrer  Art,  wie  hieraus 
erhellt;  die  Punkte  r  und  q|  sind  die  den  unendlich-entfernten 
Yon    ee^    ^entsprechenden    Punkte.      Denken    wir    uns    nun 
(Fig.  14)  in  einem   beliebigen  Abstände  a  zwei  Parallele  zu 
e  gezogen,  die  Strahlen  x  und  x%  so  entsprechen  ihnen  in  der 
Ebene  ^i  zwei  Strahlen  Xi  und  x[,  die  durch  q^  gehen  und 
gleich  geneigt  sind  zu  e^ ;  denn  da  die  vier  Strahlen  xx  eff 
harmonisch  liegen^  so  müssen  auch  die  vier  Strahlen  X\  Xi  d  qi 
harmonisch  liegen ,  und  da  e,  zu  q^  rechtwinklig  ist,  so  müssen 
e|  und  Jt  ^^^  Winkel  zwischen  Xi  und  Xi  halbieren.    Denken 
wir  uns  femer  in  dem  gleichen  Abstände  a  zwei  Parallele  y^ 
und  yi  zu  6i  gezogen,  so  entsprechen  denselben  in  der  Ebene  s 
zwei  Strahlen  y  und  y  durch  r,  die  gleich  geneigt  sind  zu 
e  und  r.    Wir  erhalten  dadurch  in  jeder  der  beiden  Ebenen 
€   und   €|   ein  Parallelogramm,  und  die  Ecken  dieser  beiden 
Parallelogramme  sind  einander  entsprechende  Punkte: 
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{30  y)      {xy')      {x'y)     {x  y)    • 
(^lyi)    (xiy{)    (a;'i^i)    {x'iy\) 

so  zwar,  dafs  in  dem  Parallelogramm  der  Ebene  •£  x  und  x 
ein  Paar  paralleler  Seiten,  y  und  y  die  Diagonalen,  dagegen 


Fig.  44. 


in  dem  Parallelogramm  der  Ebene  £i  yi  und  yi  ein  Paar 
paralleler  Seiten  und  Xi  x\  die  Diagonalen  sind.  Jedes  dieser 
Parallelogramme  hat  noch  ein  zweites  Paar  paralleler  Seiten, 
die  einander  entsprechen: 

s     und    s 
und 


Si 


Si, 


die  ersteren  laufen  parallel  zu  r,  die  letzteren  parallel  zu  q^] 
es  sind  daher  sowohl  s  und  Sj,  als  auch  s'  und  si  Trager 
entsprechender  ähnlicher  Punktreihen;  da  aber  die  beiden 
Parallelogramme  eine  Seite  gleich  haben  (==  a),  so  besitzt 
jedes  der  beiden  Paare  entsprechender  ähnlicher  Punldieihen 
ein  Paar  entsprechender  gleicher  Strecken,  folglich  sind  die 
Punktreihen  projektivisch-gleich.  Wir  haben  also  zwei  Paare 
entsprechender  gleicher  Punktreihen: 

s  und  5i ,    s'  und  sl 
in  den  beiden  kollinearen  Feldern  s  und  «^  gefunden;  wobei 
im   allgemeinen  der  Abstand  der  Strahlen  s  und  s   von  ein- 
ander ein  anderer  sein  wird,  als  der  Abstand   der  Strahlen 


1 
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Si  und  s\  von  einander.  Es  ist  auch  unmittelbar  ersichtlich^ 
dass  diese  beiden  Strahlenpaare  die  einzigen  Träger  ent- 
sprechender gleicher  Puuktreihen  sind  und  keine  andern  weiter 
vorkommen,  denn  auf  irgend  einer  andern  zu  q^  parallel  ge- 
zogenen Geraden  wird  durch  die  Strahlen  Xi  xi  eine  Strecke 
abgeschnitten,  welche  verschieden  ist  von  der  Strecke,  die 
auf  der  entsprechenden  Geraden  durch  die  parallelen  Strahlen 
X  X  abgeschnitten  wird. 

Begegnen  die  Strahlen  s  s'  dem  Strahle  e  in  den  Punkten 
S  d'  und  die  Strahlen  s^  s[  dem  Strahle  e^  in  den  Punkten  i^  ^1, 
so  sind  auf  den  Trägern  e  und  e^  die  Punkte  r  und  q,  die 
den  unendlich-entfernten  entsprechenden  Punkte  und  aufser- 
dem  i  ii,  d'  8i  zwei  Paare  entsprechender  Punkte,  also  die 
konstante  Potenz  der  projektivischen  Beziehung: 

Wenn  wir  nun  auf  der  Geraden  e  die  Punkte  o  und  o' 
so  bestimmen,  dafs  sie  nach  beiden  Seiten  yon  r  gleich  weit 
um  einß  Strecke  =  q^  g^  abstehen,  so  werden  die  entsprechen- 
den Punkte  Ol  und  oi  von  q,  nach  entgegengesetzten  Seiten 
hin  gleich  weit  um  eine  Strecke  «»  rä  abstehen.  Diese  beiden 
besonderen  Punktepaare: 

0  und  Ol ,    o'  und  Oi 

besitzen  die  Eigenschaft,  dafs  sie  die  Mittelpunkte  entsprechen- 
der gleicher  Strahlenbüschel  in  den  beiden  kollinearen  Ebenen 
sind,  denn  nehmen  wir  auf  s  und  s^  irgend  zwei  entsprechende 
Punkte  xXif  so  ist  g^  =  ^iTn  ferner  ist  nach  der  Kon- 
struktion der  Punkte  o  und  Ot : 

od  =  3|0, 

und  die  beiden  bei  i  und  g^  rechtwinkligen  Dreiecke  oSjC  und 
Oi^jj:!  sind  kongruent,  folglich  der  Winkel,  welchen  die 
Strahlen  od  und  oj:  bilden,  gleich  dem  Winkel,  welchen 
die  entsprechenden  Strahlen  o^d^  und  o^j:^  mit  einander 
einschlielsen ,  und  da  dies  für  alle  Punktepaare  j:j:^  der 
Strahlen  s  s^  gilt,  so  sind  die  entsprechenden  Strahlenbüschel, 
deren  Mittelpunkte  o  0|  sind,  einander  gleich;  dasselbe  gilt 
für  die  Strahlenbüschel  mit  den  Mittelpunkten  o'  und  o'i. 
Wir  haben  also  zwei  Paare  entsprechender  gleicher 
Strahlenbüschel: 
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0  und  Ol,     o'  und  Oi 

in  den  beiden  kollinearen  Feldern  s  und  £,  gefunden;  die 
Verbindungslinien  |  o  o' !  und  |  Oi  Oi  |  sind  die  vorhin  gefundenen 
besonderen  Strahlen  e  und  e^ ,  welche  bez.  auf  r  und  g,  recht- 
winklig stehen.  Es  geht  aus  der  Konstruktion  herror,  dafs 
dies  die  einzigen  beiden  Punktepaare  sind,  welche  entsprechende 
gleiche  Strahlenbüschel  der  beiden  kollinearen  Felder  liefern. 
Verwandeln  wir  endlich  das  konstante  Rechteck: 

x8  .  C|i8|  =  ro  .  qjOi 

in  ein  Quadrat  und  ziehen  in  einem  Abstände  gleich  der  Seite 
dieses  Quadrats  zwei  Parallele  g  und  h  zu  dem  Strahle  r,  so 
werden  die  entsprechenden  Strahlen  g^  und  h^  der  Ebene  (j 
parallel  zu  q^  laufen  in  demselben  Abstände  von  g, ,  wie  g 
und  h  von  r,  und  wir  haben  die  Potenzstrahlen: 

g  und  g^ ,    h  und  A, 

der  bei^n  kollinearen  Ebenen.  Dadurch  sind  samtliche 
ausgezeichneten  Elemente  der  kollinearen  Ebenen  £  und  £| 
wiedergefunden,  welche  wir  früher  aus  der  perspektivischen 
Lage  heraus  ermittelt  haben. 

Umgekehrt  lassen  sich  nun  die  allgemein  gegebenen  beiden 
kollinearen  Ebenen  leicht  in  jperspektivische  Lage  bringen. 
Wir  brauchen  sie  nämlich  nur  im  Baume  so  zu  stellen,  da[s 
ein  Paar  entsprechender  gleicher  Punktreihen,  also  entweder 
diejenigen,  deren  Träger  s  und  s^,  oder  diejenigen,  deren 
Träger  s  und  ^i  sind,  in  der  Schnittlinie  der  Ebenen  €  f| 
identisch  vereinigt  liegen,  dann  werden  die  kollinearen  Ebenen 
immer  in  perspektivischer  Lage  sich  befinden,  welches  auch 
ihre  Neigung  zu  einander  sei.  Denn  bringen  wir  die  gleichen 
projekti vischen  Punktreihen  auf  s  und  s,  in  der  Schnittlinie 
\ssi\  zur  Koinzidenz,  so  fallen  die  Punkte  ^  und  g|  zusammen, 
folglich  schneiden  sich  in  diesem  Punkte  die  Strahlen  e  und  f  „ 
also  liegen  die  vier  Punkte  o  o'  Oi  Oi  in  einer  Ebene,  und  es 
treffen  sich  die  Strahlen  |ooi|  und  |o'oi|  in  einem  Punkte  O; 
nehmen  wir  noch  auf  $(s^)  irgend  zwei  koinzidierende  Punkte 
a(a])  und  b(B]),  so  haben  wir  einerseits  vier  von  einander 
unabhängige  Paare  entsprechender  Punkte: 
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a    b     0     o' 
dl  bj    0|   ol , 

welche  die  kollineare  Beziehung  yollstandig  bestimmeii;  und 
andererseits  koinzidieren,  die  beiden  Strahlenquadrupel,  welche 
von  D  aus  nach  dem  ersten  Punktquadrupel  und  nach  dem 
zweiten  Punktquadrupel  hingehen;  folglich  mClssen  auch  die 
ganzen  Strahlenbündel,  welche  von  O  aus  nach  den  beiden 
Strahlenfeldern  hingehen,  identisch  zusammenfallen,  d.  h.  die 
kollinearen  Felder  liegen  perspektivisch  (S.  356).  Wir  haben 
also  folgendes  Resultat: 

Es  lassen  sich  zwei  allgemein  gegebene  kol- 
lineare  Ebenen  allemal  auf  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Arten  in  perspektivische  Lage  bringen, 
indem  entweder  das  eine  Paar  s  s^  oder  das  andere 
Paar  s'  s[  entsprechender  gleicher  Punktreihen  in 
der  Schnittlinie  beider  Ebenen  zur  Deckung  ge- 
bracht wird;  dann  können  die  Ebenen  selbst  noch 
um  die  festgehaltene  Schnittlinie  beliebig  gedreht 
werden,  ohne  dafs  die  perspektivische  Lage  aufhört. 
Hält  man  eine  der  beiden  Ebenen  fest  und  dreht  die  andere, 
so  beschreibt  das  Perspektivitatszentrum  einen  Kreis,  dessen 
Ebene  normal  steht  auf  der  festgehaltenen  Ebene,  in  welcher 
auch  der  Mittelpunkt  des  Kreises  liegt;  bei  dieser  Drehung 
können  die  Ebenen  zweimal  zur  Deckung  kommen;  in  dem 
einen  Falle  gelangen  die  ausgezeichneten  Punkte  o  und  Op 
in  dem  andern  die  Punkte  o'  und  oi  zur  Deckung,  so  dafs 
also  die  beiden  koins^idierenden  Ebenen  in  jedem  der  beiden 
Fälle;  welche  auch  als  perspektivische  Lage  aufzufassen  sind, 
je  einen  einzelnen  Doppelpunkt  und  eine  Doppelgerade  mit 
zwei  identischen  entsprechenden  Punktreihen  gemein  haben. 

Die  vorige  Untersuchung  läfst  sich  auch  als  besondere 
Aufgabe  so  aussprechen: 

Es  sind  zwei  beliebige  ebene  Vierecke  abcb  und 
a|6|Ctb|  entsprechend  gegeben;  die  Ebenen  dersel- 
ben sollen  im  Baume  so  gestellt  werden,  dafs  die 
vier  Yerbindungsstrahlen  |aai|,  |bb,|,  icC]|;  Ibb^j  durch 
einen  und  denselben  Punkt  laufen. 

Die  Lösung  derselben  ist  im  Obigen  enthalten. 

SOBBOTJB,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  24 
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§  43.  Zusammenfallende  koUineare  Ebenen.  Boppelelemente. 

Es  ist  eine  fundamentale  Frage,  deren  Beantwortung  für 
die  folgenden  Betrachtungen  unerläfslich  ist: 

Wenn  zwei  kollineare  Ebenen  mit  ihren  Trä- 
gern beliebig  auf  einander  gelegt  werden,  giebt  es 
Punkte  und  Strahlen,  die  mit  ihren  entsprecheuden 
zusammenfallen,  und  wie  findet  man  solche  Dop- 
pelelemente? 

Sei  die  kollineare  Beziehung  der  beiden  Ebenen  s  und 
£^  durch  irgend  vier  von  einander  unabhängige  Paare  ent- 
sprechender Punkte: 

a    6    c    b 

ai  bt  c,  b, 

gegeben  und  die  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  ent- 
sprechender Punkte  j:  Xx  durch  die  beiden  Paare  projektivischer 
Strahlen  büschel: 

a|bcb  j:|    A    aj  |bi  q  b,  j:,| 

b  |a  c  b  ):|   A   bj  |a,  Cj  bj  ^rj 

hergestellt,  so  würden,  wenn  wir  die  Trager  der  beiden 
Ebenen  £  und  f ,  auf  einander  legen,  alle  vier  Strahlenbüschel 
in  derselben  Ebene  enthalten  sein ;  sobald  es  nun  vorkommt» 
dafs  der  Schnittpunkt  zweier  Strahlen  \ciX\  und  \hx\  mit  dem 
Schnittpunkt  der  Strahlen  |a,}:]{  und  |bi):]{  zusammenfallt^ 
d.  h.  alle  vier  Strahlen  in  demselben  Punkte  sich  schneiden, 
so  oft  werden  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  koUi- 
nearen  Felder  koinzidieren  und  umgekehrt. 

Drehen  wir  um  a  einen  veränderlichen  Strahl  |ar|t 
welcher  ein  Strahlenbüschel  (a)  beschreibt,  so  wird  der  ent- 
sprechende Strahl  \CLx  Xil  wegen  der  ersten  ProjektivitSt  ein 
mit  dem  Strahlen  büschel  (a)projektivisches  Strahlenbüschel  (a^^ 
beschreiben  und  der  Ort  des  Schnittpunktes  (|a]c|,  laiii)  ist 
das  Erzeugnis  zweier  projekti vischen  Strahlenbüschel,  d.  h.  ein 
Kegelschnitt  ÄJ^^^  Drehen  wir  um  b  einen  veronderlichen 
Strahl  |b  jc|,  so  beschreibt  |b, ;:,  |  in  gleicher  Weise  ein  Strahlen* 
büschel,  welches  mit  dem  von  |bx|  beschriebenen  projektivisch 
ist ;    der  Ort  des  Schnittpunktes  (|  b  j:  [ ,  |  b, ):,  |)  ist  daher  ein 


§  43.  ZuBammenfallende  koUineare  Ebenen.  Doppelelemente.     371 

zweiter  Kegelschuitt  ^^^\  und  die  beiden  Kegelschnitte  haben 

offenbar  einen  Punkt  gemeinschaftlicfa,  nämlich  den  Schnitt- 
punkt: 

(lab!,  |aib,|)  =  (|bat,  Ib.a.l), 

welcher  ersichtlich  kein  Doppelpunkt  ist.  Äufser  diesem 
Punkte  haben  die  beiden  Kegelschnitte  ^^^^  und  ^^^^  im  all- 
gemeinen noch  drei  Punkte  gemeinschaftlich;  die  entweder 
alle  drei  reell  sind^  oder  von  denen  einer  reell  ist  und  die 
beiden  anderen  konjugiert-imaginär  auf  einer  reellen  Geraden 
liegen.  Jeder  dieser  drei  Punkte  besitzt  die  verlangte  Eigen- 
schaft;  dafs  sich  in  ihm  vier  Strahlen  |a^|,  jb;:|;  |a,  ]c,  |,  |b,  yj 
schneiden;  ist  also  ein  Doppelpunkt. 

Die  Konstruktion  der  drei  Doppelpunkte  ergiebt 
sich;  sobald  die  beiden  kollinearen  Ebenen  durch  vier  Punkte- 
paare: 

a    b    c    b 

Ä|   b,   c,   bi 

auf  einander  bezogen  werden,  folgendermafsen: 

Man  lege  durch  die  fünf  Punkte: 

« 

a    a,    (|ab|,|a,b,0    (tac|,  |a,  c,|)    (|ab|,  |a,  b,|) 

einen  Kegelschnitt  ^^    und  durch  die  fünf  Punkte: 

h    b,    (|ba|,|b,a,|)    (Ibcl.lb.c!)    (|bb|,|b,b,|) 

einen  zweiten  Kegelschnitt  £^'^;  diese  beiden  Kegel- 
schnitte haben  aufs  er  dem  Punkte  (|ab|;  jcti  bj  |)  noch 
drei  andere  gemeinschaftliche  Punkte,  welche  die 
gesuchten  Doppelpunkte  sind. 

£s  versteht  sich  von  selbst,  dafs  auch  der  durch  die  fünf 

Punkte: 

c     q     (|cai,|c,a,|)     (|cb|,  |qbj)     (|cbMc,b,|) 

gelegte  Kegelschnitt  Äf^  und  der  durch  die  fönf  Punkte: 

b     b,    (lba|,|b,a,;)    (|bb|,|b,bj)     (|bc|,|b,q|) 

gelegte  £egelschnitt  ^^^^  durch  dieselben  drei  Doppelpunkte 

gehen  mnfs,  woraus  ein  geometrischer  Satz  folgt. 

Femer  ist  ersichtlich,  wenn  wir  die  drei  Doppelpunkte 
der  zusammenfallenden  kollinearen  Ebenen  durch 

24* 
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V  =  Vi     1)  =  ^1     i  =  ii  bezeichnen, 

dafs  die  Verbindungslinie  'j^l  zu  ihrem  entsprechenden 
Strahl  l^iQil  hat,  d.  h.  mit  demselben  zurä^mmenfallt;  die 
Seiten  des  Dreiecks,  welches  von  den  drei  Doppel- 
punkten gebildet  wird,  sind  also  drei  Doppel- 
strahlen der  beiden  kollinearen  Ebenen,  und  zwar 
sind  dies  im  allgemeinen  die  einzigen,  welche  vorkonunen 
können;  denn  führen  wir  die  dual-gegenüberstehende  Be- 
trachtung aus,  indem  wir  die  kollineare  Beziehung  durch  vier 
Paare  entsprechender  Strahlen  fixieren,  so  zeigt  sich,  dafs  nur 
drei  solche  Doppelstrahlen  im  allgemeinen  vorhanden  sind, 
die  daher  mit  den  vorigen  Dreiecksseiten  identisch  sein 
müssen.  Da  notwendig  eine  und  der  Schnittpunkt  der 
beiden  andern  reell  ist,  so  stimmt  dies  Resultat  mit  dem 
vorigen  überein  und  wir  können  sagen: 

Werden  zwei  kollineare  Ebenen  ^  und  «^  mit 
ihren  Trägern  beliebig*  auf  einander  gelegt,  so 
fällt  immer  ein  reelles  Paar  entsprechender  Punkte 
und  ein  reelles  Paar  entsprechender  Strahlen  auf 
einander;  ist  ersteres  t^j:^  und  letzteres  xXi,  so  sind 
X  ]Ci  die  Mittelpunkte  zweier  entsprechenden  kon- 
zentrischen Strahlenbüschel;  und  xxi  die  Träger 
zweier  entsprechenden  zusammenfallenden  Punkt- 
reihen; jene  haben  ein  reelles  oder  konjugiert- 
imaginäres  Paar  Doppelstrahlen,  diese  ein  reelles 
oder  konjugiert-imaginäres  Paar  Doppelpunkte, 
die  auf  den  vorigen  Doppelstrahlen  liegen;  be- 
zeichnen wir  die  Doppelstrahlen  durch  y  =»  Sfi 
und  z  =  jSf,,  welche  bez.  in  den  Doppelpunkten 
j  =  j,  und  \)  =  t),  dem  Doppelstrahl  x  ==»  x^  be- 
gegnen, so  sind  die  Ecken  des  dadurch  erhalte- 
nen Dreiecks  die  drei  Doppelpunkte,  die  Seiten 
desselben  die  drei  Doppelstrahlen  der  beiden 
kollinearen   Ebenen.      Die    beiden  kollinearen   zu- 

• 

sammenfallenden  Ebenen  haben  also  im  allgemei- 
nen drei  Doppelpunkte  und  drei  Doppelstrahlen, 
die  Ecken  und  Seiten  desselben  Dreiecks  sind; 
dieses     ist    entweder    ganz     reell,     oder    hat     nur 
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eiDe  Ecke  und  die  gegenüberliegende  Seite  reell, 
während  die  übrigen  Ecken  und  Seiten  konjugiert- 
imaginär  sind. 

Wir  bemerken  noch,  dafs^  sobald  einer  der  drei  Doppel- 
punkte gefunden  ist;  die  Gerade,  auf  welcher  die  beiden 
Qbrigen  liegen,  linear  zu  konstruieren  sein  wird,  indem  man 
fßr  zwei  gegebene  Kegelschnitte,  yon  denen  zwei  gemein- 
schaftliche Punkte  bekannt  sind,  die  andere  gemeinschaftliche 
Sekante  zu  suchen  hat  (Th.  d.  K.    S.  238). 

Eine  Ausnahme  hiervon  macht  der  besondere  Fall, 
welcher  eintritt,  wenn  die  beiden  projekti vischen  Punktreihen, 
welche  auf  dem  einen  immer  reellen  Doppelstrahl  x  =:  x^ 
liegen,  identisch  zusammenfallen,  also  auch  die  beiden  pro- 
jektivischen  Strahlenbüschel,  die  ihren  Mittelpunkt  in  dem 
reellen  Doppelpunkt  ):  =  ):t  haben,  identisch  auf  einander 
liegen.  Dann  haben  die  beiden  zusammenliegenden  kolli- 
nearen Ebenen  e  und  £^  unendlich  viele  Doppelpunkte 
und  unendlich  viele  Doppelstrahlen;  die  ersteren  liegen 
sämtlich  auf  dem  Doppelstrahle  x  =  x^,  die  letzteren  gehen 
sämtlich  durch  den  Doppelpunkt  ]C  «=  )Ci;  diese  selbst  bilden 
noch  je  ein  isoliert  liegendes  Paar  Doppelpunkte  und  Doppel- 
strahlen. Dieser  Fall  kann  nur  eintreten,  wenn  x  x^  eines 
der  beiden  besonderen  Paare  entsprechender  gleicher  Punkt- 
reihen s  $1 ,  also  j:  ^1  eines  der  beiden  besonderen  Paare 
von  Mittelpunkten  entsprechender  gleicher  Strahlenbüschel  o  0| 
ist^  welche  wir  oben  (S.  366  u.  367)  ermittelt  haben ;  dies  ist  ein 
besonderer  Fall  von  perspektivischer  Lage,  denn  wir  erkennen 
leicht,  wenn  wir  irgend  einen  Punkt  )>  der  Ebene  e  mit  dem 
Doppelpunkte  x  ='  V\  verbinden,  dafs  der  entsprechende  Punkt 
p^j  weil  \px\  ein  Doppelstrahl  ist,  auch  auf  demselben  liegen 
mufs;  also:  die  Verbindungslinien  aller  Paare  ent- 
sprechender Punkte  laufen  durch  einen  festen  Punkt 
^=^j^und  ebenso  liegen  die  Schnittpunkte  aller 
Paare  entsprechender  Strahlen  auf  einer  festen 
Geraden  x  ^=  Xi,    In  diesem  Falle  müssen  auch  die  beiden 

Vierecke  {     .       ^  i  eine  solche  besondere  Liure  haben,  dafs 
la,  biC,  b,j  ^ 

nicht  blofs  die  Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden  Ecken 

darch  einen  und  denselben  Punkt  laufen,  sondern  auch  die 
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Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden  Seiten  auf  einer  und  der- 
selben Geraden  liegen. 

In    diesem    Falle    müssen    also    die    vorhin    ermittelten 

Kegelschnitte  Ä^*^  und  ^^^  in  Linienpaare  zerfallen,  die  eine 

Gerade  gemeinschaftlich  haben.  Endlich  ist  noch  der  ganz 
specielle   Fall    denkbar,    daCs    die    beiden    oben    ermittelten 

Kegelschnitte  äJ^^   und  ^^\  ohne  zu  zerfallen^  identisch  auf 

einander  liegen.  Da  alsdann  vier  Punkte,  von  denen  keine 
drei  in  gerader  Linie  liegen,  mit  ihren  entsprechenden  koin- 
zidieren,  so  müssen  die  beiden  kollinearen  Felder  ganz  koin- 
zidieren,  d.  h.  identisch  ^uf  einander  liegen ,  so  dafs  jeder 
Punkt  als  Doppelpunkt  und  jeder  Strahl  als  Doppelstrahl  an- 
zusehen ist. 

Wir  konnep  zu  dem  obigen  allgemeinen  Resultat  auch 
durch  folgende  andere  Betrachtung  gelangen: 

Seien  e  und  f,  zwei  kollineare  Felder,  deren  Ebenen 
beliebig  auf  einander  gelegt  werden ,  dann  wird  jede  Gerade 
in  doppeltem  Sinne  aufzufassen  sein,  nämlich  einmal  als  der 
Ebene  s  angehörig,  =  2,  und  zweitens  als  der  Ebene  e^  an- 
gehörig, =  ^1,  mithin 

Der  Geraden  l  entspricht  nun  in  der  Ebene  s^  eine  ein- 
zige bestimmte  Gerade  Z,  und  der  Geraden  g^  entspricht  ver- 
möge der  kollinearen  Beziehung  in  der  Ebene  £  eine  einzige 
bestimmte  Gerade  g]  dem  Schnittpunkte 

P  -=  ih) 

entspricht  der  Schnittpunkt 

h  =  ihffi) 
und  dies  ist  das  einzige  Paar  entsprechender  Punkte  auf  dem 
willkürlich  gewählten  Trager  Z  =  ^, ;  denn  wäre  noch  ein 
zweites  Paar  entsprechender  Punkte  auf  ihm  vorhanden,  so 
müfste  er  ein  sich  selbst  entsprechender  Strahl  (Doppelstrahl 
sein,  was  offenbar  nicht  der  Fall  ist,  da  er  ganz  beliebig  ge- 
wählt war.     Wir  können  also  sagen : 

Jede  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  zweier  zn- 

sammenliegenden  kollinearen  Felder   enthält   ein 
einziges,immerreellesPaar  entsprechender  Punkte. 
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Wenn  wir  jetzt  die  willkürlich  angenommene  Gerade 
l  "=  9\  uo^  einen  beliebig  in  ihr  festgehaltenen  Punkt  drehen, 
der  in  beiderlei  Sinn  aufgefafst  durch  a  >=>  b^  bezeichnet 
werde,  so  ist  leicht  zu  erkennen,  wie  das  Punktepaar  (^^|) 
sich  bei  dieser  Drehung  verändert.  Es  wird  offenbar  wegen 
der  kollinearen  Beziehung  l^  sich  um  einen  festen  Punkt  aj 
drehen  und  ein  mit  dem  von  {  beschriebenen  projektivisches 
Strahlenbüschel  beschreiben ;  ebenso  wird  g  sich  um  einen  festen 
Punkt  b  drehen  und  ein  zweites  projektivisches  Strahlenbüschel 
beschreiben ;  der  Punkt  )f  =  {lg)  durchläuft  also  einen  Kegel- 
schnitt und  der  Punkt  ^>j  =  QxQi)  einen  zweiten  Kegelschnitt; 
beide  haben  den  Punkt  a  =  b,  gemeinschaftlich,  und  jeder  durch 
a(b])  gezogene  Strahl  schneidet  die  beiden  Kegelschnitte  in  dem 
Paar  entsprechender  Punkte  ^)  ^),.  Üa  die  beiden  Kegel- 
schnitte sich  aufser  in  dem  angenommenen  Punkte  a(b])  im 
allgemeinen  noch  in  drei  andern  Punkten  schneiden,  so 
kommt  es  dreimal  vor,  dafs  zwei  entsprechende  Punkte  ^f), 
zusammenfallen;  dies  sind  die  drei  gesuchten  Doppelpunkte 
der  beiden  zusammenliegenden  kolliuearen  Ebenen,  ihre  Ver- 
bindungslinien die  drei  Doppelstrahlen.  Wenn  insbesondere 
der  Punkt  a  (b,)  mit  den  beiden  Punkten  a,  und  b  in  einer 
Geraden  liegt,  so  ist  dies  eine  Doppelgerade;  die  beiden 
Kegelschnitte  zerfallen  in  Linienpaare,  deren  einer  Teil 
diese  Doppelgerade  und  die  beiden  andern  Teile  die  beiden 
andern  Doppelstrahlen  sind.  Fallen  ganz  insbesondere  diese 
beiden  zusammen,  so  haben  wir  den  obigen  perspektivischen 
Fall,  und  sind  die  beiden  Kegelschnitte,  ohne  zu  zerfallen, 
identisch,  so  liegen  die  beiden  kollinearen  Ebenen  identisch 
auf  einander.  Wir  haben  also  die  obigen  Resultate  voll- 
ständig wiedergefunden.*) 

*j  Wir  gelangen  hierbei  zugleich  zu  einer  gewissen  Verwandt- 
schaft zwischen  den  Punkten  der  Ebene  und  den  Strahlen  derselben, 
wenn  wir  der  willkürlich  gewählten  Geraden  1=^  g\  den  einzigen  be- 
stimmten Schnittpunkt  der  entsprechenden  Geraden  $  s»  (2,^)  zuordnen. 
Dann  entspricht  jedem  Strahl  in  der  Ebene  ein  einziger  bestimmter 
Pimkt  derselben;  dreht  sich  der  Strahl  um  einen  festen  Punkt,  so  be- 
schreibt der  entsprechende  Punkt  einen  Kegelschnitt,  der  durch  drei 
feste  Punkte  der  Ebene  geht.  Jedem  Punkte  der  Ebene  entspricht 
also  ein  Kegelschnitt;  bewegt  sich  der  Punkt  auf  einer  geraden  Linie, 
so  durchläuft   der  entsprechende  Kegelschnitt  ein   Büschel   mit   vier 
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Mit  der  von  uns  gelösten  Aufgabe  sind  zugleich  einige 
andere  gelost,  deren  Ergebnisse  wir  im  Folgenden  brauchen; 
zunächst  die  dual-gegenüberstehende : 

Bei  zwei  kollinearen  Bündeln,  die  denselben 
Mittelpunkt  £)  «=  D|  haben,  kommt  es  im  all- 
gemeinen dreimal  vor,  dafs  zwei  entsprechende 
Strahlen  zusammenfallen,  und  dreimal,  dafs  zwei 
entsprechende  Ebenen  zusammenfallen;  das  Drei- 
kant der  drei  Doppelstrahlen  und  das  Dreiflach  der 
drei  Doppelebenen  fallen  zusammen.  Von  diesem 
Dreikant  und  Dreiflach  sind  entweder  sämtliche 
Kanten  und  Flächen  reell  oder  nur  eineEanteund 
die  gegenüberliegende  Fläche,  die  beiden  andern 
Paare  aber  konjugiert-imaginär.  Es  kann  aber  auch 
vorkommen,  dafs  die  beiden  konzentrischen  kollinearen  Bündel 
unendlich  viele  Doppelstrahlen  und  unendlich  viele  Doppel- 
ebenen haben  (perspektivische  Lage) ;  von  jenen  liegt  alsdann 
einer  isoliert  und  durch  ihn  gehen  nur  Doppelebenen;  alle 
übrigen  sind  dagegen  in  einer  Ebene  enthalten,  welche  selbst 
eine  isolierte  Doppelebene  ist.  Sind  endlich  die  beiden  kon- 
zentrischen Bündel  identisch,  so  ist  jeder  Strahl  in  ihnen 
Doppelstrahl  und  jede  Ebene  Doppelebene. 

Wenn  wir  andererseits  ein  ebenes  Punktfeld  e  und  ein 
mit  demselben  kollineares  Strahlenbündel  O]  nehmen,  so  wird 
die  Frage,  ob  gewisse  Punkte  x  i^  den  ihnen  entsprechenden 
Strahlen  X]  liegen,  auf  die  oben  geloste  Frage  zurückführen. 
Denn  denken  wir  uns  den  Träger  des  Punktfeldes  ;  doppelt, 
d.  h.  gleichzeitig  als  Träger  s^  eines  zweiten  Punktfeldes  Xi, 
welches  die  Strahlen  x^  des  Strahlenbündels  O]  auf  ihm  be- 
stimmen, so  ist  die  vorgelegte  Frage  mit  der  früheren  iden- 
tisch;  ob  die  zusammenfallenden  kollinearen  Ebenen  £  und  £, 


festen  Grundpunkten,  nämlich  den  vorigen  drei  festen  Punkten  (deu 
einzigen  in  der  Ebene,  für  welche  eine  Gerade  durch  den  ihr  ent- 
Hprechenden  Punkt  gebt)  und  aufserdem  demjenigen  als  vierten  Ponkt, 
welcher  der  Geraden  entspricht,  auf  der  der  ursprüngliche  Punkt  sich 
bewegt.  Diese  Verwandtschaft  hängt  nahe  zusammen  mit  der  bekann- 
ten Stein  ersehen  Verwandtschaft  (Th.  d.  K.  S.  302),  auf  welche  die 
Betrachtung  eines  Kegelschnittbüschels  führt. 
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Doppelelemente  haben.     Wir  können  also  folgendes  Resultat 
aussprechen : 

Wenn  ein  ebenes  Punktfeld  b  und  ein  mit  dem- 
selben kollineares  Strafalenbündel  O^  beliebig  im 
Räume  liegen,  so  kommt  es  im  allgemeinen  drei- 
mal Yor,  dafs  ein  Punkt  x  <l6s  Punktfeldes  in  dem 
ihm  entsprechenden  Strahle  0?,  des  Strahlenbündels 
liegt,  und  dreimal,  da fs  eine  Gerade  der  Ebene  s  in 
der  ihr  entsprechenden  Ebene  des  Bündels  Oi  liegt. 
Diese  drei  Strahlen  sind  die  Seiten  des  von  jenen 
drei  Punkten  gebildeten  Dreiecks.  Ecken  und  Sei- 
ten dieses  Dreiecks  sind  entweder  sämtlich  reell, 
oder  nur  eine  Ecke  und  die  gegenüberliegende 
Seite  sind  reell,  die  beiden  anderen  Paare  aber 
konjugiert-imaginär.  Es  kann  aber  auch  vorkommen,  dafs 
unendlich  viele  Punkte  der  Ebene  b  in  den  ihnen  entsprechen- 
den Strahlen  des  Bündels  Oj  und  unendlich  viele  Gerade  der 
Ebene  b  in  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  des  Bündels 
Ol  liegen  (ohne  dafs  sämtliche  Strahlen  durch  die  ihnen 
entsprechenden  Punkte  gehen);,  in  diesem  besonderen  Falle 
liegt  ein  Punkt  der  Ebene  b,  durch  welchen  sein  entsprechen- 
der Strahl  geht,  isoliert  und  alle  übrigen  auf  einer  Geraden- 
durch  ersteren  gehen  alle  Strahlen,  deren  entsprechende 
Ebenen  durch  sie  selbst  gehen,  in  letzterer  liegen  alle  Punkte, 
deren  entsprechende  Strahlen  durch  sie  selbst  gehen;  sie  ist 
daher  selbst  ein  isolierter  Strahl  der  Ebene  f ,  dessen  ent- 
sprechende Ebene  im  Bündel  Di  durch  ihn  geht. 

« 

§  44.     Zwei  kollineare  Bündel  in  perspektivisoher  Lage; 
die  auBgeseiohneten  Elemente  derselben. 

Nehmen  wir  eine  beliebige  Ebene  b  und  zwei  aufserhalb 
derselben  liegende  Punkte  O  und  Oj  im  Räume,  so  liefert 
jeder  Punkt  j:  der  Ebene  mit  O  und  Dj  verbunden  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  |  O  yl  «=  flf,  |Oi  j:|  =  a;,,  und  jede  Gerade  g 
der  Ebene  b  mit  D  uud  O]  durch  Ebenen  verbunden  zwei 
entsprechende  Ebenen  g  und  Si  der  beiden  Bündel  O  und  d, 
vrelche  in  perspektivischer  Lage  sich  befinden  und  dadurch 
in  kollineare  Beziehung  gesetzt  werden  (S.  3ö6).    Denn  nehmen 
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wir  irgend  vier  Punkte  a  B  c  b  der  Ebene  Sj  von  denen  keine 
drei  in  einer  Geraden  liegen,  und  bestimmen  durch  die  Tier 
Paare  entsprechender  Strahlen: 

a    b    c    d 

^1    ^1   ^1   ^1 
die  ganze  kollineare  Beziehung,  so  ist  unmittelbar  einzosehen, 
dafs    alle    übrigen  Paare   entsprechender  Strahlen   xx^  sich 
in    Punkten    j:   der  Ebene    e   treffen  müssen.     Aus   der  Pro- 
jektivität : 

a[bcdx]    7\     «i  [6i  c,  d,  a;,] 

folgtnämlich,  weil  die  drei  Ebenenpaare  [ah],  {a^  6,] ;  [ac]f  [a,c,]; 
[a  d]f  [«1  d^]  sich  in  den  drei  Strahlen  [  ab  |,  |  a  c  |,  |  a  b ,  einer  Ebene 
schneiden^  dais  auch  das  Ebenenpaar  [a^],  la^  o:,]  sich  in 
einer  Geraden  der  Ebene  b  schneiden  mufs  (S.  8)  und  aus 
der  Projektivitat  der  Ebenenbüschel: 

b[acdx]    A     ^i  [ö^i  c^  d^  x(] 
folgte  dafs  das  Ebenenpaar  [bx']^  [^i^i]  sich  in  einer  Geraden 
der  Ebene   a  schneiden  mufs;   diese  beiden  Geraden  in  der 

Ebene  b  schneiden  sich  aber  in  einem  Punkte  x  derselben, 

• 

durch  welchen  sowohl  der  Strahl  x,  als  auch  der  Strahl  J, 
gehen  muis,  weil  alle  yier  Ebenen  sich  in  dem  Punkte  r 
schneiden;  folglich  liegt  der  Schnittpunkt  jeder  zwei  entr 
sprechender  Strahlen  x  x^  der  beiden  Bündel  in  der  Ebene  i 
(dem  perspektivischen  Durchschnitt);  also  stehen  auch  um- 
gekehrt die  beiden  perspektivischen  Bündel  in  kollinearer  Be- 
ziehung.   Wir  können  demgemäfs  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  zwei  kollineare  Bündel  so  im  Baume 
liegen^  dafs  vier  Paare  entsprechender  Strahlen 
(von  denen  keine  drei  eines  Bündels  in  einer  Ebene 
liegen)  sich  in  vier  Punkten  treffen,  welche  in  einer 
Ebene  enthalten  sind,  dann  müssen  alle  Paare  ent- 
sprechender Strahlen  sich  in  Punkten  treffen,  die 
in  derselben  Ebene  liegen;  die  beiden  Bündel  be- 
finden sich  dann  in  perspektivischer  Lage. 

Ist  die  kollineare  Beziehung  der  Bündel  £)  und  C|  ein- 
mal hergestellt  durch  die  perspektivische  Lage,  und  wird  sie 
festgehalten,  so  können  die  Gebilde  noch  in  gewisser  Weise 
ihre  Lage  verändern,  ohne  dafs  sie  aufhören  perspektivisch 
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zu  liegen.     Wenn  nämlich  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte £)  Ol  fest  bleibt  und  die  Mittelpunkte  O  Oi  auf  dieser 
festen  Verbindungslinie  mit  den  Bündeln  sich  so  verschieben, 
dafs  die  Strahlen  und  Ebenen  in  der  neuen   und  alten  Lage 
einander  parallel  bleiben  (was  man  also  eine  parallele  Ver- 
schiebung   ohne   Drehung   nennen    kann),    dann    bleibt  die 
unendlich -entfernte   Gerade    der   Ebene    s   unverändert;    es 
bleiben  also  irgend  zwei  parallele  entsprechende  Strahlen  auch 
nach  der  Verschiebung  parallel;  eine  beliebige  durch  |0  O/ 
gelegte  Ebene  bleibt  nach  der  Verschiebung  ungeäudert,  also 
irgend  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  in  dieser  Ebene  muls 
sich  auch  nach  der  Verschiebung  treffen ;  endlich  bleiben  die 
in   der  Verbindungslinie   |DO||   vereinigten  entsprechenden» 
Strahlen  auch  nach  der  Verschiebung  dieselben ;  wir  erkennen 
also  die  Bedingung  der  perspektivischen  Lage  dadurch  als  er- 
füllt, dafs  vier  Paare  entsprechender  Strahlen  sich  in  Punkten 
treffen,  die  in  einer  Ebene  liegen.    Der  jedesmalige  perspekti- 
vische  Durchschnitt   der   beiden   kollinearen   Bündel   ändert 
sich,   aber  bleibt  sich  beständig  parallel.     Wenn  daher  zwei 
kollineare  Bündel   einmal  in  perspektivische  Lage   gebracht 
werden  können,   so  ist  dies  noch  auf  unzählig  viele  andere 
Arten  möglich,  die  in  einander  durch  parallele  Verschiebung 
übergehen;  insbesondere  können  auch  O  und  Ot  zur  Deckung 
gelangen. 

Oehen  wir  wiederum  von  der  anfänglichen  perspektivi- 
schen Lage  der  Bündel  O  und  O^  aus,  so  ei^eben  sich  aus 
derselben  einige  besondere  Elementenpaare,  die  sich  bei  zwei 
allgemein  gegebenen  kollinearen  Bündeln  wiederfinden  lassen. 
Es  ist  nämlich  klar,  dass  die  beiden  entsprechenden  Strahlen 
d  und  (2|,  welche  in  der  Verbindungdlinie  der  Mittelpunkte 
O  Oj  der  beiden  Bündel  vereinigt  sind,  die  Axen  ent- 
sprechender gleicher  Ebenenbüschel  in  den  beiden 
kollinearen  Bündeln  sein  müssen,  und  es  ist  ferner  ersichtlich, 
dafs  die  beiden  Ebenen,  welche  durch  D  und  O^  parallel  zu  £, 
d.  h.  durch  die  unendlich-entfernte  Gerade  der  Ebene  e  ge- 
legt werden,  zwei  entsprechende  Ebenen  sein  werden,  welche 
dieTräger  entsprechender  gleicher  Strahlenbüschel 
sind,  weil  entsprechende  Strahlen  derselben  parallel  laufen. 
£8  ist  sodann  leicht  zu  sehen,  dafs  es  noch  ein  zweites  Paar 
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entsprechender  gleicher  Strahlenbüschel  und  noch  ein  zweites 
Paar  entsprechender  gleicher  Ebenenbüschel  in  den  beiden 
Bündeln  geben  mufs.  Wenn  wir  nämlich  in  der  Mitte  zwi- 
schen O  und  Oj  eine  Normalebene  auf  dem  Strahle  |IDOi 
errichten ;  so  schneidet  diese  die  Ebene  s  in  einer  Geraden, 
deren  Punkte  mit  O  und  Oj  verbunden  zwei  gleiche  pro- 
jektivische  Strahlenbüschel  liefern  müssen,  die  sich  entsprecheD. 
und  wenn  wir  andererseits  das  Spiegelbild  des  Punktes  0  in 
Bezug  auf  die  Ebene  £  mit  dem  Punkte  d  verbinden ,  so 
schneidet  diese  Verbindungslinie  die  Ebene  s  in  einem  Punkte, 
der  mit  D  und  O^  verbunden  zwei  Strahlen  d'  und  d'i  liefert, 
welche  die  Axen  eines  zweiten  Paares  entsprechender  gleicher 
I  Ebenenbüschel  sein  müssen ,  weil  sie  gegen  den  perspektivi- 
schen Durchsch  nitt  gleich  geneigt  sind.  Es  ist  auch  ersicht- 
lich; dafs  diese  beiden  Paare  gleicher  entsprechender  Strahlen- 
büschel und  die  beiden  Paare  gleicher  entsprechender  Ebenen- 
büschel  die  einzigen  ihrer  Art  sind. 

Wenn  wir  durch  die  Gerade  lOOn  eine  Ebene  legen 
normal  zum  perspektivischen  Durchschnitt  auf  e^  es  sei  dies 
die  Ebene  des  Papiers  (Fig.  15);  so  sind  die  beiden  Normalen 


Fig.  15. 

in  O  und  O,  auf  der  Ebene  des  Papiers  solche  entsprechende 
Strahlen  r  und  r, ,  dafs  gleichzeitig  ihre  Normalebenen  ent- 
sprechende Ebenen  sind;  die  mit  der  Ebene  des  Papiers  zu- 
sammenfallen; wir  haben  daher  in  der  Ebene  des  Papiers 
zwei  projektivische  Strahlenbüschel  O  und  Oj  in  perspektiri- 
scher  Lage;  der  perspektivische  Durchschnitt  ist  die  Schnitt- 
linie der  Ebene  b  mit  der  Ebene  des  Papiers,  und  bei  diesen 
beiden  projektivischeu  Strahlenbüscheln  giebt  es  bekanntlich 
ein  einziges  immer  reelles  rechtwinkliges  Strahlenpaar  $i^ 
dessen  entsprechende  Strahlen  Sj  t^  auch  rechtwinklig  zu  ^in- 
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ander  sind  (Th.  d.  K.  S.  «32.),  die  Schenkel  der  entsprechen- 
den rechten  Winkel ,  welche  gefunden  werden ,  indem  wir 
durch  O  und  D^  den  einzigen  Kreis  legen,   welcher  seinen 

«ittelpunkt  in  der  Durchschnittslinie  der  Ebene  s  mit  der 
bene  des  Papiers /  hat.  Wir  haben  dadurch  zwei  ent- 
sprechende rechtwinklige  Dreikante  rs^  und  r,  $,  ^i 
gefunden,  die  wiederum  einzig  in  den  beiden  Bündeln  sind. 
Gleichzeitig  sind  die  drei  Ebenenpaare: 

Q  =  [sf]       a  =  [tr]       z  =  [rs\ 

entsprechende  rechtwinklige  Dreiflache  in  beiden 
kollinearen  Ebenenbündeln  D  und  Of.  Aus  bekannten  elemen- 
taren Eigenschaften  der  Figur  (Fig.  15)  folgt,  dafs  die  Strahlen 
s  und  t  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen  den  Strahlen  d 
und  d'  halbieren,  und  ebenso  die  Strahlen  s^  und  t^  Winkel 
und  Nebenwinkel  zwischen  den  Strahlen  d*  und  d'i  halbieren. 
Wenn  wir  die  oben  ermittelten  Paare  von  Ebenen  mit  den 
entsprechenden  gleichen  Strahlbüscheln  in  den  beiden  kol- 
linearen Bündeln  durch 

8  und  tf  j  ,       y  und  di 

bezeichnen,  so  zeigt  die  Figur,  dafs  die  Ebenen  6  und  x 
Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen  den  Ebenen  ä  und  d',  und 
gleichfalls  die  Ebenen  0^  und  x^  Winkel  und  Nebenwinkel 
zwischen  den  Ebenen  8^  und  8\  halbieren.  Umgekehrt  liegen  die 
Axen  der  entsprechenden  gleichen  Ebenenbüschel  in  den  Ebenen 
Q  und  9]  und  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Normalstrahlen  st 
und  5,  t^  in  diesen  Ebenen;  ferner  gehen  die  Ebenen  der  ent- 
sprechenden gleichen  Strahlenbüschel  durch  die  Normalstrahlen 
r  und  r^  und  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Normalebenen 
<y  X  und  <y,  x^ . 

Aus  den  entsprechenden  rechtwinkligen  Dreikanten  und 
Dreiflachen  fliefsen  noch  metrische  Relationen,  welche  die 
kollineare  Beziehung  in  gleicher  Weise  beherrschen,  wie  die 
konstante  Potenz  die  projektivische  Beziehung  einstufiger  Ge- 
bilde. Seien  x  und  x^  ein  beliebiges  Paar  entsprechender  Strah- 
len der  beiden  kollinearen  Bündel;  dann  wird  die  Ebene  \rx\ 
zur  entsprechenden  Ebene  {t^x^'\  haben;  es  sind  aber  r  und  r^ 
die  Axen  zweier  Ebenenbüschel,  für  welche  die  Ebenenpaare 
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ö  %  und  (Tf  Tj  die  entsprechenden  rechtwinkligen  EbeDenpaare 
(S.  10)  sind,  folglich  gilt  die  Relation: 

tg  {[rx],  [rs])  .  tg  ([ri^r,] ,  [r,y)  =  konst. 

oder,  wenn  wir  statt  eines  Winkels  das  Komplement  desselben 
setzen,  können  wir  anstatt  des  konstanten  Produkts  auch  den 
konstanten  Quotienten  setzen;  ähnliche  Relationen  gelten  anch 
für  die  beiden  übrigen  Axenpaare  ss^,  ^^, ;  wir  erhalten 
also  drei  Eonstanten: 


L 


(tg  {[rx],  [TS])  .  tg  {\r,x(],  \r,t,-\)  =  h, 
tg  {[ßx'],  [sf])  .  tg  ([5,x,],  [s,r,])  «=  t-2 
H«  {[tx],  \tr-\)  .  tg  {[t,  X,],  [t,s,-])  =  *3, 


die  aber,  wie  wir  leicht  erkennen,  nicht  von  einander  un- 
abhängig sind,  sondern  von  denen  eine  durch  die  beiden 
andern  ausgedrückt  werden  kann. 

In  der  That,  wenn  wir  e'in  Dreikant  auffassen,  gebildet 
von  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen,  z.  B.  rund  s 
und  dem  Strahle  x,  so  gilt  bekanntlich  die  Beziehung*): 


*)  Denn  denken  wir  uns  ein  rechtwinkliges  FarallelepipedoD,  des- 
sen drei  in  einer  Ecke  O  zusammenstofsende  Kanten  r st  seien  und 
dessen  Ranmdiagonale  0$  der  Strahl  x  sei,  so  folgt  unmittelbar,  ireiui 


^ 


09fi,  9iO,  Q53  die  Langen  der  drei  Kanten  des  Parallelepipeds  »tid, 
aus  der  Figar  (Fig.  16) 
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cos  (r,  x)  =s  sin  (s,  x)  cos  ([s^],  [sr]) , 

und  solche  Beziehungen  können  wir  durch  Vertauschung  der 
Strahlen  r  s  t  mit  einander  sechs  herstellen ,  die  also  lauten  : 

Icos(r,n;)  =  8in(5,a;).co8([sa;],  [sr])  =  sin {tyX).coa{\tx]f  [tr]) 
co8($,  a;)  =  8in(^,a:).co8([^a;],  ps])  =  sin (r,a;). cos ([rx],  [rs]) 
cos  {t,  x)=>Bm{r,x).cos{[rx]f  [r^])  =  sin (s,a;) .cos  {[sx]^  [st])] 

aas  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  eine  grofse  Anzahl  an- 
derer^ Ton  denen  wir  nur  einige  hervorheben  wollen.     Es 

folgt  aus: 

.    /     .  \  coa  {tx)       cos  J«,  x) 

^  '     ^  '^  co3([ra;J,[rt]j        cos([rx],[r«]) 
2  COB  (t,  X)  _  co8([ra:],[re])        ^ff  rfra;!  frsl^ 

und  weiter: 

^tf-  tg([^.],M), 

folglich : 

3.        tg  {[rx],  [rs])  .  tg  ([««],  [st])  .  t«  (pa;],  [<r])  =  1 , 
und  da  in  gleicher  Weise: 

ist,  so  folgt  die  Bedingung: 

(11)  A?l  .  A?2  ■  ^3  "*™  1» 

wonach  eine  der  drei  Konstanten  der  kollinearen  Beziehung 
Ton  den  beiden  andern  abhängt. 

Wir  bemerken  noch  folgende  Relationen: 


^JR  .  coB  ([««],  [«r])  —  «ÄQ 

«O  —  0^.co8(f,a;) 

folglich  sin  (sx)  .  cos  ([0  o;],  [«r])  *»■  cos  (r,  jc) 

and  aach  0$.8in(«,a;)  »$9^ 

?».  sin  ([««],  [«f])-=  «BD 
*Q  «O^.cosC«,«) 

sin  (s,  o;)  .  sin  {[sx],  [sr])  «  cos  (*, «), 
woraus  durch  Quadrierung  beider  Gleichungen  hervorgeht: 

coB'(r,  s)  +  co8*(«,  x)  +  cos*(t,aj)  =»  1. 
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Aus 


und 


folgt: 


4. 
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^.     /       V  cos  («,  x) 

Sin  (r,  X)  =   ,r      1  r      IX 

^^    /       \  cos  («,  x) 

cos  (r,  X)  ==  .    ,..  \*    '  1, 
^  '    ^        tg  {[txl  [tr]) 

\  ^  <■'■ ')  -  5f5!w!' "-'» 

«  \ß7  «;  —  cos  ([««J,  iBt\) 


tg  (<,  a;) 
woraus  u.  a.  folgt: 


tg    {[8X\,  [8i\) 

COS  {[tx\,  [tr]) ' 


5. 


tg  (r,  a:)  .  tg  (s,  a;)  .  tg  {t,  x) 

1 


C08([f  rc],  [r«J) .  C08([sa;],  [st]) ,  co8([ta:j,  [tr]) 

U.    8.   W. 

Ähnliche  Relationen  lassen  sich  ableiten ,  wenn  wir  die 
beiden  entsprechenden  Dreiflache  q  0  z  und  Q^  a^  T|  nehmen, 
und  irgend  zwei  entsprechende  Ebenen  g  und  g,  der  beiden 
kollinearen  Bündel  auffassen;  da  wir  indessen  von  diesen 
Relationen  im  Folgenden  keinen  weiteren  Gebrauch  machen 
wollen ;  so  übergehen  wir  sie  hier.  Ebenso  wollen  wir  auch 
auf  die  Potenzebenen  und  Potenzstrahlen  hier  nicht  weiter 
eingehen. 

§  45.  Ermittelung  der  ausgeseiohneten  Elemente  sweier 
kollinearen  Bündel  bei  beliebiger  Lage  derselben. 
Die  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  ausgezeichneten 
Elemente  zweier  kollinearen  Bündel :  die  entsprechenden  recht- 
winkligen Dreikante  und  Dreiflache  ^  die  beiden  Paare  ent- 
sprechender gleicher  Strahlbüschel  und  die  beiden  Paare 
entsprechender  gleicher  Ebenenbüschel  lassen  sich  auch 
unabhängig  von  der  perspektivischen  Lage  bei  zwei  allgemein 
gegebenen  kollinearen  Bündeln  ermitteln^  und  dadurch  gelingt 
es,  ^wei  allgemein  gegebene  kollineare  Bündel  in 
perspektivische  Lage  zu  bringen. 

Wenn  zwei  kollineare  Bündel  O  und  O,,  etwa  durch  vier 
Paare   von   einander  unabhängiger  entsprechender  Elemente 

,        ,1  gegeben  sind,  so  beantworten  wir  zuerst  die  tVage, 


1 
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ob  es  in  dem  Bündel  O  einen  solchen  Strahl  x  und  die  Normal- 
ebene S  desselben  giebt;  dafs  die  entsprechenden  Elemente 
x^  lind  Ij  Im  Bündel  £)]  auch  zu  einander  normal  sind? 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  entsprechende  Strahlen  x 
und  x^  der  beiden  kollinearen  Bündel  O  und  O^,  so  wird 
der  zum  Strahle  x  normal  gelegten  Ebene  g  des  Bündels  O 
im  allgemeinen  eine  Ebene  ^^  entsprechen,  welche  nicht  auf 
dem  Strahle  x^  normal  steht.  Verändern  wir  aber  den  Strahl 
X,  so  Yerändert  sich  mit  ihm  auch  |  und  beschreibt  das 
komplementäre  Bündel  £)[S]  zu  dem  Strahlenbündel  £)\x\ 
(S.  357),  welches  zu  ihm  in  reziproker  Beziehung  steht-, 
der  Ebene  g  entspricht  nun  vermöge  der  gegebenen  kollinearen 
Beziehung  die  Ebene  |,  des  Bündels  Oi',  folglich  stehen  die 
Bündel  O  [g]  und  Di  [S^]  in  kollinearer  Beziehung;  wenn  wir 
nun  auf  dem  Strahle  x^  eine  Ebene  Si  im  Bündel  D^  normal 
stellen,  so  beschreiben  bei  der  Bewegung  die  Ebenen  S|  und 
II  konzentrische  kollineare  Bündel^  denn  es  ist 

Bündel  O^  [g,]  kollinear  mit  £5  fg] 
V       Ö  [5]     reziprok   mit  O  |a?| 
,,       ^\x\     kollinear  mit  O,  |a;J 
>;       öl  1^1 1  reziprok   mit  Oi  [6i], 

folglich  ist  auch  das  Bündel  Oi  [g]]  mit  dem  Bündel  Oi  [li] 
kollinear  und  konzentrisch  und  sobald  es  sich  ereignet,  dais 
zwei  entsprechende  Ebenen  gj  und  §'t  zusammenfallen,  ist 
offenbar  die  geforderte  Bedingung  erfüllt.  Dies  tritt  aber, 
wie  wir  wissen  (S.  376),  im  allgemeinen  dreimal  ein,  und 
eine  dieser  drei  Lösungen  der  Aufgabe  ist  immer  reell;  in 
unserem  Falle  zeigt  sich  aber,  dafs  die  beiden  andern  Lösungen 
auch  reell  sein  müssen ;  denn  sei  das  eine  immer  reelle  Paar 
entsprechender  Strahlen  r  und  r,  gefunden,  deren  Normal- 
ebenen Q  und  Q^  ebenfalls  entsprechende  Ebenen  sind,  so  werden 
letztere  die  Träger  zweier  projektivischen  Strahlenbüschel 
der  beiden  kollinearen  Bündel  sein,  welche  bekanntlich  immer 
zwei  reelle  Paare  entsprechender  rechtwinkliger  Strahlen 
S8^  und  tt^  haben  (die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten 
Winkel  st  und  8^ty)\  da  diese  reell  sind,  so  wird- auch 
das  Paar  ss^  die  oben  verlangte  Eigenschaft  besitzen ;  dais 
die  Normalebene  [rf]^^  0  des  Strahles  s  zur  entsprechenden 

SQBBöxn,  Thaor.  d.  Obezfl.  2.  Ordn.  25 
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Ebene  hat  die  Normalebene  [r^t^]  =  6^  des  Strahles  s^,  und 

dasselbe   gilt   von   dem   Strahlenpaar   tt^]^  sobald   also  eine 

Losung  der  Aufgabe  reell  ist,  müssen  auch  die  beiden  übrigen 

reell  sein.    Diese  drei  Strahlenpaare  rr^,  ss^  und  ^^,  selbst  zu 

finden  ist  natürlich  ein  Problem  dritten  Grades  und  von  uns 

zurückgeführt  auf  das  Fundamentalproblem  des  §  43.    B^ 

merkenswert  ist  für  unsere  vorliegende  Frage  der  Umstand, 

dafs    die    beiden    entsprechenden     rechtwinkligen 

Dreikante 

rst    und    r^s^t^ 

der  kollinearen  Bündel  O  und  d  immer  reell  vor- 
handen sind. 

(Den  besonderen  Fall,  dafs  die  in  den  Ebenen  g  und  P| 
enthaltenen  Strahlenbüschel  einander  gleich  sind,  dafs  es  also 
unendlich  viele  Tripel  entsprechender  rechtwinkliger  Drei- 
kante giebt,  lassen  wir  hier  bei  Seite,  um  die  allgemeine 
Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen.) 

Mit    diesen    entsprechenden    rechtwinkligen    Dreikanten 

sind    zugleich  die  entsprechenden  rechtwinkligen   Dreiflache 

gefunden: 

Q^lst]        6  =  [tr]         r  =  [r5] 

9i  =  [«1  ^i]     ^i  =  Pi  ^i]     '^x  =  [^1  «i]  • 

Um  nun  zu. ermitteln,  ob  es  entsprechende  gleiche 
Strahlenbüschel  in  den  beiden  kollinearen  Bündeln 
O  und  Dl  giebt,  bemerken  wir  im  voraus,  da(s  die  Trager 
derselben  notwendig  Ebenen  sein  müssen,  welche  durch  ein 
Paar  der  entsprechenden  Normalstrahlen  r  r|  oder  ss^  oder  Hx 
hindurchgehen;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall  und  SSi  ^ 
Ebenenpaar  der  gesuchten  Art,  so  wären  die  Schnittlinien  jSp 
und  |Si  Pil  entsprechende  Strahlen  und  wegen  der  Gleichheit 
der  Strahlenbüschel  auch  die  auf  diesen  Schnittlinien  recht- 
winkligen Strahlen  y  und  y,  entsprechend  in  den  Ebenen 
Sil',  dann  müfsten  sich  also  auch  die  Ebenen  [ry]  und 
[^1  .Vi]  entsprechen  und  von  diesen  Ebenen  sind  die  Normal- 
strahlen I^pI  und  |£]9]|,  welche  sich  auch  entsprechen; 
folglich  hätten  wir  ein  viertes  solches  Paar,  wie  es  zu  Anfiuog 
der  Untersuchung  ermittelt  wurde;  es  giebt  aber  im  allge- 
meinen nur  drei  solcher  Paare,  folglich  können  die  Strahlen 
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l  Q I  und  I  §1  Pi  I  nur  entweder  mit  s  and  $| ,  oder  mit  t  und 
uns  t^  koinzidieren^  oder  die  Ebenen  S  £,  müssen  durch  r 
und  r^  gehen,  in  welchem  Falle  die  Strahlen  yy^  mit  rr^ 
koinzidieren.  In  jedem  Fall  müssen  also  die  Ebenen  mit  ent- 
sprechenden gleichen  Strahlenbüscheln  durch  eines  der  drei 
Paare  entsprechender  Normalstrahlen  gehen. 

Legen  wir  demnach  durch  die  Strahlen  r  und  r,  zwei 
entsprechende  Ebenen  g  und  g,,  so  sind  in  den  projektiyischen 
Strahlenbüscheln y  welche  diese  enthalten,  nicht  nur  rr^ 
sondern  auch  die  Schnittlinien  |rS|  und  \r^ii\  entsprechende 
Strahlen,  und  diese  Strahlenpaare  schlieCsen  rechte,  also  gleiche 
Winkel  ein;  gäbe  es  nun  irgend  ein  drittes  Strahlenpaar 
xr,  in  diesen  projektiyischen  Strahleubüscheln  von  der  Be- 
schaffenheit, dafs  der  Winkel 

(r,a;)  — (r,,a:,) 

wäre,  so  müfsten  die  Strahlenbüschel  projektivisch-gleich  sein ; 
wir  haben  also  die  Ebenen  S  und  g|  so  zu  wählen,  dafs  dieser 
Fall  eintritt. 

Wenn  wir  uns  der  aus  der  Eigenschaft  der  konstanten 
Potenz  entspringenden  metrischen  Beziehungen  erinnern 
(8.  384),  wonach 

^SKTy^J       co8([ra;],  [ra)J' 
so  liefert  die  Bedingung  (rx)  ««=  (r^  a:,)  folgende: 

tg  ([txl  [tr]l  _    ig{[tix,],[t,r,]) 
cos  ( [rx] ,  [r  sj )         cos  ( [ft  rcj  1,  [fi »,) J 

d  h  JL  =     ®^®  ^f*"*^'  f— IL- 

^        co8([rt«J,  [r,S|]) 

und  aufserdem  haben  wir 

j    ^      tg([rx],  [r«3) 

*  tg([ria;,],  [r,«j]) 

Wenn  wir  daher  die  beiden  Winkel: 

([r  X] ,  [r  s])  -=  q)    {[r^  a?,] ,  [r,  s^])  -«  g), 

bezeichnen,  so  würden  dieselben  durch  die  Bedingungen  zu 
bestimmen  sein: 

COSqpi  ^        tgqpi  ^ 

oder  da  die  oben  (S.  383)  gefundene  Bedingung  zwischen  den 
drei  Konstanten  A^^ij^s  stattfindet: 


86 


• 
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{ 


Ä«    Äa  fOo    ^**     X 

cos  9)  es  %j  COS  9)| 
%2  sin  9)  =  sin  q>^ 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen    lassen   sich    die  Werte 
von  q)  und  9,  ermitteln,  nämlich: 


sin^(p 


eos^tp 


l-kl 


kl-i 


1  ^"wj  Ä/j 


.Si-l 


^3  AJj — 1 

_     ^2  "^3       ^8 


sin^9}| 
cos '9), 


1      ^2^1  1"3 — 


Damit  hieraus  reelle  Werte  für  q)  und  9),  sich  ergeben, 
ist  einmal  nötig,  dafs  die  Werte  für  sm}q>  cos' 9  sin^^, 
cos  '9)1  positiv,  und  zweitens,  dafs  sie  kleiner  als  1  seien. 
Dies  wird  nur  der  Fall  sein,  wenn 

entweder  Äj  >  1    k^>  l 

oder  Ä^j  <  1     ifcj  <  1; 

ob  nun  eine  dieser  Bedingungen  erfüllt  wird^  d.  h.  ob  durch 
r  und  r,  zwei  entsprechende  Ebenen  gehen,  welche  gleiche 
entsprechende  Strahlenbüschel  enthalten,  läfst  sich  a  priori 
nicht  entscheiden,  sobald  wir  die  Werte  der  Eonstanten  ij 
und  %3  nicht  kennen.  Aber  wir  wissen,  dafs  zwischen  den 
drei  Konstanten  k^  h^  h^  die  Bedingung  besteht: 

aus  welcher  folgt,  dafs  weder  alle  drei  groiser,  noch  alle  drei 
kleiner  als  1  sein  können;  es  sind  daher  nur  folgende  sechs 
Fälle  möglich: 


Ä,   <   1 

*,  <1 

*,   <   1 

Ä,  >    1 

*,  <1 

h>  1 

*,>    1 

*s>  1 

*,  <  1 

*,  >  1  *1  >  1 

A^<  liÄj>  1 


*,  >  1 


und  diese  sechs  Fälle  entsprechen  gerade  den  sechs  Bedingongeo, 
welche  erfüllt  werden  müssen,  wenn  es  durch  eines  der  drei 
Strahlenpaare  rr^,  ss^,  tti  Ebenen  mit  entsprechenden 
gleichen  Strahlenbüscheln  geben  soll,  nämlich: 


rr. 


SS 


i 


tt, 


h>  1 

h>  1 


h<  1 
*,<  1 


*,>  1 
*i>  1 


*,  <i 


*,  >  1 


*,  <  1 
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Da  nur  einer  der  obigen  sechs  Fälle  eintreten  kann^  und 
durch  das  Eintreten  eines  derselben  die  übrigen  fünf  aus- 
geschlossen sind^  so  giebt  es  auch  nur  durch  ein  Paar  Normal- 
strahlen Ebenen  von  der  verlangten  Beschaffenheit.  Wir 
nennen  dieses  besondere  Paar  rr^,  nehmen  also  den  Fall  an: 

k2>  1  und  haben  dann  die  reellen  Winkel  q>  und  g>^  aus 

den  obigen  Gleichungen  zu  bestimmen  oder  einfacher  durch 
folgende  elementare  Konstruktion  zu  ermitteln: 

Denken  wir  uns  (Fig.  17)  die  beiden  gegebenen  Bündel 
0  und  Ol  so  im  Räume  gestellt,  dais  die  besonderen  Strahlen 


Fig.  17. 


r  und  r^  parallel  laufen^  und  die  besonderen  Strahlen  s  und 
Si  auf  einander  fallen^  also  auch  t  und  t^  parallel  laufen^  und 
sei  die  Ebene  des  Papiers  diejenige^  in  virelcher  die  Strahlen- 
paare sSi ,  tt^  liegen,  während  rr^  normal  auf  der  Ebene  des 
Papiers  stehen,  dann  sind  die  Winkel: 

{[rx] ;  [rs])  =  q>    und    {[r^  a?,] ,  [r^  5,])  =  (p^ 

durch  die  beiden  Bedingungen: 


390        §  45.   Ermittelung  der  auBgezeichneten  Elemente  etc. 

^  =  Je,        (k,  <  1) 

zu  ermitteln  oder  was  dasselbe  ist,  es  sind  in  der  Ebene  [st] 
oder  [S(  ^,]  zwei  Strahlen  x  und  x,  durch  C  und  d  so  zu 
ziehen,  dafs  L  (xs)  «»  9}  und  L  (^1^1)  =^  ^i  wird.  Schneiden 
sich  zwei  solche  Strahlen  im  Punkte  X}  und  ist  t)  der  Fufspunkt 
des  aus  x  ^^f  l^^il  herabgelassenen  Perpendikels,  so  ist 
O  t)  .  tg  9?  =  £)|  i) .  tg  9?,  und  Ox  .  sin  9?  =  O, ): .  sin  9)^ ,  also : 

^  =  i,     und     ^=h', 

durch  die  erste  Bedingung  sind  zwei  Punkte  t)  und  rf  auf 
der  Verbindungslinie  |ODi{  bestimmt,  die  durch  O  und  C| 
harmonisch  getrennt  werden,  von  denen  also  der  eine  ^  zwi- 
schen, der  andere  tf  aufserhalb  der  Strecke  00|  liegt,  und 
da  %,  <  1  ist,  so  liegt  \)  näher  an  Di  als  an  O.  Denken 
wir  uns  in  t)  und  tj'  Perpendikel  auf  |00||  errichtet,  so 
mufs  auf  diesen  der  gesuchte  Punkt  j:  liegen;  ans  der  zweiten 
Bedingung  folgt,  dafs  der  Punkt  ;:  auf  einem  bestimmten 
Kreise  liegt,  welcher  seinen  Mittelpunkt  in  der  Geraden  IOC]: 
hat,  und  für  welchen  die  Endpunkte  dieses  Durchmessers 
durch  O  und  Oj  harmonisch  getrennt  werden.  Nennen  wir  5 
und  }'  die  Endpunkte  dieses  Durchmessers,  so  teilen  die  Punkt« 
}  und   2'  die   Strecke  DDi  in   dem  gegebenen  Verhältnis  A%; 

da  aber  -^--  =  —  =  A^jftj    und   ^3  >  1   ist,   so   schlielst  das 

Punktepaar  j}'  das  vorhin  gefundene  Punktepaar  q^'  ganz 
ein;  wenn  wir  also  über  })'  als  Durchmesser  einen  Kreis 
beschreiben  und  in  t)  und  t)'  Normalen  auf  dem  Durchmesser 
}}'  errichten,  so  müssen  diese  Geraden  den  Kreis  in  reellen 
Punktepaareu  schneiden;  diese  Schnittpunkte  liegen  aber 
paarweise  mit  O  und  D]  in  vier  Geraden,  die  symmetrisch 
liegen  zu  !DD||,  wie  aus  bekannten  Eigenschaften  des 
Kreises  hervorgeht. 

Wir  finden  also  nur  zwei  Strahlenpaare  xx,  und  xxlr 
die  symmetrisch  liegen  zu  ss^  als  den  Forderungen  der  Auf- 
gabe genügend,  und  die  Ebenenpaare  [rx]=^d  und  [r,5:J=**i? 
[rx]  =  d'  und   [rixi]  ==  dj   sind  die  einzigen,  reell  vorhan- 
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denen  Paare  yon  entsprechenden  Ebenen  der  beiden  Bündel, 
welche  die  Träger  projektivisch-gleicher  Strahlenbüschel  sind. 
Sind  diese  nun  ermittelt,  so  ist  es  sehr  leicht,  die  Axen 
entsprechender    gleicher    Ebenenbüschel    in    den 
beiden  kollinearen  Bündeln  zu  finden.    Halten  wir  die 
vorige   Lage,    in   welche    wir   die    beiden   Bündel   gebracht 
haben  (Fig.  17),  fest,  so  liegen  die  Ebenen  [st]  und  [^i^,] 
mit  der  Ebene  des  Papiers  vereinigt^  und  da  das  Strahlen- 
paar s$i  zusammenfallt,  so  liegen  die  in  diesen  Ebenen  ent- 
haltenen entsprechenden  Strahlenbüschel  perspektivisch;  ihr 
perspektivischer  Durchschnitt  ist,  da  tt^  parallel  laufen,  die 
Gerade  \j:\)\.    Wenn  wir  nun  von  £)  auf  den  Strahl  x^  das 
Perpendikel  d  und  von  O^  auf  den  Strahl  x  das  Perpendikel 
J,  fallen,  so  schneiden  sich  d  und   c2,  offenbar  auf  der  Ge- 
raden \j:^\}  und  sind  daher  entsprechende  Strahlen  der  beiden 
Bündel.     Die  in  den  Ebenen  [r  j:]  <»  ^  und  [^,0;,]  »»  d^  ent- 
haltenen Strahlenbüschel  sind  gleich;  nehmen  wir  daher  zwei 
beliebige  entsprechende  Strahlen  yy^  dieser  gleichen  Strahlen- 
büschel, so  haben  wir  einmal: 

L{x,y)  =  L(x^,yi)y 
ferner  der  Konstruktion  zufolge 

L{x,d)^  Lix^,d^) 

und  drittens  der  Neigungswinkel 

L  {[xyl  [xd\)  -  L  {[x,y,],  [x,d,])  =  90«, 

folglich  sind  die  beiden  Dreikante  xyd  und  x^y^d^  kon- 
gruent, und  daraus  folgt,  dais  auch  die  Neigungswinkel: 

L{\dx],ldy])     und     L  ([d,x,],  [d.y,]) 

einander  gleich  sind.  Dies  heilst  aber,  wenn  wir  den  Strahl 
y  verändern,  nichts  anderes,  als  dafs  die  beiden  Ebenen- 
bQschel,  deren  Axen  die  entsprechenden  Strahlen  dd,  sind 
in  den  kollinearen  Bündeln  einander  gleich  sind.  In  gleicher 
Weise  finden  wir  das  zweite  Paar  Axen  d'dl  entsprechender 
gleicher  Ebenenbüschel  der  beiden  kollinearen  Bündel,  welche 
symmetrisch  zu  d  und  d^  liegen  in  Bezug  auf  die  Strahlen- 
paare st  und  s^t^. 

Wir  können  demgemäfs  folgendes  Resultat  der  vorigen 
Untersuchung  aussprechen: 


392         §  45.   Ermittelung  der  ansgezeichneten  Elemente  etc. 

In  zwei  beliebig  gegebenen  kollinearen  Bün- 
deln O  und  O]  giebt  es  allemal  ein  Paar  entspre- 
chender rechtwinkliger  Dreikante  rst  und  r^$^t^, 
deren  Kanten  (Normalstrahlen)  paarweise  dnrch 
Ebenen  yerbunden  gleichzeitig  ein  Paar  entspre- 
chender rechtwinkliger  Dreiflache  gör  und  gitf^t^ 
(Normalebenen)  liefern.  Ferner  giebt  es  allemal 
zwei  Paare  entsprechender  gleicher  Strahlen- 
büschel in  den  Ebenen  d  und  d^,  V  und  d[\  diese 
Ebenen  gehen  durch  ein  Paar  Normalstrahlen  (rr,) 
und  sind  gleich  geneigt  zu  den  in  diesen  Normal- 
strahlen sich  schneidenden  Normalebenen.  End- 
lich giebt  es  allemal  zwei  Paare  Axen  entspre- 
chender gleicher  Ebenenbüschel  d  und  (2,,  ^' undJi; 
diese  liegen  in  einem  Paare  Normalebenen  (ppj) 
und  zwar  denjenigen^  welche  auf  dem  vorigen  Paar 
Normalstrahlen(rrJsenkrecht  stehen.  Die  Strahlen- 
paare dd'  und  did[  sind  gleich  geneigt  zu  den 
Normalstrahlen  st  und  s^t^^  in  deren  Ebenen  sie 
liegen. 

Nachdem  wir  diese  ausgezeichneten  Elemente  zweier 
kollinearen  Bündel  ermittelt  haben ^  ist  es  nun  leicht,  diese 
Bündel  in  perspektivische  Lage  zu  bringen;  wir  brauchen 
sie  nämlich  nur  so  im  Baume  zu  stellen,  dafs  entweder  das 
ausgezeichnete  Strahlenpaar  dd^  oder  d'd{  in  die  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  O  D^  hineinfallt  und  alsdann 
um  diese  zusammenfallenden  entsprechenden  Strahlen  so  zu 
drehen,  dafs  die  entsprechenden  gleichen  Ebenenbüschel,  deren 
Axen  d  und  d^  oder  d'  und  d[  sind,  identisch  auf  einander  fallen; 
dann  befinden  sich  die  Bündel  allemal  in  perspektivischer 
Lage;  denn  legen  wir  durch  |OOi|  eine  beliebige  Ebene, 
so  enthält  sie  zwei  zusammenfallende  entsprechende  Ebenen, 
also  müssen  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  in  diesen 
Ebenen  sich  treffen;  legen  wir  aber  drei  solcher  Ebenen 
durch  ODfl  und  fassen  in  jeder  derselben  ein  behäbiges 
Strahlenpaar  auf,  so  erhalten  wir  drei  Treffpunkte,  durch 
welche  eine  Ebene  £  bestimmt  wird ;  diese  schneidet  die  in 
|DO,|  vereinigten  Strahlen  in  einem  vierten  Punkte,  und 
wir   können    daher   sagen,    dafs   vier  Paare   entsprechender 
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Strahlen  sich  in  vier  Punkten  einer  Ebene  £  treffen,  wodurch 
die  perspektivische  Lage  nachgewiesen  ist  (8.  378).  Haben 
wir  auf  die  eine  oder  andere  Weise,  durch  Vereinigung  von 
dd^  oder  von  d'dl  perspektivische  Lage  herbeigeführt,  so 
konneu  wir,  wie  schon  auf  S.  379  bemerkt  wurde,  die  beiden 
Bündel,  ohne  sie  zu  drehen,  parallel  mit  sich  so  verschieben, 
dafs  die  Strahlen  dd^  oder  d'd'i  und  zugleich  die  ganzen 
Ebenenbüschel,  deren  Axen  sie  sind,  unverändert  bleiben; 
die  perspektivische  Lage  bleibt  dabei  erhalten,  während  der 
perspektivische  Durchschnitt  sich  parallel  verschiebt  Hieraus 
folgt,  dafs  sich  zwei  kollineare  Bündel  immer  auf 
unendlich  -  viele  Arten  in  perspektivische  Lage 
bringen  lassen;  diese  zerfallen  in  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Gruppen,  je  nachdem  die  entsprechenden  gleichen 
Ebenenbüschel,  deren  Axen  d  und  d^  sind,  oder  diejenigen, 
deren  Axen  d'  und  di  sind,  zur  Deckung  gebracht  werden. 
Linerhalb  derselben  Gruppe  können  noch  durch  parallele 
Verschiebung  die  Mittelpunkte  der  Bündel  zur  Koinzidenz  ge- 
bracht werden. 

Während  aus  den    vorhergehenden  Untersuchungen  er- 
hellt, dafs  sowohl  zwei  allgemein '  gegebene  kollineare  Punkt- 
felder, als  auch  zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Strahlen- 
bündel allemal  auf   die  perspektivische  Lage   zurückgeführt 
werden  können,  und  wie  dies  bewerkstelligt  wird,  lassen  sich 
dagegen  zwei  kollineare  Gebilde,   von  denen  eines 
ein  ebenes  Punktfeld  s  und  das  andere  ein  Strahlen- 
bflndel  Of  ist,  im  allgemeinen  nicht  in  perspektivi- 
sche Lage   bringen,   d.  h.  in  eine  solche  Lage  bringen, 
dafs  jeder  Strahl  des  Bündels  durch  den  ihm  entsprechenden 
Punkt  des   Punktfeldes  geht;   denn  wäre   dies   möglich,   so 
müfste  auch  die  Punktreihe,  welche  auf  der  unendlich-ent- 
fernten Geraden  g^  der  Ebene  e  liegt,    mit   dem   ihr   ent- 
sprechenden bestimmten  Strahlenbüschel  des  Bündels  0|  per- 
spektivisch gelegt  werden  können.  Dies  ist  aber  im  allgemeinen 
nicht  mogUch;  denn  die  Punktreihe  auf  ^^  mit  jedem  Punkte  o 
des  Raumes  verbunden  liefert  ein  bestimmtes  Strahlenbüschel 
Qo^f  welches  sich  immer  gleich  bleibt,  wo  auch  o  liegen  mag 
(d.  h.  zwei  Strahlen  von  irgend  einem  Punkte  o  nach  a^  und 
h^    fichliefsen  denselben  Winkel  mit  einander  ein,  wie  zwei 
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Strahlen  von  einem  andern  Punkte  o'  nach  a^  und  b^); 
wenn  daher  dieses  Strahlenbüschel  o  dem  Strahlenbüschel 
im  Bündel  O^ ,  welches  den  Punkten  von  g^  entspricht, 
nicht  projektivisch  gleich  ist^  so  läsft  sich  letzteres  nicht 
mit  der  Punktreihe  auf  g^  perspektivisch  legen:  also  lassen 
sich,  da  diese  Bedingung  im  allgemeinen  nicht  erf&llt  zu 
sein  braucht;  zwei  kollineare  Gebilde  s  und  Oj  nicht  in  per- 
spektivische Lage  bringen. 

Ist  aber  insbesondere  die  Bedingung  erfüllt,  dafs  irgend 
ein  Strahlenbüschel,  welches  nach  der  Punktreihe  auf  g^  der 
Ebene  s  hingeht,  projektivisch -gleich  ist  mit  demjenigen 
Strahlenbüschel  in  der  entsprechenden  Ebene  y^  des  Bün- 
dels Op  welches  den  Punkten  auf  g^  entspricht,  dann  kann 
perspektivische  Lage  der  beiden  Gebilde  auf  folgende  Art 
hergestellt  werden: 

Man  errichte  auf  der  Ebene  y^  die  Normale  p^  und  suche 
denjenigen  Punkt  )p  der  Ebene  £,  welcher  dem  Strahle  p^ 
des  Bündels  Oj  entspricht.  Dann  stelle  man  das  Bündel  C| 
SO;  dafs  der  Strahl  p^  durch  den  Punkt  ))  geht,  die  Ebene  y^ 
der  Ebene  £  parallel  wird,  und  das  Strahlenbüschel  in  der 
Ebene  y^  mit  der  entsprechenden  Punktreihe  auf  g^  per- 
spektivisch liegt,  was  durch  Drehung  des  Bündels  D}  um 
den  Strahl  pj  immer  möglich  ist.  Dadurch  ist  zwar  noch 
nicht  die  perspektivische  Lage  erreicht ;  aber  man  kann  jetzt 
den  Mittelpunkt  Oj  des  Bündels,  ohne  dasselbe  zu  drehen, 
so  auf  dem  Strahle  p,  parallel  mit  sich  verschieben,  daCs  ein 
beliebiger  Punkt  t  der  Ebene  b  auf  den  ihm  entsprechenden 
Strahl  r,  zu  liegen  kommt;  denn  nimmt  man  einen  belie- 
bigen Punkt  r  der  Ebene  s,  und  trifft  |^r|  die  Gerade  g^  in 
g^,  so  entspricht  dem  Strahle  \)pxij\  eine  Ebene  des  Bün- 
dels Ol,  die  durch  p^  und  g^,  also  auch  durch  r  geht,  und 
in  dieser  Ebene  liegt  der  Strahl  r^^  man  kann  also  durch 
parallele  Verschiebung  des  Bündels  0|  längs  des  Strahle  p^ 
es  bewirken,  dafs  r,  durch  r  geht;  dann  hat  man  vier  Strahlen 
des  Bündels  Di;  von  denen  keine  drei  in  einer  Ebene  liegen, 
nämlich  die  Strahlen  p^  r,  und  irgend  zwei  Strahlen  im 
Bündel  Oj,  welche  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
^^^  9»  gehen,  und  solchen  vier  Strahlen  entsprechen  rier 
Punkte  der  Ebene  «,  die  bez.  auf  denselben  liegen;  folglidi 
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müssen ;  wie  oben  nachgewiesen  ist,  sämtliche  Strahlen  des 
Bündels  dnrch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  der  Ebene 
gehen ;  d.  h.  es  findet  perspektivische  Lage  statt.  Dieselbe 
wird  auch  noch  durch  eine  zweite  Stellung  des  Büudels  er- 
reicht, die  wir  dadurch  erhalten,  dafs  wir  von  der  eben  erhal- 
tenen Lage  das  Spiegelbild  des  Bündels  nehmen  in  Bezug 
auf  die  Ebene  e.  Es  lassen  sich  demnach  die  beiden  Gebilde, 
auch  wenn  die  vorausgesetzte  Bedingung  erfüllt  wird,  nur 
auf  zwei  Arten  in  perspektivische  Lage  bringen. 

§  46.    Involatorisohe  Lage  zweier  susammenliegenden 

kollinearen  Ebenen. 

Bekanntlich  lassen  sich  zwei  beliebige  projektivische 
gerade  Punktreihen  mit  ihren  Trägem  allemal  so  auf  einander 
legen,  dafs  wenn  in  irgend  einem  Punkte  derselben  j:  und 
^t  vereinigt  sind,  die  entsprechenden  Punkte  Xi  ^^^  9  zu- 
sammenfallen, und  sobald  dies  nur  einmal  stattfindet,  tritt 
es  immer  ein,  wo  man  auch  die  vereinigten  Punkte  ):(^i) 
auf  dem  gemeinsamen  Träger  wählen  mag.    (Th.  d.  K.  S.  49.) 

Ein  dieser  involutorischen  Lage  der  beiden  projektivi- 
schen  Punktreihen  analoges  Aufeinanderlegen  zweier  kolli- 
nearen Ebenen  wollen  wir  jetzt  aufsuchen.  Seien  zwei  kolli- 
neare Ebenen  £  und  B^  so  auf  einander  gelegt,  dafs  es  zunächst 
nur  einmal  vorkomme,  dafs  den  zusammenliegenden  Punkten 
a  aa  bf  die  ebenfalls  vereinigten  Punkte  ai  =  b  entsprechen ; 
dann  ist  klar,  dafs  die  Verbindungslinie  |ab|  =°|biai|  eine 
Doppelgerade  der  beiden  kollinearen  Ebenen  sein  mufs,  und 
da  die  derselben  angehorigen  beiden  projekti vischen  Punkt- 
reiheu  einmal  das  Paar  |ab|  auf  {hiCL^l  liegend  haben,  so 
liegen  sie  involutorisch ,  also  sämtliche  Paare  entsprechender 
gleicher  Strecken  dieser  beiden  projektivischen  Punktreihen 
fallen  verkehrt  auf  einander  (Th.  d.  E.  §  16).  Die  beiden 
Doppelpunkte  der  kollinearen  Ebenen  auf  der  Doppelgeraden 
können  entweder  reell  oder  konjugiert-imaginär  sein  (hyper- 
bolische oder  elliptische  Punktinvolution);  der  dritte  Doppel- 
punkt mufs  aber,  wie  wir  wissen  (S.  372),  immer  reell  sein; 
nennen  wir  ihn  )>  =  ))| ,  dann  wird  er  der  Mittelpunkt  einer 
Strahleninvolution  sein,  welche  mit  der  Punktinvolution  auf 
der  Doppelgeraden  g  ^^  gi  perspektivisch  liegt.    Nehmen  wir 
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nxm  an,  dafs  anfser  den  auf  der  Doppelgeraden  gißi)  involu- 
torisch  liegenden  Punktepaaren  t(^i)  und  ^c^  (^)  noch  irgend 
ein  anderes  Paar  in  der  Ebene  der  beiden  vereinigt  liegenden 
kollinearen  Felder  £  f,  vorhanden  wäre,  welches  die  gleiche 
Eigenschaft  besälse,  nämlich  dafs 

c  =  b,     und     Ci  =  b 

wäre,  dann  würde  sogleich  folgen,  dass  auch  der  Strahl  |  c  b | 
mit  seinem  entsprechenden  |b|Ci|  zusammenfiele;  wir  hätten 
also  zwei  Doppelstrahlen  und  ihr  Schnittpunkt 

(|ab|,  |cb|)  =  (|b,a,|,  |b,c,|) 

müfste  daher   ein  Doppelpunkt   der  vereinigten  kollinearen 

Ebenen  sein  (Fig.  18). 
Aus  gleichem  Grunde 
mfisste  aber  auch  der 
PuÄkt: 

(|cic|,!Bb|)  =  (|b,b,|,|a,cJ) 

ebenfalls  ein  Doppel- 
punkt sein  und  der 
Punkt: 

(,ab|,lbci)=(|b,c,|,|a,b,0 
auch  ein  Doppelpunkt; 
dieVerbindungslinie  der 
beiden  letzten  Punkte 
müfste  mithin  ein  neuer 
Doppelstrahl  5  BS  5^  sein, 
und  auf  ihm  würden 
nicht  blofs  die   beiden 

eben  verbundenen 
Punkte  Doppelpunkte 
sein,  sondern  auch  die 
beiden  Schnittpunkte  mit  den  vorigen  Doppellinien  !ab| «»  ,b|a, 
und  I  cb  I  =  I  b|  c,  |.  Wir  haben  also  auf  5  =  s,  zwei  zusammen- 
liegende projektivische  Punktreihen,  welche  vier  Paare  ent- 
sprechender Punkte  zusammenliegend  haben;  folglich  müssen 
8  und  5}  identisch  auf  einander  liegen.  Es  sind  also  5  und 
s^  ein  Paar  der  besonderen  oben  (S.  366)  ermittelten 
projektivisch    gleichen     sich     entsprechenden    Punktreihen, 


Fig.  18. 
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welche   identisch   auf  einander  liegen  und  der  Schnittpunkt 
(|ab|,  |cb!)  —  0  =  (|Bta,  I,  |biCt|)  =  Oi  ist  ein  Doppelpunkt, 
welcher  die  beiden  besonderen  Punkte  o  0|  (S.  367)  vereinigt, 
in  denen  die  Mittelpunkte  entsprechender  gleicher  Strahlen- 
büschel der  beiden  kollinearen  Ebenen  liegen.     Die  beiden 
kollinearen  Felder  liegen   also  in  der  Weise  auf  einander, 
wie  wir  sie  oben  als  einen  besonderen  Fall  perspektivischer 
Lage  erkannt  haben  (S.  369).    Femer  bemerken  wir,    dafs 
auf  dem  Strahle  |  a  b  |  »^  1  b^  aj  |  zwei  involutorisch  liegende 
Punktreihen  vereinigt  sind,  also  auch  die  den  unendlich- ent- 
fernten Punkten  dieses  Strahls  in  beiderlei  Sinn  entsprechen- 
den  Punkte  vereinigt  sein   müssen  und  zwar  in  demjenigen 
Punkte,   welcher   in   der  Mitte    liegt   zwischen    den   beiden 
Doppelpunkten ;  dasselbe  gilt  von  den  Strahlen  |  c  b  |  <»  |  bj  c^  |. 
Wenn  wir  daher  zu  dem  Strahle  s  =^  s^  eine  Parallele  ziehen, 
die   ebensoweit  von  ihm  absteht  wie  von  dem  Doppelpunkte 
0  B»  Oj ,  so  mufs  diese  Parallele  r  =^  q^   diejenigen  Geraden 
vereinigen,    Welche  in  doppeltem  Sinne   den  unendlich-ent- 
fernten Geraden  der  Ebene  e  und  e^  entsprechen.     Dies  er- 
fordert aber  eine  Bedingung,  welche  bei  kollinearen  Ebenen 
im   allgemeinen    nicht  erfüllt  ist,  dafs  nämlich  die  Gerade  r 
gleichweit  absteht  von   o  und  5,  und  ^  andererseits  q^  gleich- 
weit absteht  von  Oj   und  s^.    Wir  wissen  (S.  362),   dafs  im 
allgemeinen  bei  zwei  kollinearen  Ebenen  die  früher  mit  den 
Buchstaben  ss'  o  o'  und  Si  $[  Oi  oi   bezeichneten   ausgezeich- 
neten  Elemente   immer   so    liegen,    da(s    der   Abstand    der 
parallelen  Geraden  ss'  von   einander   so  grofs  ist,  wie  die 
Bntfemung    der   Punkte    Oi  Oi,    der   Abstand   der   Geraden 
Si  s[    von  einander  gleich  ist  der  Entfernung  der  Punkte  o 
und  o'  von  einander.     Hier  wird  aber  gefordert,  dafs  diese 
beiden  im  allgemeinen  verschiedenen  Abstände  einander  gleich 
seien,  d.  h.  dafs 

der  Punkt  o     in  der  Geraden  s' 

}9       .        •)}  ^        99         99  99  ^ 

99  99  ^1      99         9f  99  ^1 

V        99      Ol    „     „        „  5,     liege; 

ist  dies  der  Fall,  dann  werden  die  Geraden  r  und  q^,  welche 
zifeischen  den  Paaren  von  Parallelen  s  s'  und  s  ^i  in  der  Mitte 
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liegen,  so  auf  einander  gelegt  werden  können,  da&  ein  Paar  ent- 
sprechender gleicher  Punktreihen  (ss^)  identisch  zusammen- 
fallen, dagegen  das  andere  Paar  entsprechender  gleicher  Punkt- 
reihen (s'si)  zu  einer  gleichseitig -hyperbolischen  Punktinyo- 
lution  sich  gruppieren ,  deren  Doppelpunkte  der  unendlich-ent- 
fernte Punkt  und  der  endliche  Doppelpunkt  o  «=  0|  sind^  (denn 
verfolgen  wir  auf  s  und  s  zwei  gleiche  und  gleichlaufende 
Punktreihen,  so  sind  der  Konstruktion  zufolge  die  entsprechen- 
den Punktreihen  auf  5,  und  si  gleich,  aber  ungleichlaufend). 
Dies  ist  aber  die  vorhin  geforderte  Lage,  für  welche  die  beiden 
Paare  von  Punkten  existieren: 

a    b;  '    c    b 
b|   a,5     b,   q. 

Ist  nun  die  angegebene  metrische  Bedingung  fttr  die 
beiden  kollinearen  Felder  erfüllt,  und  sind  sie  in  solche  Lage 
gebracht,  dais  gleichzeitig  $<»  s^  und  o  =  0|  auf  einander  lie- 
gen, dann  befinden  sie  sich  in  involutorischer  Lage,  denn 
alsdann  wird  immer^  wo  auch  ein  Punkt  ]c  =  ^|  in  doppeltem 
Sinne  aufgefai'st  wird,  der  entsprechende  Xi  ^it  dem  ent- 
sprechenden ^  zusammenfallen.  Li  der  That,  'alle  durch 
0  =s  0]  gehenden  Strahlen  müssen  Doppelstrahlen  sein;  auf 
jedem  solchen  Strahl  sind  also  zwei  entsprechende  projekti- 
vische  Punktreihen  vereinigt,  und  dieselben  müssen  involu- 
torisch  liegen,  weil  der  Schnittpunkt  des  Strahls  mit  den 
vereinigten  Strahlen  r  «=  q^  diejenigen  Punkte  enthält^  welche 
den  unendlich-entfernten  Punkten  entsprechen;  da  diese  also 
zusammen  liegen^  so  ist  die  involutorische  Lage  nachgewiesen; 
nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  p  <=»  l)|  der  zusammen- 
liegenden kollinearen  Ebenen,  so  mufs  dem  Strahl  |oi:,  der- 
selbe Strahl  I  Ol  ):i  I  entsprechen ,  d.  h.  ):  und  Pi  müssen  mit 
0  in  gerader  Linie  liegen,  und  wegen  der  involutorischen 
Eigenschaft  der  beiden  zusammenliegenden  projektivischen 
Punktreihen  mufs,  wenn  j:  mit  t)^  koinzidiert,  auch  t)  mit  Xi 
zusammenfallen,  w.  z.  b.  w.     Noch  bemerken  wir,  dals   ein 

r  r 

solches  Punktepaar  und  ^  immer  harmonisch  getrennt  wird 
durch  den  Punkt  o  und  die  Gerade  $ ,  weil  diese  die  Doppel- 
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punkte  der  Involution  enthalten;  deren  Trager  die  Doppel- 
gerade  |y^|  =  |t)iTil  ist- 

Das  Resultat  der  vorigen  Untersuchung  lälst  sich  ako 
zusammenfassen : 

Wenn  zwei  kollineare  Ebenen  so  auf  einander 
gelegt  werden  können,  dafs  zweimal  die  involu- 
torische  Bedingung  erfüllt  wird^  d.  h.  dem  in  dop- 
peltem Sinne  aufgefafsten  Punkte  a »» b^  zusam- 
menfallende Punkte  aj  »» b  und  noch  ein  zweites 
Mal  einem  Punkte  c «» b|  (der  nicht  auf  der  Verbin- 
dungslinie des  vorigen  Paares  liegt)  zusammenfallende 
Punkte  Ci  =  b  entsprechen^  dann  wird  sie  immer 
erfüllt;  und  die  kollinearen  Ebenen  liegen  invo- 
latorisch;  d.  h.  jedem  Punkte  ^  »»  ^^  entprechen 
zusammenfallende  Punkte  Xi^^t).  DieVerbindungs- 
linien  aller  solcher  Paare  konjugierter  Punkte 
je  =3»  ^,  und  >;,  =  ^  laufen  durch  einen  festen  Punkt 
OasOj,  einen  Doppelpunkt;  gleichzeitig  entsprechen 
jedem  in  doppeltem  Sinne  aufgefafsten  Strahl 
x^sssy^  der  kollinearen  Ebenen  zwei  zusammen- 
fallende Strahlen  x,  «>  y  und  die  Schnittpunkte 
solcher  Paare  konjugierter  Strahlen  x^^y^  und 
x^  ssa  y  liegen  sämtlich  auf  einer  festen  Geraden 
^sa.s,;  einem  Doppelstrahle.  Alle  durch  den  festen 
Punkt  0  «»  0]  gehenden  Strahlen  sind  Doppelstrah- 
len und  alle  auf  der  festen  Geraden  s«r5,  liegen- 
den Punkte  sind  Doppelpunkte  der  zusammen- 
liegenden kollinearen  Ebenen.  Jedes  Paar  konju- 
gierter Punkte  wird  durch  o  und  s  harmonisch 
getrennt  und  jedes  Paar  konjugierter  Strahlen 
ebenfalls.     Da  durch  zwei  nicht  in  derselben  Geraden  lie- 

frende  Paare  ^        und  ^  die    kollineare    Beziehung    der 

^  bia,  b,  c,  * 

beiden  Ebenen    {      ^       ^  i  voUständiir  bestimmt  ist.  so  ist 

auch  die  kollineare  Involution  von  Punktepaaren  in  der 
Ebene  durch  zwei  Paare  konjugierter  Punkte  vollständig 
bestimmt. 

JSine  solche  Beziehung,  wie  sie  die  involutorische  Lage 
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zweier  kollinearen  Ebenen  liefert;  ist  auch  ,^ harmonische 
Verwandtschaft''*)  genannt  worden  und  liefert  als  Trans- 
formationsprinzip aufgefafst  bemerkenswerte  Resultate,  z.  B. 
bewegt  sich  der  Punkt  j:  auf  einem  Kreise,  so  beschreibt  der 
entsprechende  Punkt  X\  einen  Kegelschnitt;  hat  jener  Kreis 
zum  Mittelpunkt  den  reellen  Doppelpunkt  0  =  0,;  so  hat 
der  entsprechende  Kegelschnitt  diesen  Punkt  zum  Brennpunkt, 
und  dies  ist  eine  Quelle,  aus  welcher  in  ungezwungener  Weise 
die  Brennpunktseigenschafteu  des  Kegelschnitts  '  aus  den 
Eigenschaften  des  Kreises  abgeleitet  werden  können.  Was 
die  Möglichkeit  der  involutorischen  Lage  zweier  kollinearen 
zusammenfallenden  Ebenen  betrifft);  so  zeigte  unsere  Betrach- 
tung Folgendes: 

Zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Ebenen 
lassen  sich  nicht  involutorisch  auf  einander  legen; 
vielmehr  müssen  sie  die  Bedingung  erfüllen,  dafs 
die  besonderen  Strahlenpaare  ss'  und  $1^1,  welche 
die  Träger  entsprechender  gleicher  Pnnktreihen 
der  beiden  kollinearen  Ebenen  sind;  in  der  einen 
Ebene  denselben  Abstand  von  einander  haben,  wie 
in  der  andern  Ebene.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt, 
und  werden  die  Ebenen  alsdann  so  zusammengelegt, 
dafs  das  eine  Paar  ss^  identisch  zur  Deckung 
gelangt,  dann  befinden  sie  sich  in  involutori- 
scher  Lage,  und  es  fallen  die  der  unendlich-ent- 
fernten entsprechenden  Geraden  r  und  q^  zusam- 
men, sowie  ein  Paar  entsprechender  gleicher 
Strahlenbüschel  0  und  0|. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  involutorische  Lage  zweier 
kollinearen  Ebenen,  insbesondere  aus  der  perspekÜTischen 
Lage  auf  folgende  einfache  Weise  hervorgebracht  werden 
kann: 

Man  versetze  zwei  beliebig  liegende  ebene  Trager  €  und 
£(  dadurch  in  kollineare  Beziehung  zu  einander,  dafs  man 
durch  einen  Punkt  O,  der  von  beiden  Ebenen  gleich  weit 
absteht;  Strahlen  zieht  und  jeden  Strahl  in  zwei  entsprechen- 


*)  MilinowBki:  Zar  Theorie  der Eegelschnitte ,  Borchardt's  Jour- 
nal f.  reine  n.  angew.  Mathematik.    Bd.  86,  S.  290. 
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den  Punkten  .r  und  }:,  die  Ebenen  £  und  €^  treffen  läfst. 
Dreht  man  hierauf  die  eine  Ebene  mit  ihren  Punkten  um  die 
festgehaltene  Durchschnittslinie  s(s^)  so  weit  herum,  bis  die 
anfänglich  dem  Punkte  SO  zugekehrten  Seiten  beider  Ebenen 
zusammenfallen,  dann  befinden  sich  die  zusammenliegenden 
kollinearen  Ebenen  in  inyolutorischer  Lage.*) 

Die  dual -gegenüberstehende  Untersuchung  zweier  kol- 
linearen Bündel  9  welche  konzentrisch  in  inyolutorische  Lage 
gestellt  werden  sollen,  wird  hier  unterlassen,  weil  sie  der 
vorstehenden  ohne  Schwierigkeit  nachgebildet  werden  kann 
oder  durch  die  Perspektive  zweier  involutorisch- zusammen- 
liegenden kollinearen  Ebenen  erhalten  wird.  Wir  heben  nur 
das  Resultat  hervor: 

Gehen  durch  einen  Punkt  O  ein  fester  Strahl  d 
und  eine  feste  Ebene  d,  so  lassen  sich  alle  Strahlen 
und  Ebenen  durch  £)  dergestalt  paarweise  einander 
zuordnen,  dafs  irgend  einem  Strahle  x  derjenige 
Strahl  x^  entspricht,  welcher  zu  den  drei  Strahlen 
d^  !^[^^]|f  ^  der  vierte  harmonische  dem  x  a^ugeord- 
nete  ist,  und  irgend  einer  Ebene  §  diejenige  Ebene 
£i  entspricht,  welche  zu  den  drei  Ebenen  d,  [d,i^||], 
g  die  vierte  harmonische  der  Ebene  g  zugeordnete 
ist.  Dann  bilden  xx^  und  ^^j  entsprechende  Elemente  zweier 
konzentrischen  kollinearen  Bündel  in  involutorischer  Lage.  Der 
Strahl  d  und  alle  Strahlen  in  der  Ebene  d  (durch  O)  sind 
Doppelstrahlen,  die  Ebene  d  und  alle  Ebenen  durch  d  sind 
Doppelebenen  der  konzentrischen  kollinearen  Bündel.  Zwei 
allgemein  gegebene  kollineare  Bündel  lassen  sich  nicht  in  eine 
solche  involutorische  Lage  bringen,  sondern  nur  dann,  wenn 
sie  die  Bedingung  erfüllen,  dafs  die  beiden  besonderen  Strahlen- 
paare dd'  und  d^di ,  welche  die  Axen  entsprechender  glei- 
cher Ebenenbüschel  sind,  (S.  380)  in  beiden  Bündeln  gleiche 
Winkel  einschliefsen. 

Hiemach  ergiebt  sich  vermittelst  der  perspektivischen 
Lage  folgende  einfache  Konstruktion  für  die  involutorische 
Lage  zweier  kollinearen  Bündel: 

*)  Siehe  A.  F.  Mob  ins:  Theorie  der  collii^earen  Involation  von 
Ponktepaaren  in  der  Ebene  und  im  Baume;  Berichte  d.  K.  Sachs. 
GeBellsch.  der  Wissenschaften,  26.  Okt.  1856. 

SoHBflrnw,  Tlieor.  d.  Oborfl.  8.  Ordo.  26 


402    §  47.    Trüineare  Lage  zweier  zaBamineiiliegeiiden  koU.  Ebenen. 

Man  nehme  zwei  beliebige  Punkte  D  £)i  und  lege  durch 
die  Mitte  SSft  zwischen  denselben  eine  beliebige  Ebene  f.  Be- 
zieht man  zwei  kollineare  Bündel  O  und  Dj  so  aufeinander, 
dafs  jeder  Punkt  j:  der  Ebene  e  mit  O  und  Di  Terbunden 
zwei  entsprechende  Strahlen  x  und  x^  der  beiden  Bündel  liefert 
und  yerschiebt  darauf  das  eine  Bündel  auf  der  festgehaltenen 
Verbindungslinie  |DCf  |,  ohne  es  zu  drehen,  parallel  mit  sich, 
bis  £)|  mit  O  zusammenHlllt,  dann  befinden  sich  die  beiden 
kollinearen  Bündel  in  involutorischer  Lage. 

§  47.    Trüineare  Lage  Eweier  zusammenliegenden 

kollinearen  Ebenen. 

Da  zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Ebenen  nicht  in 
inyolutorische  Lage  gebracht  werden  können,  so  wollen  wir 
die  Frage  in  folgender  Art  erweitern: 

Lassen  sich  zwei  kollineare  Ebenen  so  anf 
einander  legen,  dafs  entsprechende  Punkte  in  der 
Weise  auf  einander  fallen: 

a     b      c    auf  resp. 
b,     Ci     ai , 

d.  h.  wenn  in  einem  beliebigen  Punkte  zwei  nicht  entsprechende 
Punkte  a  =  b,  vereinigt  sind,  die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
a|  und  b  auf  ein  anderes  Paar  entsprechender  Punkte  c  und 
C]  fallen,  oder  dafs  zwei  entsprechende  kongruente  Dreiecke 
in  cyklischer  Vertauschung  auf  einander  fallen. 

Hier  zeigt  sich  zunächst,  dafs  dies  immer  stattfindet, 
sobald  es  einmal  eintritt.  In  derThat,  nehmen  wir  au, 
dafs  die  drei  Paare  entsprechender  Punkte  aa^,  bb|;  cCi 
zweier  zusammenliegenden  kollinearen  Ebenen  in  der  Weise 
auf  einander  fallen: 

a     b      c      auf  resp. 

bi     c,     a, , 

und  sei  j:'j:^  ein  beliebiges  viertes  Paar  entsprechender  Punkte, 
wodurch  die  kollineare  Beziehung  gerade  bestimmt  ist;  be- 
zeichnen wir  den  mit  jc  zusammenfallenden  Punkt  der  Ebene  ff 
durch  ^]  und  den  mit  j:^  zusammenfallenden  Punkt  der  £bene 
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£  durch  },  so  lassen  sich  die  entsprechenden  Pankte  t)  und  j^ 
konstruieren,  und  es  zeigt  sich,  dafs  dieselben  zusammenfallen 
müssen;  denn  wir  haben: 


albcy^l  A  ailbiqjri^i 
A  c|abj:iy| 
A  c|ba):y,|, 

woraus  folgt,  dals  sich  die  drei  Geraden: 

in  einem  Punkte  schneiden  müssen;  zweitens  ist: 

A  albcTfj:! 
A  (i\chm\, 

woraus  folgt,  dafs  sich  die  drei  Geraden: 

|cj:|,    |a)c,|,    Ib^l 
in  einem  Punkte  schneiden  müssen;  endlich  ist: 

c|abj:t)|  A  Ci|a,b,j:it),| 
A  b|caj:ij:| 
A  blacp^il, 

woraus  folgt,  dafs  sich  die  drei  Geraden: 

Wv\,    |bj:,|,    |c^ 


in  einem  Punkte  schneiden  müssen;  yon  den  drei  Bedingungen, 
dafs  sich 

\^T\7     |bPi|;     I  C9  I  in  einem  Punkte  treffen, 
1-       '  IbyU    IcTil,     |a^|  „       „         „  „ 

|c):|,     |aj:i|,     \i\)\  „       „  „  „ 

reichen  schon  zwei  zur  Bestimmung  des  Punktes  t)  aus ,  sobald 
'Wir  die  vier  Paare  entsprechender  Punkte   i     ^  zur  Be- 

Ziehung  beider  Ebenen  auf  einander  als  gegeben  auffassen. 

Wir  können  nun  in  analoger  Weise  den  Punkt  jj  kon- 
struieren, denn  wir  haben: 

26* 
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2. 


A  b,|c,a,t)i):i 

A  B,|aiCi):i9,|, 

also   schneiden  sich   ICiJCi,,   |^it)ii>   |cit)i|   ui  einem  Punkte; 
femer  ist: 

*i|cia,j:,8i]  A  b|caj:g| 

A  c,|a,bi9ij:, 

A  Ci|b,ai?:,t), 

also  schneiden  sich  la^Ti  »  |Ci9il;  |b]j|{  in  einem  Punkte;  end- 
lich ist: 

*    Ci|aibi):ig,|  A  ciaBpjl 

A  a;!cibtj:it),|, 

also  schneiden  sich  |b|Xj|;  |ciil)t|;  |C|}t|  in  einem  Punkte.  Von 
den  drei  Bedingungen^  dafs  sich 

l^i^iU  1^1  J^ilf  l^iiil  ^^  einem  Punkte  treffen, 

|ci  ^il,  laiPil,  Ibiäil   „      „  „  „ 

IäjIJiI,  IbjTil,  |cig, I  „     „  „  „ 

reichen  schon  zwei  zur  Bestimmung  des  Punktes  jj  ans,  und 
wir  erkennen  durch  Yergleichnng  der  Bedingungen  2.  und 
1 .,  dafs  die  je  drei  Linien  in  2.  identisch  sind  mit  den  gleich- 
stelligen Linien  in  1 .,  folglich  ist  auch  der  Punkt  t)  mit  dem 
Punkt  }f  identisch y  d.  h.  es  liegen  die  Dreiecke: 

P      t)      g       und 

^1     ii     h 
cyklisch  auf  einander  w.  z.  b.  w. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  zwei  kollineare  Ebenen  so  auf  einander 
liegen^  dal's  einmal  die  Dreiecke: 

a     b      c      und 
b,    c,    a, 

(wo  aa, ,  bb, ,  cc,  Paare  entsprechender  Punkte 
sind)  cyklisch  sich  decken,  so  findet  dies  immer 
statt,  d.  h.  wenn  irgend  einem  in  doppeltem  Sinne 
aufgefafsten  Punkte  ]C  =  9i  die  Punkte  j:^  und  l)  ent- 
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sprechen,  so  liegen  dieselben  immer  mit  einem 
Paare  entsprechender  Punkte  }  jj  zusammen^  näm- 
lich IC,  mit  }  und  t)  mit  }|. 

Es  gruppieren  sich  demgemafs  zwei  in  dieser  Weise  auf 
einander  liegende  kollineare  Ebenen  zu  Tripeln  von  Punkten, 
und  wir  wollen  das  dadurch  entstehende  Doppelgebilde  tri- 
lineare Lage  der  beiden  zusammenliegenden  kollinearen 
Ebenen  nennen. 

Fassen  wir  zwei  solche  cyklisch  auf  einander  liegende 
Dreieckspaare,  wie  oben,  auf: 

a     b      c        und         V     '^      i 
^1     Ci     ai  t)i    g,    n , 

so  wissen  wir,   dafs  diese  beiden  Dreiecke  auf  dreifache  Art 

perspektivisch*)  liegen,  nämlich: 

1^^  I   l^il;   K^l  treffen  sich  in  einem  Punkte. 

kj!;    im>   \^V\         y,  V        ;»         »;  >» 

Diese  drei  Punkte  bilden  ein  neues  drittes  Dreieck,  welches 
von  den  beiden  ersten  abhängt;  bezeichnen  wir  seine  Ecken 
durch 

(layl,  Ibgi)  =  I,  so  ist  (Kj:,!,  |bi j,|)  =  t,  =  (|cjj,  |a^!)  —  n 
(  Äil>  161)!)  «  m,  „  „  (|a,j,|,  |b,9,|)  =  m,  =(|c^Ua):|) -=l 
(|a^|,  |b):|)  =  n,    „    „    (|a,  i),|,  [b,):,|)  =  n,  =  (|cj:|,  lajl)  —  m , 

vrir  haben  also  gefunden: 

m  =«  Uj 

n  =  l,, 

d.  h.  wir  haben  ein  drittes  Paar  cyklisch  auf  einander  liegen- 
der entsprechender  Dreiecke: 

l       m     n 

Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

*3  Y^fSrl-  J.  Rosanes:  Über  Dreiecke  in  perspektivischer  Lage 
und  fi.  Schröter:  Über  perspektivisch  liegende  Dreiecke,  Math.  An- 
nalen  t.  Clebsch  und  Nenmann.    Bd.  II,  S.  549  u.  568. 
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Wenn  man  bei  zwei  auf  einander  liegenden  kol- 
linearen Ebenen  in  trilinearer  Lage  zwei  cyklisch 
auf  einander  liegende  Dreiecke  auffai'st,  so  liegen 
dieselben  auf  drei  verschiedene  Arten  perspekti- 
visch; d.  h.  80;  dafs  drei  Verbindungslinien  ihrer 
Ecken  durch  einen  Punkt  laufen.  Die  drei  dadorch 
erhaltenen  Perspektivitätscentra  bilden  ein  drittes 
Dreieck;  welches  gleichfalls  aus  drei  cyklischauf 
einander  liegenden  entsprechenden  Punktepaaren 
der  beiden,  kollinearen  Ebenen  besteht  Solche 
drei  Dreiecke  bilden  eine  in  sich  zurückkehrende 
Gruppe;  indem  je  zwei  dieser  drei  Dreiecke  drei- 
mal perspektivisch  liegen,  und  die  drei  Perspekti- 
vitätscentra die  Ecken  des  dritten  Dreiecks  sind. 

Die  letzte  Behauptung  lesen  wir  unmittelbar  aus  unseren 
obigen  Bezeichnungen  ab;  indem  wir  erkennen;  dais 


:al       bn 

lern 

sich 

im  Punkte  x  schneiden, 

bm      cl 

an 

>> 

)}               99               ^               9i                1 

cn       am 
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U       mj 
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Ij       m\) 
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It)       mx 
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;; 
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Wir  wissen  femer;  dafs  wenn  zwei  Dreiecke  perspek- 
tivisch liegen,  die  drei  Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden 
Seiten  sich  auf  einer  Geraden  befinden  (Th.  d.  K.  S.  26l 
Bezeichnen    wir   demgemäfs    die   Seiten    des   Dreiecks   abc 

durch 

a  =  |bc|    b  =  |ca|    c  =  !ab| 

und  des  Dreiecks  x^i  durch 

so  werden  die  entsprechenden  Strahlen  a^  b^  C|  x^  jf|  ^i  2° 
a  b  c  X  y  z  folgende  sein: 

a,  =  |bic,|  =  |ab|  =  c        x^  =  ;^iJi|  «|)^^i^^ 
*i  =|Ciai|  — |bc|  =a       y,  — lätJ^il  =\n'^^ 
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woraus  zunächst  folgt,  dafs  die  Dreiseite: 

a  b  c        und        x  y  z 
6,  c,  a,  yi  ^,  a?! 

cyklisch  auf  einander  liegen,  d.  h.: 

Wenn  zwei  zusammenliegende  kollineare  Fel- 
der rücksichtlich  ihrer  Punkte  in  trilinearer  Lage 
sich  befinden,  so  befinden  sie  sich  auch  rücksicht- 
lich ihrer  Strahlen  in  trilinearer  Lage. 

Aus  der  dreifach  perspektivischen  Lage  folgt,  dafs  die 
Schnittpunkte: 

{ax)    {bz)    (cy)    auf  einer  Geraden  l  liegen, 
(az)     {by)    (ex)      „      „  „        m     „ 

(ay)    (bx)     (cz)      „      „  „         n      „ 

Diese  drei  Geraden  bilden  selbst  wieder  ein  neues  Drei- 
seit,  welches  mit  seinem  entsprechenden  cyklisch  sich  deckt: 

l     m     n 

da  diese  auf  einander  liegenden  Dreiseite  ein  zyklisches 
Strahlentripel  bilden,  so  bilden  ihre  Ecken  wieder  ein  zykli- 
sches Punkttripel,  wie  aus  der  ümkehrung  des  vorigen  Re- 
sultates folgt;  wir  haben  also  zwei  neue  Tripel: 

l  m  n        und        l  m  n 
nti  Ui  It  w»|  n|  Z| 

aus  den  beiden  gegebenen  abgeleitet  und  können  nun  aus 
diesen  in  gleicher  Weise  wieder  zwei  neue  ableiten,  und 
indem  wir  sie  mit  den  früheren  paarweise  in  Verbindung 
setzen  und  die  daraus  entstehenden  neuen  Tripel  wiederum 
unter  einander  verbinden,  können  wir  immer  mehr  und  mehr 
solcher  Tripel  konstruieren,  welche  allmählich  das  Operations- 
feld der  Ebene  immer  enger  überspinnen. 

Es  drängt  sich  jetzt  die  Frage  auf,  ob  zwei  allgemein 
gegebene  kollineare  Felder  sich  immer  in  trili- 
nearer Lage  zur  Deckung  bringen  lassen,  und  wie 
dies  geschieht? 

Es  ist  hierzu  nur  nötig,  ein  einziges  Paar  entsprechender 
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Tripel  zn  cyklischer  Deckung  zu  briiigeu,  daim  wird  dies 
bei  allen  übrigen  von  selbst  der  Fall  sein.  Werfen  wir  also 
zwei  gegebene  kollineare  Ebenen  zunächst  beliebig  auf  ein- 
ander, so  haben  die  ausgezeichneten  Geraden  r  und  9,, 
welche  den  unendlich  -  entfernten  Geraden  entsprechen,  die 
Eigenschaft;  dafs  ihre  unendlich-entfernten  Punkte  entspre- 
chende sind;  wir  bezeichnen  sie  durch 

a*     und    aT- 

Der  Punkt  a*"  liegt  yereinigt  mit  einem  gewifisen  Punkte 
hT  des  andern  Feldes^  und  der  Punkt  af  liegt  vereinigt  mit 
einem  gewissen  Punkte  c"^  des  andern  Feldes;  den  Punkten 
bf  und  c*"  entsprechen  zwei  bestimmte  auf  den  Geraden  r 
und  q^  liegende  Punkte  (  und  C| ;  wenn  wir  nun  die  beiden 
auf  einander  liegenden  kollinearen  Ebenen ,  ohne^  sie  zu 
drehen^  parallel  mit  sich,  d.  h.  so,  dafs  jede  der  Geraden  r 
und  2i  mit  sich  parallel  bleibt,  auf  einander  verschieben,  bis 
b  und  C|  zusammenfallen,  dann  haben  wir  zwei  auf  einander 
liegende  cyklisch  sich  entsprechende  Dreiecke: 

a      0      c 

also  ist  die  trilineare  Lage  erreicht. 

Wir  können  dazu  noch  auf  eine  andere  Art  gelangen; 
es  giebt  nämlich,  wie  wir  wissen,  zwei  besondere  Gerade  e 
und  6]  in  den  beiden  kolliuearen  Ebenen,  welche  sich  ent- 
sprechen und  beziehungsweise  rechtwinklig  stehen  auf  den 
Geraden  r  und  q^  (S.  365).  Legen  wir  nun  die  gegebenen 
beiden  kollinearen  Ebenen  so  auf  einander,  dafs  die  Gerade 
e  auf  q^  fallt  und  die  Gerade  6|  auf  r,  dann  liegen  die  beiden 

Dreiseite: 

e     q      r 

cyklisch  auf  einander  und  bilden  drei  Paare  entsprechender 
Strahlen,  folglich  befinden  sich  die  zusammengelegten  kaili- 
nearen Ebenen  wiederum  in  trilinearer  Lage.  Wir  können 
uns  statt  des  besonderen  Strahlenpaares  e  e^  auch  eines  an- 
dern Strahlenpaares  bedienen-  Wenn  wir  durch  irgend  einen 
Punkt  a  der  Geraden  r  Strahlen   ziehen  in  der  Ebene  s,  so 
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entsprechen  denselben  in  der  Ebene  e^  Strahlen  ^  welche 
samtlich  parallel  laufen  nach  einem  Punkte  af  hin,  also  mit 
^1  einen  gewissen  Winkel  q)  bilden.  Ziehen  wir  nun  durch 
a  einen  solchen  Strahl  l,  der  mit  r  auch  den  Winkel  q)  bildet, 
and  nehmen  seinen  entsprechenden  Strahl  ly ,  so  lassen  sich 
die  beiden  Ebenen  s  und  b^  derartig  auf  einander  legen,  dafs 
r  mit  2,  und  q^  mit  l  zusammen  liegt,  weil  beide  Paare  den- 
selben Winkel  einschliefsen,  also  liegen  die  beiden  Dreiseite: 

r      l      q' 

cyklisch  auf  einander,  und  wir  haben  wieder  trilineare  Lage. 
Wir  haben  also  das  Resultat: 

Zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Ebenen 
lassen  sich  auf  unendlich  -  viele  Arten  zu  tri- 
linearer  Lage  yereinigen. 

Es  bleibt  jetzt  noch  die  Frage  übrig,  wie  die  Doppel- 
elemente bei  zwei  zu  trilinearer  Lage  vereinigten  kollinearen 
Ebenen  beschaffen  sind ;  da  im  allgemeinen  immer  ein  reeller 
Doppelpunkt  o  «»  C]  und  ein  reeller  Doppelstrahl  2  »»  {^  vor- 
handen ist,  so  braucht  nur  die  Frage  beantwortet  zu  werden, 
wie  die  Doppelpunkte  auf  diesem  reellen  Doppelstrahl  be- 
schaffen sind,  und  hier  zeigt  sich,  dafs  dieselben  immer  kon- 
jagiert-imaginär  sein  müssen.  Denn  nehmen  wir  irgend  einen 
Punkt  x  B=  t)|  dieses  Doppelstrahles  t'^l^y  so  müssen  die  in 
beiderlei  Sinn  ihm  entsprechenden  Punkte  )iy  und  ^  auch  auf 
dem  Doppelstrahle  liegen,  weil  die  Verbindungslinien  |):l)|  «=  2 
und  ITi^i  ^=^  &uf  einander  liegen;  die  Punkte  ;:,  und  Xj 
müssen  ferner  wegen  der  trilinearen  Lage  auf  einem  Paare 
entsprechender  Punkte  j  und  }]  sich  befinden,  folglich  liegen 
die  beiden  in  dem  Doppelstrahle  l^=^lx  befindlichen  projek- 
tivischen  Punktreihen  seilet  trilinear  zusammen  (Th.  d.  E. 
S.  81).  Fassen  wir  insbesondere  die  zusammenliegenden 
unendlich -entfernten  Punkte  q*  und  xt  des  Doppelstrahls 
2  sss  2,  auf,  so  müssen  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  q^ 
und  r  (die  Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen)  auf  einem 
Paare  entsprechender  Punkte  y,  und  ):,  liegen  wegen  der 
trilinearen  Lage;  da  aber  wegen  der  konstanten  Potenz 
tx  •  qiTi  =  konst.  ist,   und  zugleich  rj:  «*=  jc^qj    wird,    so 
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müssen  y:  ^j  die  besonderen  Punkte  g  gi  oder  1^  ^^  der  pro- 
jektiyischen  Punktreihen  sein,  welche  wir  Potenzpunkte  ge- 
nannt haben.  Für  die  trilineare  Lage  der  beiden  auf  l^^l^ 
zusammenliegenden  projektivischen  Punktreihen  gilt  also  als 

Bedingung  die  Lage: 

r     g     q*    auf  resp. 

daher  sind  sie  gleichlaufend  und  der  Abstand 

tqi  — iS^; 
mithin  rq  <  gl^;   dies  ist   aber   die  Bedingung  dafür,  dafs 
die  Doppelpunkte  der  beiden  zusammenliegenden  projektivi- 
schen Punktreihen  11^   konjugiert -imaginär  sind  (Th.  d.  K. 
S.  42).    Wir  schlie&en  also: 

Bei  zwei  in  trilinearer  Lage  zusammenliegen- 
den kollinearen  Ebenen  ist  allemal  nur  einer  der 
drei  Doppelpunkte  und  einer  der  drei  Doppel- 
strahlen reell;  die  auf  diesem  liegenden  beiden 
andern  Doppelpunkte  sind  konjugiert- imaginär, 
und  die  auf  dem  Doppelstrahl  vereinigten  projek- 
tivischen Punktreihen  befinden  sich  selbst  in  tri- 
linearer Lage. 

Die  dual-gegenüberstehende  Untersuchung  für  zwei  kon- 
zentrisch gelegte  kollineare  Bündel  in  trilinearer  Lage  wollen 
wir  hier  nicht  mehr  durchführen;  weil  sie  ohne  Schwierig- 
keit der  vorigen  nachgebildet  werden  kann  oder  durch  die 
Perspektive  des  vorigen  Resultats  erhalten  wird.  Wir  be- 
merken nur^  dafs  sich  zwei  kollineare  Bündel  O  und  £| 
dadurch  am  einfachsten  in  trilineare  Lage  bringen  lassen, 
dafs  man  die  entsprechenden  rechtwinkligen  Dreikante  der- 
selben (S.  381)  r  st  und  r^  s^  t^  ermittelt  und  dieselben  so 
zur  Deckung  bringt^  dafs  auf  einander  fallen 

r     s     t     auf  resp. 

s,     ^,    r, , 

was  immer  möglich  ist. 

Die  im  Vorigen  behandelte  Frage  lä&t  sich  verallgemei- 
nern und  zeigen,  dafs,  wenn  zwei  kollineare  Ebenen  so  auf 
einander  liegen,  dafs  einmal  entsprechende  Vielecke  cykiisch 
zur  Deckung  gelangen: 
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a  b  c  b  . . .  m  n 

b|  Ci  b|  Cj  •  . .  1t|  Cl| 

alsdann  dies  immer  eintritt,  mit  welchem  Punkte  )c(t),)  man 
auch  beginnen  mag.  Am  einfachsten  ist  der  zunächst  lie- 
gende Fall: 

a     b      c     b 

bi    c,    h,    ai, 

in  welchem  diese  vier  Paare  entsprechender  Punkte  gerade 
zur  Bestimmung  der  kollinearen  Beziehung  ausreichend  sind; 
hier  ergeben  sich  der  reelle  Doppelpunkt  und  der  reelle 
Doppelstrahl  der  zusammenliegenden  kollinearen  Ebenen  un- 
mittelbar, nämlich  als  Doppelpunkt: 

(|ac|,  |bb|)  =  (|b,b,!,  |c,a,|) 
und  als  Doppelstrahl: 

l(|ab|,  |cb|),  (|ab|,  |5ci)|-|(|b,c,l.  |a,b,|),  (a.b.l,  ,c,b,|):, 

und  es  zeigt  sich,  dafs  die  auf  dem  Doppelstrahl  vereinigten 
projektivischen  Punktreihen  involutorisch  liegen  und  zwar 
eine  elliptische  Punktinvolution  bilden. 

Wenn  man  durch  abcb  denjenigen  einzigen  und  völlig 
bestimmten  Kegelschnitt  legt,  für  welchen  die  Punktepaare 
ac  und  bb  einander  harmonisch  trennen  (harmonischer  Kegel- 
schnitt), so  sind  für  diesen  Kegelschnitt  jener  Doppelpunkt 
und  jener  Doppelstrahl  Pol  und  Polare,  und  alle  in  gleicher 

Weise  durch  eine  beliebige  Punktgruppe  I        ?      1  gelegten 

Kegelschnitte  haben  dieselbe  ideelle  doppelte  Berührung, 
indem  für  sämtliche  der  obige  Doppelpunkt  und  Doppelstrahl 
Pol  and  Polare  sind;  jedoch  müssen  wir  hier  darauf  ver- 
zichten, auf  die  allgemeine  Frage  weiter  einzugehen,  viel- 
mehr den  Leser  auf  die  darüber  veröffentlichten  Arbeiten 
verweisen.  •) 

*)  Siehe  J.  Ldroth:  Das  Imagin&re  in  der  Geometrie  und  das 
Rechnen  mit  Würfen,  Math.  Ann.  Bd.  XI,  S.  84,  und:  Über  cyklisch- 
projektivische  Punktgmppen  in  der  Ebene  und  im  Räume,  Math.  Ann. 
Bd.  XIII,  8.303,  sowie  H.  Reim:  Wie  müssen  zwei  projektivische 
Punktfelder  auf  einander  gelegt  werden ,  damit  entsprechende  kon- 
gruente Polygoi^^  cyklisch  zusammenfallen?  Inaug. -Dissertation.  Bres- 
lau 1879. 
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§  48.    Besondere  FSUe  kollinearer  Besiehung:   Affinit&t, 

Ähnlichkeit,  Gleichheit. 

Wir  ziehen  jetzt  den  bisher  (S.  364)  ausgeschlossenen 
Fall  in  Betracht,  wenn  bei  zwei  kollinearen  Ebenen  die 
unendlich -entfernten  Geraden  einander  entsprechen ,  also  r 
mit  q*"  und  q^  mit  r"^  zusammenfallen  (ohne  dafs  dabei  die 
Punktreihen  auf  diesen  unendlich-entfernten  entsprechenden 
Geraden  gleich  zu  sein  brauchen);  in  diesem  FsJIe  nennen 
wir  die  kollineare  Beziehung  Affinität;  und  die  ebenen 
Felder  selbst  affin.  Nehmen  wir  irgend  zwei  entsprechende 
Strahlen  x  und  x^  der  affinen  Ebenen  e  und  s^,  so  sehen 
wir,  dafs  dieselben  Träger  projektivisch-ähnlicher  Puuktreihen 
sein  müssen,  weil  die  unendlich-entfernten  Punkte  (xq"^)  und 
(^i^T)  entsprechende  sind.  Da  bei  ähnlichen  Punktreihen 
entsprechende  Strecken  in  konstantem  Verhältnis  zu  einander 
stehen,  so  wird,  wenn  a  b  c  irgend  drei  Punkte  des  Strafales 
X  und  Ol  b|  Cf  die  entsprechenden  Punkte  des  Strahles  /, 
sind;  die  Beziehung  gelten: 


ac        atCi 

Da  bei  affinen  Ebenen  die  unendlich-entfernten  Geraden 
einander  entsprechen,  so  genügen  zur  Bestimmung  der  Be- 
ziehung drei  beliebig  angenommene  Paare  entspre- 
chender Strahlen  abc  und  a^b^c^  (die  nicht  durch  einen 
Punkt  gehen),  also  ein  wirkliches  Dreiseit  oder  Dreieck  in 
jeder  der  Ebenen  s  und  €,  bilden  (S.  347);  dann  ist  zu  jeder 
beliebigen  Geraden  g  in  der  Ebene  s  die  entsprechende  Ge 
rade  g^  in  der  Ebene  fj  zu  konstruieren  etwa  auf  folgende  Art: 

Seien  abc  und  aj  b,  C|  die  Ecken  der  beiden  zur  Be 
Ziehung  der  affinen  Ebenen  €  und  Sy  gegebenen  Dreiecke, 
und  möge  eine  beliebige  Gerade  g  den  Seiten  jbc  ,  ca  , 
|ab|  des  ersten  Dreiecks  in  den  Punkten  y  t)  j  begegnen,  so 
dafs  also  bekanntlich: 

ist,  dann  bestimme  man   auf  den  Seiten  des  entsprechenden 
Dreiecks  aj  b,  Cj  die  Punkte  jCj  ^i  Jt   so,  dafs  die  Verhältnisse 
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r±^rjh,.     ^„^^       ^  =  H'   ih^-em   Werte   und  Vor- 

zeichen  nach  dieselben  werden,  dann  werden  die  drei  Punkte 
Vt  ^)t  h  ^^^  Ebene  £,  in  der  entsprechenden  Geraden  g^  liegen, 
denn  es  ist  auch: 

darch  zwei  dieser  Verhältnisse  ist  also  das  dritte  schon  be- 
stimmt, wie  denn  auch  durch  zwei  der  Punkte  Xi  ^)i  h  ^^^ 
Gerade  g^  schon  bestimmt  wird.  Da  man  zu  jeder  Geraden 
g  der  Ebene  s  die  entsprechende  Gerade  g^  der  Ebene  ^^ 
konstruieren  kann,  so  kann  man  auch  zu  jedem  Punkte  j:  den 
entsprechenden  Punkt  X\  konstruieren  etwa  wie  folgt: 

Mau  bestimme  den  Schnittpunkt  ({a):|,  ;6c|)e=b  und 
(Ib^l,  ca|)  "»  e  und  bestimme  die  Punkte  b,  und  e^  in  der 
Ebene  £,,  so  dafs 

4_  _'..*..    11=  -'i*L,  dann  ist 

Da  jedes  Paar  entsprechender  Geraden  die  Träger  ähn- 
licher Punktreihen  sind,  so  fragt  sich,  ob  unter  diesen  ähn- 
lichen Punktreihen  auch  gleiche  vorkommen.  Dies  wird 
der  Fall  sein,  sobald  nur  irgend  ein  Paar  entsprechender 
gleicherstrecken  xX)  »»  ^^^  t)i  in  den  affinen  Ebenen  vor- 
kommt; tritt  dies  nämlich  ein,  so  werden  die  Verbindungs- 
linien l^^l  und   1^1  ^]{  die  Träger  entsprechender  ähnlicher 

Punktreihen  sein  und,  da  das  Verhältnis  -^^  =   1   ist,   so 

mfissen  die  Punktreihen  gleich   sein;  aber  nicht  nur  diese, 
sondern  jede  Gerade,  die  zu  \x^)\  parallel  ist,  wird  zur  ent- 
sprechenden Geraden  in  der  Ebene  s^  eine  Parallele  zu  \  Xi  ^i  \ 
lickben,  und    diese   beiden  neuen   Geraden  werden   ebenfalls 
Träger  entsprechender  gleicher  Punktreihen  sein,  wie  offen- 
bar   einleuchtet.      Wir    erhalten    also   zugleich    ein   ganzes 
System  von  entsprechenden  gleichen  Punktreihen,  die  in  jeder 
der    Ebenen  e  und  «j  ein  Büschel  von  Parallelstrahlen  bilden. 
I>ie  vorliegende  Frage  läfst  sich  also  auf  folgende  reduzieren: 
Wenn  abc  und  a^i^  C|  die  zur  Bestimmung  der  affinen 
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Ebenen  e  und  s^    beliebig  angenommenen  Dreiecke  sind,  so 


Fig.  19. 


sollen   in   den  Seiten  |bc{  and   |6|C||    zwei    solche  Punkte); 
und  j:^  bestimmt  werden,  dafs 


1) 

2) 


B  r        bi  ii 


und 


6  c  Bi  Ci 

a };  =  a,  p, 

wird,  dann  sind  die  Geraden  {apl  und  |a|  )C,  |  offenbar  Trager 
entsprechehder  gleicher  Punktreihen  (Fig.  19). 

Um  diese  elementare  Aufgabe  zu  lösen^  stellen  wir  zu- 
nächst folgende  kleine  Rechnung  an: 

Bekanntlich  gelten  die  Beziehungen: 


a^ 


+ 


aB« 


xb.jrc    '    Bx.Bc 

+ 


+ 


ac' 


cjr.cB 


1, 


2 


a,Bi 


Biri.BiCi         CiVi.ciBi 


riBi  .riCi 
Aus  der  Bedingung  ax  «=  a|}:i   folgt: 


Bc 
Bezeichnen  wir  den  unbekannten  Wert: 


3 


CiXt 


Bc 


er 


cB 
Br .  er 


=    w;    =  lilL     also 

B|Ci  ' 

=  l_t<;=ML^  folgUch 


Bc« 


=  w(to — 1) 


Biri.ciri 
BicJ 


so  ergiebt  sich: 
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(btcj  —  bc')  f(? (te^  —  1)  +  (ctaf  -  ca^)  w 
+  (a,bj  -ab^)(l-u;)-0; 
bezeichnen  wir  die  drei  gegebenen  Werte: 

bjcj  — bc'  =  a 

ttibj  — ab'  =  y, 

so  ergiebt  sich  für  w  die  quadratische  Gleichung: 

a  u?^  +  (/J  —  y  —  a)  U7  +  y  «*  0, 

welche  nur  dann  reelle  Wurzeln  hat,  wenn 

a^  +  ß^  +  y^  —  2  {ßy  +  ya  +  aß)  >  0.*) 

](8t  diese  Bedingung  erfüllt^  so  giebt  es  durch  den  Punkt  a 
zwei  reelle  Strahlen  ^  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe 
genügen.  In  gleicher  Weise  können  wir  yon  der  Ecke  b 
oder  der  Ecke  c  des  Dreiecks  a  b  c  ausgehen  und  die  analoge 
Betrachtung  anstellen.  Wie  aus  der  Symmetrie  der  gefundenen 
Bedingung  hervorgeht  rücksichtlich  der  Grofsen  cc  ß  y^  bleibt 
diese  dabei  ungeändert;  es  giebt  also  auch  durch  b  und  durch 
c  zwei  Strahlen  von  der  yerlangten  Art.  Es  ist  aber  leicht  zu 
erkennen^  dafs  diese  keine  neuen  Richtungen  liefern;  denn 
ist  j:  einer  der  beiden  auf  b  c  gefundenen  Punkte  von  der 
yerlangten  Art  und  ziehen  wir  durch  b  eine  Parallele  zu  a  j:, 
welche  der  Gegenseite  ca  in  dem  Punkte  \)  begegnet,  so 
wird  der  entsprechende  Punkt  t)^  wegen  der  Affinitat  der 
Ebenen  durch  die  Bedingung  gefunden: 

citti        ca        er        Cjri' 

folglich  ist  |b|9i|  parallel  |^i  aj;  da  sich  femer  yerhält 

^h        fec Ci6| i)|b| 

ax  °™  er  "^  cin        airt 

und  ap  es  ai):|  ist,  so  folgt  auch  ^b  »»  ^ib^;  folglich 
sind  ^  und  )^,  die  gesuchten  Punkte  auf  |ca|  und  |CiaJ; 
ziehen  wir  drittens  durch  c  und  c^  Parallele  zu  \cij:\  und 
ja,  >:||,  welche  den  Gegenseiten  |ab|  und   |af  bj  in  }  und  j, 


*)  Eine  Bedingnng,  welche   MObius  im  barycentrischen   Calcul 
S.  328  ohne  Beweis  angegeben  hat. 
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begegnen,  so  sind  dies  die  gesuchten  Punkte  auf  der  dritten  Drei- 
ecksseite.  Die  neuen  Richtungen  fallen  also  mit  den  früheren 
zusammen;  wir  können  mithin  sagen,  es  giebt  nur  zwei  be- 
stimmte Richtungen  in  der  Ebene  s  und  die  entsprechen- 
den in  der  Ebene  £|  von  solcher  Beschaffenheit,  da(s  zwei  ent- 
sprechende Gerade  in  den  affinen  Ebenen,  die  diesen  Rich- 
tungen parallel  laufen,  die  Träger  entsprechender  gleicher 
Punktreihen  sind.  Wird  die  vorige  Bedingung  d^egen  nicht 
erfüllt,  so  giebt  es  überhaupt  keine  gleichen  entsprechenden 
Punktreihen  in  den  affinen  Ebenen.  (Welches  ist  die  ein- 
fachste geometrische  Interpretation  dieser  Bedingung?) 

Nachdem  wir  uns  über  die  Möglichkeit  der  Auflosung 
unserer  vorb'egenden  Aufgabe  orientiert  haben^  läist  sich  nun 
die  Konstruktion  selbst  auf  rein-geometrischem  Wege,  etwa 
wie  folgt,  herstellen: 

Wenn  wir  in  dem  Dreieck  a  b  c  von  a  das  Perpendikel 
a^  auf  bc  herablassen^  so  lassen  sich  die  Punkte  der  Ge- 
raden |bc|  paarweise  ordnen,  symmetrisch  liegend  zu  p,  d.h. 
wenn  x  f  ^^  solches  Punktepaar  ist,  so  wird 

sein;    die    Punktepaare   }:%'    bilden    dann    eine   gleichseitig- 
hyperbolische   Punktinvolution.      Dieser    entspricht    in    der 
Ebene  s^    auf  der  Geraden  IbiCj  ebenfalls  eine  gleichseitig- 
hyperbolische  Punktinvolution,  gebildet  von  denjenigen  Punkte- 
paaren Tijfij  welche  gleich  weit  abstehen  von  dem  Punkte  ^^ 
der  dem  Punkte  p  entspricht.   Dies  folgt  aus  der  Ähnlichkeit 
der  Punktreihen  auf  |bc|  und  ibfCil,  welche  durch  die  Affi- 
nität der  Ebenen  gegeben  ist.     Zweitens   können   wir    aber 
auf  der  Geraden  |  b|  C|  |  eine  zweite  gleichseitig-hyperbolische 
Punktinvolution  herstellen,  deren  einer  Doppelpunkt  der  Fufs- 
punkt  q,   des  aus  a|  auf  |b|C||  herabgelassenen  Perpendikels 
ist;  die  Punktepaare  ^il)i  genügen  also  der  Bedingung: 

9t  ^t  =  ^1  ^i  • 
Wir  können  endlich  die  Punktinvolution  (jcjc')  za  der 
Punktinvolution  (1)]  ^i)  dadurch  in  Beziehung  setzen  ^  dafs 
wir  mit  demselben  Radius  einmal  um  a  einen  Kreis  schl&^n, 
welcher  die  Gerade  |b  c|  in  dem  Punktepaar  x  x'  trifft, 
und  zweitens  um  ai  einen  Kreis  schlagen;  welcher  die  Gerade 
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lb|Ct|  in   dem  Punktepaar  t)i  ^i   schneidet;   demgemäls    enir 
spricht    dem  Punktepaar   jy!  das  Punktepaar  ^i  ^i;  und  die 
beiden  von  diesen  Punktepaaren  beschriebenen  Inyolutionen 
werden  dadurch  in  projektivische  Beziehung  gesetzt.    Um  dies 
zu  erkennen;  brauchen  wir  uns  nur  ein  Büschel  konzentrischer 
Kreise  zu  denken  und  durch  dieselben  einmal  in  dem  Ab- 
stände  ap  vom   Mittelpunkte  eine   Sekante  und  zweitens    in 
dem  Abstände  a^  qi   vom  Mittelpunkte  eine  andere  Sekante 
zu   ziehen,    dann   schneidet   ein    und   derselbe   Kreis  immer 
entsprechende    Punktepaare    ):y;    und   ^i  \)[    auf  den    beiden 
Sekanten    aus:    die   beiden  Involutionen  werden  also    durch 
dasselbe  Büschel  konzentrischer  Kreise  ausgeschnitten  und  ein 
solches    Büschel  ist  ein    specieller    Fall    eines    Kegelschnitt- 
büschels   (Th.  d.  K.  S.  345);    die   Involutionen;    welche  ^j: 
und    l)i  1)1    beschreiben,    sind    daher   projektivisch.      Ferner 
sind    auch    die    von    den  .Punktepaaren    jr/  und  j:i  Xx    be- 
schriebenen Punktinvolutionen  projektivisch,  wie  unmittelbar 
aus  der  Ähnlichkeit  der  Punktreihen  hervorgeht,  deren  Träger 
|bc|  und  |biC]|    sind;   folglich  müssen    auch    die    von   Qi  ^i' 
und    j:i  jci    beschriebenen    Punktinvolutionen    auf    demselben 
Träger  |b,  c,  |  projektivisch  sein,  d.  h.  es  gehört  nach  unserer 
Konstruktion  zu  jedem  Punktepaar  \)i\)[  ein  bestimmtes  ent- 
sprechendes Punktepaar  jCi):i.     Sobald    es    nuu    einmal  vor- 
kommt,   dafs   einer   der  Punkte  ^i  t)i  mit    einem    des    ent- 
sprechenden    Punktepaars     ]Ci  jCi    zusammenfällt,     wird    die 
Aufgabe  gelöst   sein.     Wir  reduzieren  die  Punktinvolutionen 
(Xi  y^\)  ^^^  (^1  ^0  leicht  auf  einfache  Strahlenbüschel  (Th.  d.  K. 
S.  266),  indem  wir  uns  in  bekannter  Weise  eines  Hilfskegel- 
scfanitts  bedienen.   Legen  wir  z.  B.  durch  a|  einen  beliebigen 
Kegelschnitt  (P^  (oder  Kreis),  so  durchbohren  die  Strahlen- 
paare  I  aj ): J  und   |  aj  Xi  I   den   Kegelschnitt  in   Punktepaaren, 
deren    Sehnen    durch   einen    festen  Punkt  j:^    der   Ebene  e^ 
laufen;  ebenso  durchbohren  die  Strahlenpaare  |a|  \)x  \  und  \(Xitj\\ 
den  Kegelschnitt  (7^^)  in  Punktepaaren,  deren  Sehnen   durch 
einen  zweiten  festen  Punkt  V)q  der  Ebene  f,  laufen;  dadurch 
erhalten    wir   y:^  und    X}^   als    Mittelpunkte  zweier   einfachen 
Strahienbüschel,  welche  projektivisch  sein  müssen  wegen  der 
Projektivität    der    Punktinvolutionen;    diese    projektivischeq 
Siarahlenbüschel  liegen  aber  perspektivisch;  denn  in  dem  un- 

SoffBftraE,  Theor.  d.  Oberfl.  8.  Ordn.  27 
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endlich-entfernteD  Punkte  von  |biC||  fällt  sowohl  ein  Ponkte- 
paar  der  Involution  (j^  j:i),  als  auch  das  entsprechende  Punkte- 
paar der  Involution  (t)i  ^i)  zusammen;  ziehen  wir  also  durch 
ai  eine  Parallele  zu  |b|  cj;  so  durchbohrt  dieselbe  den  Kegel- 
schnitt (?')  in  einem  Punkte,  dessen  Tangente  sowohl  jc^  als 
t)Q  enthält  und  zwei  entsprechende  Strahlen  der  beiden 
Strahlenbüschel  vereinigt;  diese  liegen  also  perspektivisch, 
und  ihr  perspektivischer  Durchschnitt  wird  eine  Gerade  sein; 
welche  dem  Kegelschnitt  (P^  in  zwei  Punkten  beg^net^  die 
mit  (ii  verbunden  auf  jbi  Cj  |  die  beiden  gesuchten  Punkte  be- 
stimmen ,  welche  die  Lösungen  der  Aufgabe  enthalten ;  je  ^ 
nachdem  die  konstruierte  Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei 
reellen  Punkten  schneidet,  berührt  oder  nicht  schneidet, 
werden  die  beiden  Auflösungen  reell  oder  zusammenfallend 
oder  konjugiert -imaginär  sein,  wofür  die  algebraische  Be- 
dingung vorhin  ermittelt  isi 

Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Es  giebt  in  zwei  affinen  Ebenen  entweder  gar 
keine  oder  in  jeder  Ebene  zwei  bestimmte  Rich- 
tungen (die  auch  zusammenfallen  können)  von  der  Be- 
schaffenheit, dafs  jede  zu  einer  solchen  Richtung 
parallele  Gerade  und  die  ihr  entsprechende  die 
Träger  projektivisch  -  gleicher  Punktreihen  der 
affinen  Ebenen  sind.  Die  Bedingung  dafür^  dafs  der  eine 
oder  der  andere  I^all  eintritt,  ist  auf  S.  415  angegeben  worden. 

Sind  in  den  beiden  gegebenen  affinen  Ebenen  €  und  £, 
zwei  gleiche  'entsprechende  Punktreihen  vorhanden  und  ver- 
mittelst der  vorigen  Konstruktion  gefunden,  so  lassen  sich  die 
Ebenen  allemal  in  perspektivische  Lage  bringen  dadurch^  dals 
wir  in  der  Schnittlinie  der  Träger  zwei  entsprechende  gleiche 
Punktreihen  identisch  vereinigen ;  dann  befinden  sie  sich  allemal 
in  perspektivischer  Lage,  unabhängig  von  ihrer  Neigung  zu 
einander.  Denn  die  in  der  Schnittlinie  l{l^)  vereinigten  glei- 
chen entsprechenden  Punktreihen  vertreten  zwei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  a  b  =  ai  b] ;  nehmen  vrir  noch  ein  drittes 
Paar  (c  C])  beliebig  an,  so  ist  die  affine  Beziehung  vollständig 
bestimmt;  da  die  unendlich-entfernten  Geraden  g"^  und  g'^ 
beider  Ebenen  entsprechende  sind  und  in  einer  Ebene  f 
liegen,   so   trifit    diese  den  Yerbindungsstrahl  |cC||  in    dem 
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unendlich-entfernten  Punkte  O*,  welcher  Projektionspunkt 
der  beiden  affinen  Ebenen  isi  Jede  durch  |  c  C]  |  gelegte  Ebene 
schneidet  nicht  nur  l^^l^  in  zwei  vereinigten  entsprechenden 
Punkten,  sondern  auch  g'^  und  g'l  in  entsprechenden  Punkten ; 
folglich  liegen  die  entsprechenden  Punktreihen  auf  g'^  und  g'l 
perspektivisch  und  haben  zu  ihrem  Projektionspunkt  den 
unendlich-entfernten  Punkt  O*  von  |cCi|.  Hieraus  folgt, 
dafs  alle  übrigen  Projektionsstrahlen  \j:h\  ^^^^^  denselben 
Punkt  D"^  laufen  müssen,  also  die  affinen  Ebenen  in  per- 
spektivischer Lage  sich  befinden.  Wir  haben  also  folgendes 
Ergebnis : 

Zwei  affine  Ebenen  lassen  sich  entweder  gar 
nicht  oder  auf  zwiefach-unendlich- viele  Arten  in 
perspektivische  Lage  bringen,  indem  in  de r  Schnitt- 
linie ihr  er  Träger  zweien  tsp  rech  ende  gl  eiche  Punkt- 
reihen derselben  zur  Deckung  gebracht  werden. 
Die  Verbindungslinien  aller  Paare  entsprechender 
Punkte  bilden  dann  allemal  ein  Bündel  vonParallel- 
strahlen. 

Die  im  Vorigen  geloste  Aufgabe  läi'st  sich  demnach  auch 
so  aussprechen: 

Es  sind  zwei  beliebige  ebene  Dreiecke  a  b  c  und 
^1  ^1  ^1  gegeben;  dieselben  sollen  im  Räume  so  ge- 
s  teilt  werden,  dafs  die  drei  Verbindungsstrahlen 
(aa,|,  |bb,|,  |cCi|  parallel  laufen. 

Es  ist  unmittelbar  einzusehen,  dafs  entsprechende  gleiche 

Stsrahlenbüschel   bei   zwei  affinen  Ebenen   nicht  vorkommen 

können,    denn    wären   XX\    ^i^    Mittelpunkte   entsprechender 

gleicher  Strahlenbüschel  der  affinen  Ebenen  s  e^,  so   müfsten 

die  unendlich-entfernten  Geraden  g'^  und  gt  in  entsprechenden 

g-leichen  Punktreihen  geschnitten  werden,  was  im  allgemeinen 

ziielit  der  Fall   zu   sein  braucht.     Oder  anders  ausgedrückt: 

Sind   Xtji   und  Xi  9i  h    entsprechende    Dreiecke   der   affinen 

Ebenen,  und  sollen  j:  und  j:^  die  Mittelpunkte  entsprechender 

^1  ei  eher   Strahlenbüschel    sein,    so   müssen   nicht   allein    die 

VS^iökel  zwischen  den  Strahlen  \x^)\)  \TI\  ^^^    l^i^il»   1)^1 5i 
sein ,   sondern  auch  die  durch   x  zu  1 1)  j  |  parallel  ge- 
Gerade    mufs  mit   \j:X)\  und  |]:j|    dieselben  Winkel 
bilden,  wie  die  durch  y^  mit  l^ijij  parallel  gezogene  Gerade 

27* 
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mit  den  Strahlen  l^i^ij  und  |):iii|;  weil  die  unendlich-ent- 
fernten Punkte  von  |^}|  und  l^ij^j  entsprechende  sind. 
Daraus  würde  aber  folgen,  dafs  die  Dreiecke  j:  ^  j  und  ic,  5,  jp 
weil  sie  gleiche  Winkel  haben,  einander  ähnlich  sein  müfsten, 
und  da  alsdann  jedes  Paar  entsprechender  Punkte  mit  den 
entsprechenden  Punktreihen  auf  g^  und  gx  verbunden  zwei 
gleiche  Strahlenbüschel  liefern  müfste,  so  müfsten  alle  ent- 
sprechenden Dreiecke  ähnlich  sein,  also  auch  die  zur  Be- 
stimmung der  affinen  Beziehung  gegebenen  a  b  c  und  a^  b^  c,, 
was  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht:     Wir  schliefsen  also: 

Wenn  bei  zwei  affinen  Ebenen  ein  Paar  ent- 
sprechender gleicher  Strahlenbüschel  vorkommt, 
so  sind  sämtliche  Paare  entsprechender  Strah- 
lenbüschel einander  gleich  und  sämtliche  ent- 
sprechende Dreiecke  einander  ähnlich,  also  je  zwei 
entsprechende  Strecken  stehen  in  konstantem  Ver- 
hältnis zu  einander. 

Wir  nennen  in  diesem  Falle  die  affinen  Ebenen  ähn- 
lich und  bemerken,  dafs  zur  Ähnlichkeit  zweier  ebenen 
Felder  nicht  allein  erforderlich  ist,  dafs  die  unendlich-ent- 
fernten Geraden  g^  und  g\  einander  entsprechen,  sondern 
aufserdem  die  projekti vischen  Punktreihen,  deren  Trager  <^* 
und  g\  sind,  einander  gleich  sind,  d.  h.  wenn  man  von  irgend 
einem  endlichen  Punkte  ^  ein  Strahlen büschel  zieht  nach 
der  Punktreihe  auf  ^°°,  dieses  Strahlenbüschel  gleich  ist  dem- 
jenigen, welches  man  erhält,  wenn  man  irgend  einen  end- 
lichen Punkt  ^,  mit  den  entsprechenden  Punkten  auf  g\  ver- 
bindet. Wir  wollen  dies  kurz  dadurch  ausdrücken,  dais  wir 
die  entsprechenden  Punktreihen  auf  ^*  und  g\  gleich  nennen. 
Bei  zwei  projekti visch-ähnlichen  Feldern  sind  also  sämtlicbe 
Paare  entsprechender  Strahlenbüschel  einander  gleich  und 
irgend  zwei  entsprechende  Strecken  stehen  in  demselben  kon- 
stanten Verhältnis  zu  einander: 


X») 


konst.. 


was  bei  affinen  Ebenen  nicht  der  Fall  ist.  Daher  können 
bei  ähnlichen  Feldern  keine  zwei  gleichen  entsprechenden 
Punktreihen  vorkommen,  es  sei  denn,  dafs  der  konstante 
Wert  a»  1  sei^  alsdann  sind  aber  alle  entsprechenden  Strecken 
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einander   gleich  und  in  diesem  Falle  heifsen  die  kollinearen 
Ebenen  gleich  (oder  kongruent). 

Zur  Bestimmung  zweier  projektivisch-ähnlichen  Ebenen^ 
bei  denen  die  unendlich-entfernten  Geraden  g"^  und  ^^  ent- 
sprechend und  die  Träger  gegebener  gleicher  Punktreihen 
sind^  genügen  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  aUj  und 
bb|;  man  erhält  zu  jedem  Punkte  y,  der  Ebene  £  den  ent- 
sprechenden Punkt  jCj  der  Ebene  B^y  indem  man  ein  dem 
Dreieck  abx  ähnliches  Dreieck  aibiJC}  konstruiert,  von  dem 
die  Seite  a,  bi  gegeben  ist;  die  dabei  eintretende  Zwei- 
deutigkeit wird  dadurch  gehoben,  dafs  man  die  auf  g"^  und 
g\  gegebenen  gleichen  Punktreihen   fixiert;    das  Verhältnis 

—r-  giebt  den  konstanten  Wert  des  Verhältnisses  je  zweier 

entsprechenden  Strecken. 

Zur  Bestimmung   zweier  projektivisch- gleichen  Ebenen 
ist    nur   ein   Paar  entsprechender   Punkte    aa|    notwendig, 
weil  der  Wert  des  konstanten  Verhältnisses  =  1  gegeben  ist. 
Zwei  projektivisch'ähnliche  Punktfelder  lassen  sich  sehr 
leicht  dadurch  in  perspektivische  Lage    bringen,    dafs  man 
die  unendlich-entfernten  Geraden  g^  und  g'^  mit  ihren  gleichen 
entsprechenden  Punktreihen  zur  Deckung  bringt,  wobei  also 
die  Träger  £  und  £|  selbst  in  parallele  Lage  kommen;  als- 
dann müssen  die  Geraden  iab|  und  la^b^j,   deren  unendlich- 
entfernte  Punkte  entsprechende  sind,  also  auf  ^*  =  ^*  zu- 
sammenfallen, parallel  sein,  folglich  in  einer  Ebene  liegen; 
es  müssen  also  auch  laaj  und  |bb]|  in  einem  Punkte  D  sich 
treffen,  und  durch  diesen  gehen  offenbar  alle  Verbindungs- 
strahlen entsprechender  Punkte;  der  Punkt  O  liegt  im  End- 
lichen,  so  lange  ab    und    a^bi  nicht  einander  gleich    sind, 

d.   h.  so  lange  das  Verhältnis  —r-    von    1    verschieden    ist. 

Zw^ei  ähnliche  Punktfelder  lassen  sich  also  immer 
auffassen  als  die  Durchschnitte  zweier  parallelen 
Ebenen  durch  ein  Strahlenbündel.  Sind  endlich  die 
in  perspektivische  Lage  gebrachten  projektivisch-ähnlichen 
PoiLktfelder  insbesondere  gleich,  so  geht  der  Projektions- 
punkt  O  in  die  Unendlichkeit  oder  steht  gleich  weit  von 
den   beiden  parallelen  Trägem  ab.    Zwei  gleiche  Punktfelder 
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lassen  sich  also  immer  auffassen  als  die  Durchschnitte  zweier 
parallelen  Ebenen  durch  ein  Strahlenbündel  von  Parallel- 
strahlen ^  während  irgend  zwei  nicht  parallele  Ebenen  durch 
dasselbe  nur  in  affinen  Punktfeldern  geschnitten  werden. 

Aber  wir  können  zwei  gleiche  Punktfelder  auch  noch 
auf  andere  Art  in  perspektivische  Lage  bringen,  indem  wir 
ihre  Träger  so  stellen,  dafs  irgend  zwei  endliche  entspre- 
chende gleiche  Punktreihen  in  der  Schnittlinie  zur  Deckung 
gelangen.  Dann  wird  zwar  auch  noch  der  Projektionspunkt 
O  in  die  Unendlichkeit  gehen,  aber  in  eine  der  beiden  be- 
sonderen unendlich-entfernten  Geraden  hineinfallen,  in  welchen 
die  Halbierungsebenen  der  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen 
den  gegebenen  Trägern  die  unendlich -entfernte  Ebene  b^ 
schneiden,  und  zwar  wird  O  einer  derjenigen  beiden  Punkte 
sein,  in  welchen  die  eben  genannten  Linien  von  einer  Ebene 
getroffen  werden,  die  auf  der  Schnittlinie  beider  Träger  nor- 
mal steht. 

§  49.  Ausgezeichnete  Elemente  zweier  resiproken  Qebüde. 

Fassen  wir  zuerst  zwei  reziproke  Ebenen  €  und  fj  ins 
Auge,  bei  denen  also  sämtlichen  Punkten  x  ^^^  Ebene  £  die 
Strahlen  x^  in  der  Ebene  e^ ,  und  gleichzeitig  sämtlichen 
Strahlen  y  in  der  Ebene  s  die  Punkte  ^,  der  Ebene  {|  der- 
gestalt eindeutig  entsprechen,  dafs,  wenn  j:  in  y  liegt,  x, 
durch  ^1  gehen  muls,  und  wenn  j:  eine  gerade  Punktreibe 
auf  y  beschreibt,  Xi  ein  mit  derselben  projektivisches  Strahleji- 
büschel  um  i),  beschreibt  u.  s.  w.  (S.350).  Bei  den  in  solcher  rezi- 
proken Beziehung  rücksichtlich  ihrer  ungleichartigen  Elemente 
zu  einander  stehenden  Ebenen  s  und  C|  entspricht  insbesondere 
der  unendlich-entfernten  Geraden  g*  der  Ebene  s  der  Punkt 
q,  der  Ebene  f,  und  der  unendlich-entfernten  Geraden  r *  der 
Ebene  Cy  der  Punkt  r  der  Ebene  £.    Diese  besonderen  Punkte: 

r    und    q, , 

welche  den  unendlich  -  entfernten  Geraden  r*  und  j*  der 
Ebenen  €^  und  s  entsprechen,  sollen  die  Mittelpunkte 
der  reziproken  ebenen  Felder  heifsen.  Zieht  man  durch 
r  Strahlen  in  der  Ebene  £,  welche  Durchmesser  heis- 
sen   mögen,    so   entsprechen    denselben    die    unendlich-ent- 
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femten  Punkte  der  Geraden  r"^,  also  dem  durch  t  gehenden 
Strahl  X  der  auf  r^  liegende  Punkt  }:*^;  wir  nennen  zwei 
Durchmesser  x  und  |  C||  >;7 1  <==  ^t  konjugierte  Durch- 
messer^  weil  auch  dem  Durchmesser  y^  =  i'^i)^T!  ^^^  Punkt 
(q'^x),  d.  h.  der  unendlich-entfernte  Punkt  yon  x  entspricht, 
also  der  Durchmesser  x,  welcher  r  mit  diesem  unendlich- 
entfernten  Punkte  verbindet,  konjugiert  ist  dem  Durch- 
messer y|.  Wir  erhalten  dadurch  mit  r  und  q^  als  Mittel- 
punkten zwei  projektivische  StrahlenbQschel ,  welche  von  je 
zwei  konjugierten  Durchmessern  in  den  beiden  Ebenen  £ 
und  «1  beschrieben  werden.  In  jedem  dieser  beiden  projek- 
tivischen  Strahlenbüschel  giebt  es  bekanntlich  ein  einziges 
bestimmtes  Paar  Strahlen  ^  welche  rechtwinklig  zu  einander 
sind,  und  deren  entsprechende  Strahlen  auch  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten 
Winkel.  Es  giebt  also  in  der  Ebene  e  zwei  rechtwinklige 
Durchmesser  a  und  h,  deren  konjugierte  Durchmesser  a|  und 
6,  in  der  Ebene  £]  auch  zu  einander  rechtwinklig  sind,  d.  h. 
für  die  reziproke  Beziehung  entspricht  dem  Strahle  a  der 
unendlich-entfernte  Punkt  von  a^  und  dem  Strahle  a^   der 


Fig.  «0. 


unendlich-entfernte  Punkt  von  a  und  ebenso  für  b  und  b^. 
Diese  besonderen  Paare  konjugierter  Durchmesser  ab  und 
^i&i  sollen  die  A  xen  der  reziproken  Ebenen  genannt  werden; 
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bezeichnen  wir  die  unendlich -entfernten  Punkte  derselben 
durch  a"^  b"^  a"^  b"^ ,  so  sind  entsprechende  Elementenpaare 
der  beiden  reziproken  Ebenen: 


a 

und 

^1 

o, 

und 

00 

a 

b 

und 

fcT 

h 

und 

6*. 

Vermittelst  dieser  besonderen  Elemente  ist  es  nun  sehr 
leicht,  Paare  entsprechender  Elemente  der  beiden  reziproken 
Ebenen  zu  konstruieren;  denn  (Fig.  20)  bewegen  wir  einen 
Punkt  X  auf  dem  Strahle  a,  so  beschreibt  der  entsprechende 
Strahl  x^  ein  Parallelstrahlenbüschel  (durch  a'^),  welclies 
projeMiiyisch  ist  mit  der  von  x  beschriebenen  Punktreike. 
Nennen  wir  Xi  ^^^  Durchschnittspunkt  von  x^  und  &,, 
so  durchlaufen  x  ^^^  Xi  auf  den  geraden  Trägem  a  und  h^ 
projektivische  Punktreihen,  deren  Durchschnittspunkte  der 
Parallelstrahlen  r  und  q,  sind;  folglich  haben  wir  wegen 
der  konstanten  Potenz: 

wo  die  Eonstante  c^  durch  die  reziproke  Beziehung  gege- 
ben wird. 

Bewegen  wir  zweitens  einen  beliebigen  Punkt  i)  auf 
dem  Strahl  b,  so  beschreibt  der  entsprechende  Strahl  y^  ein 
Büschel  von  Parallestrablen  (durch  b"^),  welches  projektiTisch 
ist  mit  der  von  t)  beschriebenen  Punktreihe.  Nennen  wir 
^t  den  Durchschnittspunkt  von  y^  und  a^ ,  so  durchlaufen 
t)  und  i),  auf  den  geraden  Trägem  b  und  a^  projektiyiacfae 
Punktreihen^  für  welche  r  und  q^  den  unendlich -entfernten 
Punkten  entsprechen,  folglich  haben  wir  wegen  der  kon- 
stanten Potenz: 

wo  die  Konstante  c^  ebenfalls  durch  die  reziproke  Beziehung 
gegeben  wird;  gleichzeitig  entsprechen  den  Punkten  Xi  ^^^ 
t)i  der  Ebene  «,  die  Strahlen  x  und  y,  welche  durch  y  und 
t)  bez.  parallel  zu  b  und  a  gezogen  werden. 

Demnach  entspricht  der  Geraden  \xt)\  der  Punkt  (x^y^) 
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und  dem  Punkt  {xy)  die  Gerade  IjCi^J.  Sobald  also  die 
Axen  der  reziproken  Beziehung  aha^i^  und  die  Werte  der 
konstanten  Potenzen  c,  und  Cj  gegeben  sind;  können  wir  zu 
jeder  Geraden  der  Ebene  s  den  entsprechenden  Punkt  der 
Ebene  s^  und  zu  jedem  Punkte  der  l!bene  b  die  entsprechende 
Gerade  der  Ebene  e,  in  einfachster  Weise  konstruieren,  was 
nicht  weiter  ausgeführt  zu  werden  braucht. 

In  noch  einfacherer  Art  gestaltet  sich  die  Abhängigkeit 
entsprechender  Elemente  bei  zwei  reziproken  Ebenen,  (und  wir 
werden  auf  ein  bekanntes  Gebilde  der  Ebene,  das  ebene  Polar- 
system, zurückgeführt),  wenn  wir  uns  die  Trager  b  und  b^  so 
auf  einander  gelegt  denken  ^  dafs  die  Axen  a  und  i^  und 
gleichzeitig  h  und  a,  auf  einander  fallen ;  indem  r  mit  q, 
koinzidiert.  Dann  liegen  nämlich  die  projektiyischen  Punkt- 
reihen y.  und  ]C]  auf  a  und  i^  inyolutorisch^  und  ebenso  liegen 
die  projektiyischen  Punktreihen  X)  und  ^|  auf  h  und  a^  in- 
yolutorisch;  die  beiden  projektiyischen  Strahlenbüschel  der 
konjugierten  Durchmesser,  deren  Mittelpunkte  r  und  qj  sind, 
liegen  gleichfalls  inyolutorisch.  Hieraus  folgt  unmittelbar, 
dafs  bei  den  in  solcher  Weise  zusammengelegten  rezipro- 
ken Ebenen  jedem  Punkte  )c  »=  ^i ,  der  in  doppeltem  Sinne 
als  der  einen  und  der  anderen  Ebene  angehörig  aufgefaist 
werden  kann ,  *  eine  und  dieselbe  Gerade  x^^=  y  entspricht, 
und  wir  erkennen  aus  unserer  Konstruktion,  dafs  die  zu- 
sammengehörigen Elemente  y,  und  x^  nichts  anderes  sind  als 
Pol  und  Polare  eines  ebenen  Polarsystems  (Th.  d.  K.  §  56), 
in  welchem  t  =»  qj  der  Mittelpunkt  und  a  h  oder  6,  a,  die 
Axen  mit  den  ihnen  zugehörigen  Punktinyolutionen  sind, 
wodurch  das  Polarsystem  yollständig  bestimmt  wird.  Wir 
schliefsen  also  folgendes  Resultat: 

Zwei  allgemein  gegebene  reziproke  Ebenen 
lassen  sich  allemal  so  auf  einander  legen,  dafs  je 
zwei  entsprechende  Elemente  p  und  x^  Pol  und  Po- 
lare eines  ebenen  Polarsystems  werden.  Wir  be- 
merken noch,  dafs  sich  dies  auf  yier  yerschiedene  Arten  be- 
werkstelligen läfst,  indem  man  bei  den  Axen  ah,  a^h^, 
welche  durch  die  Punkte  r  und  q,  in  je  zwei  Hälften  geteilt 
werden,  diese  Halbaxen  durch  die  Vorzeichen  +  und  —  unter- 
scheidet und  dann  die  beiden  Ebenen  £  und  b^  so  zur  Deckung 
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bringt;  dafs  r  and  q^  auf  einander  fallen  und  au&erdem 

entweder  +  a  mit  +  6,  und  gleichzeitig  +  a^  mit  +  6 

oder  +  ^  °ii*  —  *i     n  }}  +  ^1  ^^  +  ^ 

„  —  a  mit  +•&!     1»  ?;  —  ^\  ^^  +  ^ 

„  —  a  mit  —  6|    „  „  —  a^  mit  + 1 

zusammenfallen.  Die  hierbei  auftretenden 'vier  Polarsysteme 
stehen  in  einem  eigentümlichen  Zusammenhang  mit  einander 
(vergl.  Th.  d.  K.  §  55).  - 

um  zweitens  die  ausgezeichneten  Elemente  bei  zwei  rezi- 
proken Bündeln  O  und  d  zu  ermitteln^  können  wir  uns  der 
schon  oben  (S.  357)  gemachten  Bemerkung  bedienen,  wodurch 
ein  Ebenenbündel  durch  das  komplementäre  Strahlenbündel 
(sämtliche  Normalen  der  Ebenen)  oder  ein  Strahlenbflndel 
durch  das  komplementäre  Ebenenbündel  (die  Normalebenen  zu 
sämtlichen  Strahlen)  ersetzt  und  dadurch  statt  der  reziproken 
Beziehung  die  koUiueare  eingeführt  wird. 

Seien  zwei  Bündel  O   und  O,   in  reziproker  Beziehung 
gegeben,  so  entspricht  jedem  Strahle  x  des  Bündels  C  eine 
bestimmte  Ebene  |,  des  Bündels  0|   und  jeder  Ebene  %  des 
Bündels  O  ein  bestinunter  Strahl  x^  des  Bündels  O]  (S.  353). 
Wenn  wir  jetzt  auf  der  Ebene  |,   eine  Nonpale  y,   in  dem 
Punkte  D,  errichten,  so  wird,  wenn  das  Paar  entsprechender 
Elemente  x  und  l^   der  reziproken   Beziehung  gemafs  sich 
verändert,  das  Paar  entsprechender  Strahlen  x  und  y^  zwei 
kollineare  Bündel  durchlaufen,  wie  aus  der  oben  angegebenen 
Konstruktion  hervorgeht.    Die  besonderen  Elemente,  welche 
diesen  beiden  kollinearen  Bündeln  zukommen  (S.  381),  fShren 
nun  zugleich  auf  die    besonderen   Elemente  der  reziproken 
Bündel   0|a;|    und   OiKJ.     Wir    haben    gesehen,    dafs   es 
immer  in  den  beiden  kollinearen  Bündeln  zwei  entsprechende 
rechtwinklige  Dreikante  r  st  und  r^  5,  t^  giebt;  nehmen  wir 
daher  zu  r^  die  Normalebene  p, ,  welche  mit  der  Ebene  [s,^,] 
zusammenfällt  u.  s.  w.,  also  die  drei  Ebenen: 

so  entsprechen  sich  in  den  gegebenen  reziproken  Bündeln 
Ojxl  und  DtlSi]  <las  rechtwinklige  Dreikant  rst  und  das 
rechtwinklige  Dreiflach  pj  0^  r^,  und  wenn  wir  andererseits 
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die  drei  Ebenen: 

[st]  —  Q    [tr]  =  ö    [rs]  =  t 

bezeichnen,  so  entsprechen  sich  in  den  gegebenen  reziproken 
Bündeln  0[S]  und  0||a;J  das  rechtwinklige  Dreiflach  qöt 
und  das  rechtwinklige  Dreikant  r^  5j  t^,  also: 

Zwei  allgemein  gegebene  reziproke  Bündel  O 
und  D]  besitzen  allemal  ein  einziges  bestimm- 
tes Paar  entsprechender  rechtwinkliger  Dreikante 
und  Dreiflache,  so  dafs  drei  bestimmten  recht- 
winkligen Strahlen  rst  des  einen  Bündels  O  drei 
bestimmte  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  QiüiTx 
des  anderen  Bündels  Oi  und  gleichzeitig  den 
Schnittstrahlen  der  letzteren  die  Yerbindungs- 
ebenen  der  ersteren  entsprechen. 

Diese  besonderen  Strahlen  und  Ebenen  sollen  die  Haupt- 
axen  und  Hauptebenen  der  beiden  reziproken  Bündel 
heifsen.  Vermittelst  derselben  lassen  sich  nach  §  44  metrische 
Relationen  zwischen  entsprechenden  Elementen  der  beiden 
reziproken  Bündel  ermitteln ;  welche  die  ganze  Beziehung 
beherrschen.  Ist  z.  B.  x  ein  beliebiger  Strahl  des  Bündels  O 
und  §(  die  entsprechende  Ebene  des  Bündels  Oi;  so  wird  sein: 

tg([rx],r).i«(|p,|J,5,)  — *, 

tg(M,  (>).tg(|<yili|,<,)  — *2 

H«(pa;],(f).tg(|r,|J,r,)-i,, 

wo  die  drei  Eonstanten  A;,  i2^3  9  welche  durch  die  reziproke 
Beziehung  gegeben  werden,  der  Bedingung  unterworfen  sind: 

Durch  dieselbe  Hilfsbetrachtung  der  Einführung  eines  kom- 
plementären Bündels,  wodurch  die  reziproke  Beziehung  auf 
die  koUineare  zurückgeführt  wird;  können  wir  noch  an- 
dere ausgezeichnete  Elementenpaare  der  gegebenen  rezipro- 
ken Bündel  ermitteln^  nämlich  zwei  besondere  Strahlenbüschel 
in  dem  Bündel  O,  die  ihren  entsprechenden  Ebenenbüscheln 
im  Bündel  Oi  gleich  sind,  und  zwei  besondere  Ebenenbüschel 
im  Bündel  £),  die  ihren  entsprechenden  Strahlenbüscheln  im 
Bündel  d  gleich  sind;  doch  erscheinen  dieselben  von  geringe- 
rer Bedeutung  und  können  leicht  aus  §  45  abgeleitet  werden, 
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so  dafs  wir  hier  von  einer  näheren  Untersuchung  derselben 
Abstand  nehmen.  Dagegen  müssen  wir  noch  heryorheben, 
dafs  sich  zwei  allgemein  gegebene  reziproke  Bün- 
del immer  mit  ihren  Mittelpunkten  so  vereinigen 
lassen;  dafs  ein  beliebiger  Strahl  x  und  seine  ent- 
sprechende Ebene  g,  Polarstrahl  und  Polarebene 
eines  und  desselben  Polarbündels  werden  (S.  34). 
Dies  geschieht  dadurch,  dafs  wir  nach  Vereinigung  der  Mittel- 
punkte O  Ol  die  Hauptaxen  r  s  t  und  die  sie  verbindenden 
Ebenen  [s^  «=  p,  [tr\  =6,  [rs]  =  r  mit  den  entsprechenden 
Hauptebenen   Q^  0^  Tj   und  deren  Schnittstrahlen    6^  t,  '  ==  r„ 

!  ''^1  (^1 1  =  ^1 9  1 9i  <^i  i  "==  ^1  derart  zur  Deckung  bringen ,  da&  r 
mit  r,,  s  mit  s^,  t  mit  t^,  also  auch  q  mit  Q^y  6  mit  (f,, 
%  mit  T]  zusammenfallen.  Die  Hauptaxen  und  Hauptebenen 
der  reziproken  Bündel  werden  bei  dieser  konzentrischen  (pola- 
ren) Lage  Hauptaxen  und  Hauptebenen  des  Polarbündels,  und 
die  Beziehung  der  Reziprozität  geht  über  in  die  bekannte 
Polaritatsbeziehung  beim  Polarbündel.  Diese  polare  Lage 
zweier  konzentrischen  reziproken  Bündel  läfst  sich  auf  vier 
verschiedene  Arten  bewerkstelligen^  und  die  dadurch  erhalte- 
nen vier  verschiedenen  Polarbündel  stehen  in  der  oben  er- 
wähnten eigentümlichen  Abhängigkeit  von  einander. 

§  50.    Zusammenliegende  reziproke  Gebilde; 

inoidente  Elemente. 

Werden  zwei  reziproke  Ebenen  b  und  £j  mit  ihren  Tragern 
beliebig  zusammengelegt,  so  entsteht  die  Frage,  ob  Punkte 
der  einen  Ebene  in  die  entsprechenden  Strahlen  der  andern 
zu  liegen  kommen,  oder  Strahlen  der  einen  Ebene  durch  die 
entsprechenden  Punkte  der  andern  gehen ;  solche  Elementen- 
paare sollen  incidente  Elemente  heiisen,  und  es  ist  leicht 
zu  erkennen,  dafs  es  deren  im  allgemeinen  unendlich- viele 
geben  wird,  nämlich  auf  jeder  beliebigen  Geraden  zwei  Punkte, 
deren  entsprechende  Strahlen  durch  sie  selbst  gehen;  denn 
lassen  wir  auf  irgend  einer  Geraden  a  einen  Punkt  je  laufen, 
so  beschreibt  der  entsprechende  Strahl  x^^  ein  Strahlenbüschel 
um  den  festen  Mittelpunkt  a, ,  welches  projektivisch  ist  mit 
der  von  ]c  durchlaufenen  Punktreihe;  durchbohrt  also  x^  den 
Strahl  a  in  dem  Punkte  ^ ,  so  haben  wir  auf  dem  Trager  a 
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zwei  zasammeDfallende  projektiyische  Punktreihen,  welche  im 
allgemeinen  zwei  Doppelelemente  haben;  diese  genügen  der 
Bedingung;  dafs  ihre  entsprechenden  Strahlen  durch  sie  selbst 
gehen.  Hieraus  läfst  sich  erkennen,  dafs  der  Ort  aller  solcher 
Punkte  x,  deren  entsprechende  Strahlen  a;,  durch  sie  selbst 
gehen,  ein  Kegelschnitt  sein  wird.  Allein  diese  Bemerkung 
giebt  uns  keinen  im  Sinne  der  synthetischen  Geometrie  be- 
friedigenden Aufschlufs,  indem  sie  keine  Konstruktion  dieses 
Kegelschnittes  giebt,  und  läfst  uns  ganz  im  Stich,  sobald  der- 
selbe imaginär  ist,  d.  h.  gar  keine  incidenten  Elemente  vor- 
kommen. Es  ist  daher  wünschenswert,  eine  Konstruktion  zu 
besitzen,  welche  das  einen  (reellen  oder  imaginären)  Kegel- 
schnitt immer  yertretende  Polarsystem  liefert  (Th.  d.  K.  §  56, 
57);  zu  einer  solchen  Konstruktion  gelangen  wir  auf  folgende 
Weise*): 

In  zwei  auf  einander  liegenden  reziproken  Ebenen  €  und 
f,  ist  jeder  Punkt  und  jeder  Strahl  doppelt  aufzufassen 
gleichzeitig  als  der  einen  und  der  andern  Ebene  angehörig. 
Nehmen  wir  einen  beliebigen  Strahl  o:  «s  y, ,  so  entspricht 
ihm  in  beiderlei  Sinn  der  Punkt  jC]  und  der  Punkt  9;  die 
Verbindungslinie  |]c,  t)|  trifft  ihn  in  einem  dritten  Punkte  S, 
zu  welchem  man  den  vierten  harmonischen  zugeordneten 
Punkt  j:  bestimme,  so  dafs 

iM^r) 1 

wird,  dann  kann  man  dem  Strahle  x  den  so  konstruierten 
Pnnkt  /  zuordnen  und  nachweisen,  dafs  j:  und  x  Pol  und 
Polare  eines  bestimmten  ebenen  Polarsystems  sind  (vergl. 
S.  30fif.). 

In  der  That  zeigt  sich  zunächst,  dafs,  wenn  der  willkür- 
lich angenommene  Strahl  x  ^^  Pi  sich  um  einen  festen  Punkt 
a  =sas  bj  dreht,  der  ihm  zugeordnete  Punkt  jf  eine  mit  diesem 
Strahlen büschel  projektiyische  gerade  Punktreihe  beschreibt, 
denn  die  Punkte  j:^  und  X)  beschreiben  zwei  projektiyische 
gerade  Punktreihen  auf  den  Trägem  a^  und  &,  welche  dem 
Punkte  a  =  bj  vermöge  der  gegebenen  reziproken  Beziehung 


^)  Vergl.  H.  Schröter:  Untersuchung  zusammenfallender  rezipro- 
ker Gebilde  in  der  Ebene  und  im  Baume,  Borchardt's  Journal  f.  Math. 
Bd.  77.    S.  106. 


Fig.  81. 


430    §50.   ZuBammeDliegende 'reziproke  Gebilde;  inddente  Elemente. 

entsprechen  (Fig.  21);  bezeichnen  wir  noch  die  Schnitt- 
punkte des  veränderlichen  Strahles  x  ^^  y^  mit  b  und  a^ 
durch 

{xb)^j:    und    (y,ai)  =  ^,, 

so  ist  ersichtlich,  dafs 
nicht  blols  j:  und  Xi  &^ 
b  und  a^ ,  sowie  t)  und 
^t  auf  diesen  Trägem 
projektivische  Punkt- 
reihen durchlaufen, 
sondern  auch,  dafs  diese 
Punktreihen  dieselben 
sind;  denn  gehen  wir 
Yon  dem  Elementen- 
paar X  Xi  der  rezipro- 
ken Beziehung  aus,  so 
wird  bei  der  Drehung 
von  o;  um  a  der  Punkt  7:,  auf  a^  sich  bewegen  und  der  Schnitt- 
punkt j:  »»  {Xy  b)  des  veränderlichen  Strahls  x  mit  dem  festen 
Strähl  b  eine  mit  j:^  projektivische  gerade  Punktreihe  be- 
schreiben. Derselben  projektivischen  Beziehung  gehört  aber 
auch  das  Punktepaar  ^^j  an,  welches  wir  erhalten,  wenn  wir  x 
als  y,  auffassen  und  a  als  b|  und  dem  Schnittpunkte  {yi(it)^^h 
den  Punkt  x)  entsprechen  lassen,  welcher  vermöge  der  reziproken 
Beziehung  dem  Strahle  y,  entspricht;  denn  dem  Strahle  |aQi 
mufs  der  Punkt  (a,  y^)  ^=^  ^j  entsprechen.  Wir  haben  also 
auf  den  Trägem  b  und  a^  nur  zwei  projektivische  Punkt- 
reihen aufzufassen  j:  und  Xi  oder  l)  und  Q,  und  deren  Ele- 
mente paarweise  so  zu  vereinigen,  dafs  ;:  und  ^,  auf  einem 
um  a  »=  bj  gedrehten  Strahle  liegen;  die  Verbindungslinie 
\ji\)\  der  entsprechenden  Punkte  trifft  der  Strahl  |}c^,|  in 
einem  Punkte: 

dessen  Ort  (Th.  d.  K.  S.  93)  bekanntlich  eine  feste  Gerade  s  ist, 
welche  durch  diejenigen  beiden  Punkte  geht,  die  den  im  Schnitt* 
punkte  (6ai)  vereinigten  Punkten  entsprechen.  Bei  der  Bewe- 
gung umhüllt  die  Verbindungslinie  \j:^  t)|  einen  Kegelschnitt,  der 
&  a,  s  zu  festen  Tangenten  hat,  und  auf  der  vierten  veränder- 
lichen Tangente  \T:it)\  wird  allemal  der  zu  den  drei  Schnitt- 
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punkten  vierte  harmonische  dem  i  zugeordnete  Punkt  y: 
ermittelt.  Dieser  Punkt  durchläuft  daher  eine  feste  vierte 
Tangente  des  vorigen  Kegelschnitts;  und  da  zwei  feste  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts  von  einer  veränderlichen  allemal 
in  zwei  projektivischen  Punktreihen  geschnitten  werden,  so 
durchlaufen  die  Punkte  jf  und  j:^,  also  auch  der  Punkt  j: 
und  der  Strahl  x  projektivische  Gebilde. 

Diese  beiden  Gebilde  liegen  involutorisch;  d.  h.  einem 
durch  j:  gezogenen  Strahl  u  entspricht  ein  Punkt  u',  welcher 
auf  X  liegt;  ziehen  wir  nämlich  von  a  aus  den  Strahl  |ap'|, 
welcher  den  Trägem  b  und  a^  in  den  Punkten  }  und  ty 
begegnen  möge,  deren  entsprechende  }|  und  t  seien,  so 
werden  infolge  der  projektivischen  Beziehung  die  Doppelver- 
hältnisse gleich  sein: 

O^it)  =  (.h  ^1  h  ti)    also  auch 

mithin  auch  die  Strahlenbüschel  projektivisch : 

a|j:l)jt|  A  dl^iPitiiil    oder 

Da  aber  a  j:  t)i  auf  einem  Strahle  und  a )  t]  auch  auf  einem 
Strahle  liegen,  so  liegen  die  beiden  Strahlenbüschel  involu- 
torisch  und  bilden  eine  Strahleninvolution,  deren  Paare  kon- 
jugierte Strahlen  sind: 

|aj:|    und    [agl 

|a^|    und    |aj,| 

laxil    und    |at|, 

folglich  werden  auch  die  Strahlenbüschel  projektivisch  sein: 

a|):i^):g|  A  ci|tjii):|; 

nun  koinzidiert  aber  der  Strahl  |a}|  mit  {a^'{  und  wegen  der 
vier  harmonischen  Punkte  j:yt)ij:  ist  auch 

daher 

Ä|tgiJ):|  =  —  l, 

d.  h.  wenn  wir  zu  t,  gt  und  dem  Schnittpunkt  (gtt,  tjj^ag' 
den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  u'  konstruieren, 
so   wird  der  Strahl  \cij:\  durch  den  Punkt  u'  gehen  müssen, 
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d.  h.  wenn  j:  auf  u  liegt;  so  mufs  u'  auf  x  liegen;  dadurch 
ist  die  inyolutorische  Lage  beider  Gebilde  nachgewiesen,  und 
dadurch  ist  denn  auch  der  Nachweis  geführt;  dals  x  und  ^' 
Polare  und  Pol  för  ein  bestimmtes  ebenes  Polarsystem  sind, 
welches  einen  reellen  oder  imaginären  Kegelschnitt  zum 
Kern  hat^  d.  h.  solche  besondere  Gerade  x,  deren  Pole  ;:'  in 
ihnen  liegen,  sind  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts  und  die 
Punkte  j:'  ihre  Berührungspunkte.  Sobald  aber  der  Fall  ein- 
tritt, dafs  von  den  vier  harmonischen  Punkten  d  je  Xi  ^  ^^^i 
zugeordnete,  nämlich  &  und  j:  zusammenfallen,  mufs  in  diesen 
auch  einer  der  beiden  andern  zugeordneten  hineinfallen,  also 
entweder  j:^  oder  t)]  hieraus  folgt  für  unsere  ursprüngliche 
reziproke  Beziehung,  dafs  ein  solcher  Strahl  x  seinen  ent- 
sprechenden Punkt  ;:,  enthält  oder,  als  y,  aufgefafst,  durch  t> 
geht.  Hier  findet  nun  offenbar  beides  statt,  denn,  wenn  x 
durch  j:^  geht ,  und  wir  fassen  x  als  y^  auf,  so  wird  t)  auf  x 
liegen,  weil  y^  durch  X\  g^ht;  also  enthält  der  Strahl  x  =»  y^ 
beide  ihm  in  doppeltem  Sinne  entsprechenden  Punkte  ):, 
und  \)  ]  ein  solcher  Strahl  x  =  y^  mufs  also  Tangente  des 
Kernkegelschnitts  K^*^  sein  für  das  oben  konstruierte  Polar- 
System ;  der  Berührungspunkt  ist  der  Punkt  y',  und  der  Punkt 
g  geht  in  die  Lage  des  vierten  harmonischen  zu  j:  zugeord- 
neten Punktes  über,  während  jpi  und  t}  da£  andere  Paar  zu- 
geordneter Punkte  ist. 

Wir  können  demnach  folgendes  Resultat  aussprechen: 
Werden  zwei  gegebene  reziproke  Felder  atj  be- 
liebig auf  einander  gelegt,  so  kommt  es  im  allgemei- 
nen unendlich  oft  vor,  dafs  ein  Strahl  x  der  Ebenem 
durch  den  entsprechenden  Punkt  ^,  der  Ebene  f| 
geht,  und  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  geht  auch  der- 
selbe Strahl,  als  ^j  aufgefafst,  durch  den  ihm  ent- 
sprechenden Punkt  t).  Diese  besonderen  Strahlen 
X  ^=  y^  umhüllen  im  allgemeinen  einen  bestimmten 
Kegelschnitt  K^^\  den  Kernkegelschnitt  eines  ebe- 
nen Polarsystems,  welches  auf  folgende  Art  kon- 
struiert wird:  Irgend  einem  Strahle  x<»yi  der 
zusammenliegenden  reziproken  Ebenen  a  und  ^i 
entsprechen,  in  doppeltem  Sinne  aufgefafst^  im 
allgemeinen    zwei   aufser  ihm    liegende    yerschie- 
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dene  Punkte  J:^  und  i)^  deren  Verbindungslinie  den 
Strahl  in  einem  Punkte  d  trifft;  konstruiert  man 
zu  diesen  drei  Punkten  j:^  t)  ^  den  vierten  harmoni- 
schen dem  ^  zugeordneten  Punkt  x\  so  sind  j:  und 
X  Pol  und  Polare  des  gesuchten  Polarsystems.  Hat 
dasselbe  einen  reellen  Kernkegelschnitt,  so  sind 
die  Tangenten  desselben  die  gesuchten  Strahlen 
der  besonderen  Art;  ist  der  Kernkegelschnitt  ima- 
ginär,  so  giebt  es  keine  solchen,  aber  das  immer 
reelle  Polarsystem  vertritt  den  imaginären  Kegel- 
schnitt. 

Diesem  Resultat  steht  nun  ein  duales  gegenüber,  welches 
auf  ganz  gleiche  Weise  abgeleitet  werden  kann  und  so 
lautet: 

Werden  zwei  gegebene  reziproke  Felder  e  c, 
beliebig  auf  einander  gelegt,  so  kommt  es  im  all- 
gemeinen unendlic*h  oft  vor^  dafs  ein  Punkt  jr  der 
Ebene  e  in  dem  entsprechenden  Strahle  x^  der 
Ebene  £|  liegt;  und  wenn  dies  derFall  ist,  so  liegt 
derselbe  Punkt  als  i),  aufgefafst  auch  in  dem  ent- 
s|)rechenden  Strahle  y.  Diese  besonderen  Punkte 
j^  =  X)x  erfüllen  im  allgemeinen  einen  bestimmten 
Kegelschnitt  £<^>,  den  Kernkegelschnitt  eines  ebe- 
nen Polarsystems,  welches  auf  folgende  Art  kon- 
struiert wird:  Irgend  einem  Punkte  y  =  ^i  der  zu- 
sammenliegenden reziproken  Ebenen  c  €|  entspre- 
chen, in  doppeltem  Sinne  aufgefafst,  im  allgemei- 
nen zwei  nicht  durch  ihn  gehende  verschiedene 
Strahlen  x^  und  y^  deren  Schnittpunkt  mit  y  {x)i) 
verbunden,  einen  dritten  Strahl  s  giebt;  kon- 
struiert man  zu  diesen  drei  Strahlen  iv^  y  s  den 
vierten  harmonischen  dem  s  zugeordneten  Strahl 
x\  so  sind  y  und  x  Pol  und  Polare  des  gesuchten 
Polarsystems.  Hat  dasselbe  einen  reellen  Kern- 
kegelschnitt, so  sind  die  Punkte  desselben  die  ge- 
suchten Punkte  der  besonderen  Art;  ist  der  Kern- 
kegelschnitt imaginär,  so  giebt  es  keine  solchen, 
aber  das  'immer  reelle  Polarsystem  vertritt  den 
imaginären  Kegelschnitt. 

ScBBDm,  Theor.  d.  Oherfl.  2.  Ordn.  28 
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Die  beiden  so  konstruierten  Polarsysteme,  deren  Kem- 
kegelschnitte  K^^^  und  ß^^)  sind,  fallen  keineswegs  zusammen, 
haben  aber  eine  eigentümliche  Beziehung  zu  einander,  die 
wir  sogleich  aufsuchen  wollen.  Es  ist  ersichtlich,  dafs  ent- 
weder beide  Kegelschnitte  K^^^  und  ^(^)  reell  oder  beide 
imaginär  sein  müssen,  und  dals  in  dem  ersteren  Fall  jede 
Tangente  von  K^^^  den  Kegelschnitt  S^^^  in  denjenigen  beiden 
Punkten  schneidet,  welche  ihr  in  doppeltem  Sinne  der  rezi- 
proken Beziehung  entsprechen,  sowie  dafs  durch  jeden  Punkt 
des  Kegelschnitts  ß(^>  zwei  Tangenten  an  den  Kegelschnitt 
£"(2)  gehen,  welche  die  dem  Punkte  in  doppeltem  Sinne  der 
reziproken  Beziehung  entsprechenden  Strahlen  sind. 

Wenn  wir  die  vorige  Betrachtung  dadurch  modifizieren, 
dafs  wir  einen  beliebigen  Strahl  in  doppeltem  Sinne  auf- 
gefafst  o:  «s  j/t ,  dem  die  Punkte  Xi  und  t)  vermöge  der  rezi- 
proken Beziehung  entsprechen,  nicht  um  einen  beliebi- 
gen  auf  ihm   festgehaltenen  Punkt  a(b|),  sondern   um  den 


Fig.  sa. 

besonderen  Punkt  8  drehen,  in  welchem  er  von  der  Verbin- 
bungslinie .  |  ^i  t)  |  getroffen  wird ,  dann  vereinfacht  sieh  die 
Betrachtung.  Wird  nämlich  (Fig.  22)  der  Schnittpunkt  des 
Strahles  x  =  y^  mit  der  Verbindungslinie  \X\t}\  in  doppeltem 
Sinne  durch  &=t^  bezeichnet,  und  entsprechen  ihm  die  Strahlen 
Si  und  t,  so  wird  auch  dem  Schnittpunkt  (xt)  =  j:  der  Strahl 


|):jt,|=a;,  und  dem  Schnittpunkt  (y,  5,)«=  i),  der  Strahl  !i)^!—jr 
entsprechen ;  die  Strahlen  y  und  x^  fallen  aber  zusammen,  wie 
wir  sehen.     Hieraus  folgt,  dafs,   wenn  der  Strahl  x  um  dea 


§50.    Zusammenliegende  reziproke  Gebilde;  incidente  Elemente.  435 

Punkt  2  gedreht  wird,  das  von  ihm  beschriebene  Strahlen- 
buschel  mit  der  von  )c,  aaf  s,  durchlaufenen  Punktreihe  nicht 
blos  projektivisch  ist,  sondern  auch  involutorisch  liegt;  die 
Strahlen  x  und  x^  beschreiben  also  eine  Strahleninyolution, 
welche  zusammenfällt  mit  der  Strahleninvolntion;  die  y^  und 
y  beschreiben.  Zugleich  ergiebt  sich,  dafs  die  Verbindungs- 
linie \XiX)\  durch  den  festen  Punkt  ^(tf)  laufen  mufs;  denn 
sei  ein  beliebiger  anderer  durch  den  Punkt  i{t^)  gezogener 
Strahl  u  «=s  v^ ,  die  Durchschnittspunkte  desselben  mit  s^ 
und  t  die  Punkte  i>,  und  u,  ferner  die  ihm  in  doppeltem 
Sinne  entsprechenden  Punkte  u,  und  t),  endlich  die  Verbin- 
dungsstrahlen  |t,  U|{  =  ti|  und  |g)){  «»  t;,  so  wird  wegen  der 
reziproken  Beziehung  sein: 

2  {xyuv)  A  5,  (?:,l)iUit),)  A  «i  (t)i):|t?iU,) 

und  da  der  Strahl  x  durch  \)i,  y  durch  )f, ,  u  durch  )o^  geht, 
so  mufs  auch  v  durch  Uj  gehen,  d.  h.  {)>u,{  durch  2.  Dem- 
nach beschreiben  die  Punkte  X\  und  \)  perspektivisch  liegende 
Punktreihen  auf  s^  und  t,  also  sind  in  dem  Schnittpunkte 
{s^t),  den  wir,  in  doppeltem  Sinne  aufgefafst  bezeichnen 
wollen : 

zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt,  d.  h.  die  ihm  ent- 
sprechenden Strahlen  m  und  n^  fallen  zusammen;  dieser 
Strahl  m  =  n,  ist  leicht  zu  ermitteln  aus  der  Strahleninvo- 
lütion  ■  xxi  I ;  er  ist  der  dem  Verbindungsstrahl  der  Punkte 
^(t,)  und  n(in])  konjugierte  Strahl  unserer  Strahleninvolution 
und  besitzt  daher  die  ausgezeichnete  Eigenschaft,  dafs  ihm, 
in  doppeltem  Sinne  der  reziproken  Beziehung  als  m  und  n^ 
aufgefafst,  ein  und  derselbe  Punkt  n  =  iTti  entspricht. 

Dies  ausgezeichnete  Elementenpaar  m(nj)  und  mi(n)  ist 
in  der  Ebene  der  zusammengelegten  reziproken  Gebilde  das 
einzige  von  der  Beschaffenheit,  dafs  die  Elemente  in  dop- 
peltein Sinne  sich  entsprechen.  Denn  es  läfst  sich  leicht 
zeigen,  dafs  wir  immer  auf  dasselbe  Elementenpaar  geführt 
werden^  wie  wir  auch  die  vorige  Konstruktion  abändern 
mögen.  Wir  konstruierten  nämlich  das  ausgezeichnete  Ele- 
mentenpaar m(w,)  und  nij  (u)  so:  Dem  beliebigen  Strahl  x=yy 
entsprechen   )c,    und   i);  der  Schnittpunkt  (r,  'r,  t)|)  =  8  =»  tj 
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hat  zu  entsprechenden  Strahlen  s^  und  t]  der  Schnittpunkt 
(ß^  t)  =  n  =  lUi  ist  der  gesuchte  Punkt,  dessen  entsprechende 
Strahlen  m  =  nj  zusammenfallen. 

Nehmen  wir  nun  dieselbe  Konstruktion  noch  einmal 
vor  und  bezeichnen  die  analogen  Grofsen  durch  einen  hinzu- 
gefügten Accent,  so  wird  ein  beliebiger  Strahl  x'  =»  yl  der 
vorhin  gefundenen  Geraden  tn  ==^n^  in  einem  Punkte  ^'  =  tl 
begegnen,  und  weil  dieser  Punkt  sowohl  auf  m  als  auch  auf 
^1  liegt,  so  müssen  die  ihm  entsprechenden  Strahlen  s[  und 
f  sowohl  durch  m^  als  auch  durch  n  gehen ,  deshalb  sich  in 
demselben  Punkte  m^  =  n  schneiden ;  sind  nun  Xi  und  X)  die 
den  Strahlen  x'  =  yi  entsprechenden  Punkte^  so  folgt  aus 
der  Gleichheit  des  Doppel  Verhältnisses  der  Punkte: 

^^1      (sij/i)   (^i^i)     x'i    mit  dem  der  Strahlen 

m      \^'X)\     I ^' n  I      x\  die  auch  so  umgestellt  werden  k5nnen 

l^'nl      X         m     |rt)'|, 

dafe  die  Punktreihe  mit  dem  Strahlenbüschel  per9pektivisch 
liegt,  weil  der  Strahl  |g'n|  durch  nt,  geht;  der  Strahl  x'  mit 
y\ ,  der  Strahl  m  mit  n^  zusammenfällt,  daCs  folglich  auch  der 
Strahl  |g'i)'|  durch  j:\  gehen  mufs,  oder  umgekehrt  j\tf\  durch 
&'  geht.  Hierdurch  erkennen  wir  aber,  dafs  der  Schnittpunkt 
{xWj:iI)\)  =  3'  =  ti  auf  derselben  Geraden  w»(w,)  liegt,  wie 
der  frühere  S  =  t|,  d.  h.: 

Wenn  man  in  dem  ganzen  Gebiete  der  beiden 
auf  einander  liegenden  reziproken  Felder  e  e^  zu 
jedem  beliebigen  Strahle,  als  x  und  y,  aufgefafst, 
die  entsprechenden  Punkte  j:^  und  t)  aufsucht,  so 
trifft  die  Verbindungslinie  {p,i)|  jenen  Strahl  in 
einem  Punkte  ^,  dessen  gesamter  Ort  eine  feste 
Gerade  m  =  nj  ist,  der  in  beiderlei  Sinn  der  rezi- 
proken Beziehung  ein  und  derselbe  Punkt  n  =  m, 
entspricht.  Dreht  man  den  Strahl  a?(y,)  um  einen 
festen  Punkt  g  der  Geraden  m(w,),  so  dreht  sich  auch 
die  Verbindungslinie  \Xit)\  um  diesen  festen  Punkt, 
und  die  dadurch  erhaltenen  Strahlenpaare  bilden 
eine  Strahleninvolution. 

In  ganz  analoger  Weise  läfst  sich  das  dual  gegenüber- 
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stehende  Resultat  ableiten;  was  nicht  weiter  ausgeführt  zu 
werden  braucht: 

Wenn  man  in  dem  ganzen  Gebiete  der  beiden 
auf  einander  liegenden  reziproken  Felder  s  €,  für 
jeden  beliebigen  Punkt,  als  je  und  ^^  aufgefafst^ 
die  entsprechenden  Strahlen  x^  und  y  aufsucht  und 
ihren  Schnittpunkt  mit  dem  anfänglichen  Punkte 
rerbindet,  so  geht  diese  Verbindungslinie  durch 
einen  und  denselben  festen  Punkt  n  =  m|,  dem  in 
beiderlei  Sinn  der  reziproken  Beziehung  ein  und 
derselbe  Strahl  m  ==  n^  entspricht.  Verändert  man 
den  willkürlich  gewählten  Punkt  x{t)\)  auf  einem 
beliebigen  durch  den  festen  Punkt  n  =  mj  gezoge- 
nen Strahl;  so  bewegt  sich  auch  der  Schnittpunkt 
(x^y)  auf  diesem  Strahle  und  die  dadurch  erhaltenen 
Punktepaare  bilden  eine  Punktinvolution. 

Dieses  ausgezeichnete  Paar  entsprechender  Elemente  m{n^) 
und  m|{n),  welche  sich  gleichzeitig  in  beiderlei  Sinn  der  re- 
ziproken Beziehung  entsprechen;  hat  nun  auch  zu  den  vorhin 
gefundeneu  Kegelschnitten  K^^^   und  ß^^^   eine  eigentümliche 
Beziehung.    Da  nämlich  dem  Punkte  n  =  m,  zwei  zusammen- 
fallende Strahlen  th  «=  n^  entsprechen;  so  kann  jeder  Punkt 
derselben  als  ihr  Schnittpunkt  S  aufgefafst  werden,  und  von 
den  vier  harmonischen  Strahlen  fallen  zwei  zugeordnete  zu- 
sammen; folglich  auch  einer  der  beiden  andern  zugeordneten 
in  denselben;  d.  h.  ntf   und  m  sind  Pol  und  Polare  für  den 
Kegelschnitt  £^')   und  gleichzeitig  n,   und  n  Polare  und  Pol 
für  den  Kegelschnitt  K^^^,  wie  in  analoger  Weise  folgt;  mithin 
sind    diese  beiden  ausgezeichneten  Elemente  Pol   und  Polare 
für  beide  Kegelschnitte  K^^^  und  Ä^*^  gleichzeitig;  aber  noch 
mehr:   Nimmt  man  auf  dem  Strahle  m(n,)  einen  beliebigen 
Punkt  ^  «=  t] ;  dessen  entsprechende  Strahlen  s^  und  t  sich 
in  dem  Punkte  ix{mi)  schneiden,  und  konstruiert  zu  ^j,  t,  |nS| 
den    vierten  harmonischen  dem  |n^|   zugeordneten  Strahl  s, 
der  in  ^'  der  Geraden  m(w,)  begegnet;  so  sind  g  und  s'  Pol 
und  Polare  für  den  Kegelschnitt  Ä^**;  folglich  sind  3  und  3' 
konjugierte  Punkte  für  den  Kegelschnitt  Ä^^^;  in  ganz  der- 
selben Weise  folgt  aber  auch;  dais  \n^\  und  |n§'|  konjugierte 
Sti^ahien  für  den  Kegelschnitt  K^^^  sein  müssen;  und  da  dies 
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für  alle  so  konstruierten  Paare  von  Punkten  ^^'  gilt,  so 
haben  beide  Kegelschnitte  K^^  und  ^*>  (oder  die  sie  ver- 
tretenden Polarsysteme)  die  Strahleninvolutionen,  welche  dem 
Punkte  n  =  nti  rOcksichtlich  beider  zugehören  und  die  Punki- 
involutiouen  auf  m  =  n^,  welche  diesem  Strahle  rücksichtlich 
beider  Kegelschnitte  zugehören ,  gemeinschaftlich,  d.  h.  die 
beiden  Kegelschnitte  K^^^  und  Ät*>  haben  eine  (reelle  oder 
ideelle)  doppelte  Berührung  (Th.  d.  K.  S.  344)  oder  den  Punkt 
u(iU|)  und  den  Strahl  m,  (n)  gemeinschaftlich  als  Pol  und  Polare 
mit  den  ihnen  zugehörigen  Strahlen-  und  Punktinvolutionen. 

Wir  können  daher  folgendes  Ergebnis  aussprechen: 

Die  beiden  oben  kanstruierten  Polarsysteme, 
deren  Kernkegelschuitte  K^-^^  und  ^^'>  sind,  haben 
ein  ausgezeichnetes  Paar  Pol  und  Polare:  n(m()  und 
n|(m)  gemeinschaftlich,  und  es  fallen  sowohl  die 
beiden  Strahleninvolutionen,  welche  dem  Punkte 
n(mi)  in  beiden  Polarsystemen  zugehören,  zusam- 
men, wie  auch  die  beiden  Punktinvolutionen  auf 
der  Geraden  n^{n^),  welche  den  beiden  Polarsyste- 
men zugehören  und  mit  jenen  perspektivisch  liegen. 
Sind  die  Kernkegelschnitte  K^^^  und  ^^)  reell,  so 
haben  sie  also  eine  reelle  oder  ideelle  doppelte 
Berührung. 

Ist  die  doppelte  Berührung  der  Kegelschnitte  JSr<*>  und  fi  *-' 
eine  reelle^  so  sind  offenbar  die  beiden  Berührungspunkte  von 
der  besonderen  Beschaffenheit,  dafs  für  jeden  derselben  die 
durch  ihn  gehende  Tangente  (von  beiden  Kegelschnitten)  in 
doppeltem  Sinne  der  reziproken  Beziehung  der  entsprechende 
Strahl  ist,  eine  Eigenschaft,  die  zwar  übereinstimmt  mit  der 
dem  ausgezeichneten  Paare  fn{n^)  und  m|(n)  zukommenden 
Eigentümlichkeit,  aber  dadurch  abweicht,  dafs  hier  die  Punkte 
und  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  incident  sind,  was 
dort  nicht  der  Fall  war. 

Es  ist  klar,  dafs  dies  die  einzigen  Elementenpaare 
sind,  welche  im  allgemeinen  bei  zwei  beliebig  auf  einander 
gelegten  reziproken  Feldern  in  doppeltem  Sinne  sich  ent- 
sprechen. Denn  käme  noch  irgend  ein  zweites  Paxitp{q^)  und 
))i  (q)  derselben  Art  vor,  so  müfste  dasselbe  auch  ein  Paar  Pol 
nud  Polare  für  beide  Polarsysteme   oder  die  durch  sie  ver- 
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tretenen  Kegelschnitte  JSr<*>  und  Ä<*)  sein,  und  dies  wäre  nicht 
anders  möglich,  als  wenn  die  Kegelschnitt«  identisch  zusammen- 
fielen; denn  dadurch  wären  schon  mehr  Bedingungen  gegeben, 
als  zur  Bestimmung  eines  Polarsystems  erforderlich  sind.  Wenn 
aber  die  beiden  Polarsysteme  identisch  zusammenfallen,  so 
entspricht  auch  jedem  Strahle  a;(2/|)  ein  und  derselbe  Punkt 
Xi  (t))  und  umgekehrt.  Wir  haben  alsdann  den  schon  auf  S.  425 
betrachteten  Fall  der  polaren  Lage  zweier  zusammen- 
liegenden reziproken  Felder  und  haben  dort  gesehen,  wie  der- 
selbe immer  erreicht  werden  kann.  Wir  können  also  hier 
hinzufügen : 

Wenn  bei  zwei  zusammenliegenden  reziproken 
Feldern  s  s^  zweimal  der  Fall  eintritt,  dafs  ein 
nicht  incidentes  Elemeutenpaar  x(y^)  und  )f|(i))  in 
doppeltem  Sinne  der  reziproken  Beziehung  sich 
entspricht;  daun  ist  dies  immer  der  Fall,  und  die 
beiden  Felder  befinden  sich  in  polarer  Lage. 

Die  dual  gegenüberstehende  Untersuchung  zweier  mit 
ihren  Mittelpunkten  vereinigten  reziproken  Bündel,  welche 
der  vorigen  durchaus  nachgebildet  werden  kann,  oder  durch 
die  Perspektive  von  irgend  einem  aufserhalb  liegenden  Punkte 
O  =  Dl  erhalten  wird,  braucht  hier  ebenso  wenig  ausgeführt 
zu  werden,  wie  die  Anführung  der  hier  sich  ergebenden 
Resultate  erforderlich  scheint,  die  nur  ermüden  würde  und 
in  bekannter  Weise  ohne  alle  Schwierigkeit  hergestellt  wer- 
den kann. 

§  51.     Die  Baumkurve  dritter  Ordnung  als  Erzeugnis 

Bweier  kollinearen  Bündel. 

Wenn  zwei  kollineare  Bündel  D  und  0|  beliebig  im 
Räume  gegeben  sind ,  so  dafs  jedem  Strahl  x  des  Bündels  O 
ein  bestimmter  Strahl  o;,  des  Bündels  0|  und  jeder  Ebene  § 
des  Bündels  O  eine  bestimmte  Ebene  |,  des  Bündels  d  und 
umgekehrt  entspricht,  so  werden  sich  zwar  immer  zwei  ent- 
sprechende Ebenen  1 1|  in  einer  Geraden  g  schneiden;  es 
brauchen  sich  aber  nicht  immer  zwei  entsprechende  Strahlen 
X  und  x^  im  Räume  zu  treffen.  Da  ein  Strahlenbüschel  um 
O^  welches  in  der  Ebene  g  ein  veränderlicher  Strahl  x  be- 
schreibt, wegen  der  kollinearen  Beziehung   mit   demjenigen 
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Strahleobüschel  projektivisch  sein  mufs,  welches  der  ent- 
sprechende Strahl  07,  in  der  entsprechenden  Ebene  g,  beschreibt, 
und  beide  Strahlenbüschel  auf  der  Schnittlinie  g  =»  \H\\  zwei 
zusammenliegende  projektivische  Punktreihen  ausschneiden, 
so  werden  die  Doppelelemente  derselben  zwei  solche  Punkte 
sein;  in  denen  sich  zwei  entsprechende  Strahlen  treffen;  in 
jeder  durch  D  oder  d  gelegten  Ebene  giebt  es  also  im  all- 
gemeinen zwei  solche  Treffpunkte;  die  reell  oder  konjugiert- 
imaginär  sein  werden;  je  nachdem  die  aufeinander  liegenden 
projektivischen  Punktreihen  in  g  reelle  Doppelpunkte  haben 
oder  nicht  Aulserdem  sind  aber  die  Punkte  O  und  d  offenbar 
selbst  solche  Punkte;  in  denen  sich  entsprechende  Strahlen  der 
beiden  kollinearen  Bündel  begegnen ;  ^enn  der  Verbindungs- 
linie |OC»i|  «=»  e  =  /*!,  welche  beiden  Bündeln  gleichzeitig  als 
Strahl  angehört,  entsprechen  die  bestimmten  Strahlen  e,  durch 
Ol  und  f  durch  O,  folglich  ist  der  Punkt  Oi  =  (ee,)  und 
der  Punkt  £)^={ffi)  offenbar  Schnittpunkt  je  zweier  ent- 
sprechenden Strahlen  der  beiden  kollinearen  Bündel.  In  jeder 
durch  einen  der  Mittelpunkte  der  Bündel  gelegten  Ebene 
giebt  es  also  im  allgemeinen  drei  Punkte  des  gesuchten 
OrteS;  und  dies  gilt  auch  allgemein  für  jede  beliebige  Ebene; 
denn  denken  wir  uns  eine  im  Kaume  willkürlich  gel^^ 
Ebene  doppelt  als  €  und  £,  und  lassen  sie  durch  das  Bündel 
O  in  einem  Puiiktfelde  s,  durch  das  Bündel  Oi  in  einem 
Punktfelde  £,  schneiden ;  so  haben  wir  zwei  zusammen- 
liegende kollineare  Felder,  die  (S.  372)  im  allgemeinen  drei 
Doppelelemente  besitzen;  in  diesen  Punkten  treffen  sich  also 
je  zwei  entsprechende  Strahlen  der  gegebenen  kollinearen 
Bündel,  woraus  wir  schliefsen;  dafs  der  Ort  des  Schnitt- 
punktes entsprechender  Strahlen  zweier  beliebig 
im  Räume  gegebenen  kollinearen  Bündel  eine 
Baumkurve  3.0.  ist,  welche  selbst  durch  die  Mittel- 
punkte der  beiden  Bündel  hindurchgeht  und  für 
welche  die  Schnittlinien  ^=s|^U  irgend  zweier 
entsprechenden  Ebenen  das  gesamte  System  der 
(eigentlichen  und  uneigentlichen)  Sekanten  bilden, 
d.  h.  aller  solchen  Geraden  im  Räume,  die  der 
Raumkurve  in  zwei  (reellen  oder  konjugiert-imagi- 
uären)  Punkten  begegnen. 
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Dafs  dieses  Erzeugnis  der  beiden  allgemein  gegebenen 
kollinearen  Bündel  mit  der  Raumkurve  3.  0.,  welche  wir  in 
§  31 — 39  betrachtet  haben^  identisch  ist ,  läfst  sich  leicht  auf 
folgende  Art  erkennen : 

Seien  wiederum  die  Strahlen  e  und  f^  in  der  Verbindungs- 
linie jOOil  der  Mittelpunkte  der  gegebenen  beiden  kol- 
linearen Bündel  yereinigt  und  die  ihnen  entsprechenden  e, 
und  fy  dann  wird  der  Ebene  [ef\  die  Ebene  [e,/,]  entsprechen. 
Nehmen  wir  nun  in  der  Ebene  \ef^  einen  beliebigen  Strahl 
a  des  Bündels  O;  so  liegt  der  entsprechende  Strahl  a,  des 
Bündels  Oj  in  der  Ebene  [ci/i].  Wir  nehmen  a  und  a,  zu 
Axen  zweier  Ebenenbüschel  in  den  beiden  Bündeln,  deren 
entsprechende  Ebenen  g  und  i^  der  kollinearen  Beziehuug 
gemäfs  projektivische  Büschel. beschreiben  müssen;  die  Schnitt- 
linie iHil  durchläuft  also  eine  llegelschar  eines  einfachen 
Hyperboloids  (S.  88);  dieser  Regelscbar  mufs  oifenbar  die 
Verbindungslinie  |0£))|  angehören-,  weil  sich  in  ihr  die  ent- 
sprechenden Ebenen  \aef]  und  [a^e^f^l  schneiden. 

Wir  nehmen  zweitens  zwei  andere  Strahlen  h  und  h^  in 
den  Ebenen  [ef^  und  [ß^fx]%  die  sich  entsprechen;  und  drehen 
um  h  eine  veränderliche  Ebene  17 ,  so  wird  die  entsprechende 
17 1  um  &i  sich  drehen  und  ein  mit  dem  ersten  projektivi- 
sches  Ebenenbüschel  beschreiben;  die  Schnittlinie  li/i^J 
durchläuft  also  ebenfalls  eine  Kegelschar  eines  einfachen 
Hyperboloids,  welches  mit  dem  vorigen  Hyperloid  die  gemein- 
schaftliche Erzeugende  |00||  hat.  Die  beiden  so  konstruier- 
ten Hyperboloide  haben  aufser  der  gemeinschaftlichen  Er- 
zeugenden |OOt|  noch  eine  Kaumkurve  3.  0.  O^^  gemein 
(S.  229);  und  die  Punkte  dieser  Baumkiurve  besitzen  die  Eigen- 
schaft, dafs  sich  in  jedem  derselben  die  vier  Ebenen  §  |,  vi  rix 
schneiden;  folglich  schneiden  sich  in  einem  solchen  Funkte 
auch  die  beiden  Schnittlinien  {gi^j  und  |Sii7i|.  Dies  sind  aber 
entsprechende  Strahlen  der  kollinearen  Bündel,  also  ihr  Treff- 
punkt einer  der  gesuchten  Punkte.  Umgekehrt  ist  auch  ersieht- 
lieh,  dafs  wenn  irgendwo  zwei  entsprechende  Strahlen  x  x^ 
der  beiden  kollinearen  Bündel  sich  treffen,  dieser  Treffpunkt 
auf  der  Raumkurve  (P^  liegen  mufs,  dem  übrigen  Durch- 
schnitt der  beiden  vorigen  Hyperboloide,  welche  die  Erzeu- 
gende lOOil  gemeinschaftlich  haben.   Denn  sobald  sich  xx^ 
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treffen,  mufs  der  Ebeue  [ax]  die  Ebene  [aiX^]  und  der  Ebene 
[bx]  die  Ebene  [6i^i]  entsprechen,  also  müssen  sich  die  vier 
Ebenen  [_ax]  [bx]  [a^x^]  [piX^]  in  einem  Punkte  schneiden. 
Anstatt  des  Strahlenpaares  bb^  kann  man  auch  irgend 
ein  anderes  Paar  entsprechender  Strahlen  cc^  in  den  Ebenen 
[e  f]  und  [öj  f^]  wählen  und  erhält  dadurch  ein  drittes  Hyper- 
boloid und  durch  Veränderung  des  Strahlenpaares  cc^  ein 
ganzes  Büschel  von  Hyperboloiden,  die  sämtlich  durch  den 
Strahl  I O  O,  I  und  die  Raumkurve  G^>  hindurchgehen;  da  jedes 
Paar  entsprechender  Ebenen  |S|  der  beiden  kolliuearen  Böndel 
DDi  die  Ebenen  [ef]  und  {e^f\]  in  einem  solchen  Paare  ent- 
sprechender Strahlen,  wie  cc^,  schneiden  mufs,  so  ist  die 
Gesamtheit  der  Schnittlinie  I^SJ  =  g  identisch  mit  der  Ge- 
samtheit der  Erzeugenden  der  Regelscharen  sämtlicher  vorigen 
Hyperboloide,  deren  Erzeugende  der  O^^  in  je  zwei  Punkten 
begegnen  (S.  232).  Hier  bietet  sich  also  unmittelbar  die 
Auflösung  der  früher  (S;  255)  behandelten  Aufgabe  dar:  Es 
soll  eine  Raumkurve  C^^>  konstruiert  werden,  von 
welcherzwei  Punkte  0  0|  und  vier  Sekanten  <7i  ^2^.1^4 
gegeben  sind.  Man  braucht  nämlich  nur  D  und  C|  als 
die  Mittelpunkte  zweier  kollinearen  Bündel  anzunehmen  und 
die  kollineare  Beziehung  derselben  durch  die  vier  Paare  ent- 
sprechender Ebenen: 

Ö  {ff\  92  93  9i]    und    D,  fflr,  g^  5^3  g^] 
festzustellen,   alsdann   wird   das  Erzeugnis  der  beiden  kolli- 
nearen   Bündel  eine  Raumkurve   O^^  sein,    welche   den   Be- 
dingungen der  Aufgabe  genügt. 

Um  sämtliche  Hyperboloide  zu  erhalten,  welche  durch 
die  Raumkurve  C^^  gelegt  werden  können,  gehen  wir  von 
einem  beliebigen  Paar  entsprechender  Strahlen  a  Ci  der 
gegebenen  beiden  kollincaren  Bündel  O  0|  aus  und  drehen 
um  a  und  a^  als  Axen  zwei  entsprechende  Ebenen  £S, ;  die 
vermöge  der  kollinearen  Beziehung  zwei  projektivische  Ebenen- 
büschel  beschreiben;  die  Schnittlinie  IISJ  durchläuft  also 
eine  Regelschar  eines  Hyperboloids  W^K  Nehmen  wir  ein 
zweites  beliebiges  Paar  entsprechender  Strahlen  bb^  tun 
welche  wir  entsprechende  Ebenen  t]  t|^  der  kollinearen  Bündel 
drehen,  so  erhalten  wir  ein  zweites  Hyperboloid  33*^.  Diese 
beiden  Hyperboloide  haben  offenbar  die  Erzeugende 
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|[a6],  [a,6,]| 

gemeinschaftlich ;  ihr  übriger  Schnitt  ist  eine  Raunikurve  C^^^ 
und  zwar  der  Ort  derjenigen  Punkte,  in  welchen  sich  die 
7ier  Ebenen  ^l^^riri^  gleichzeitig  schneiden ;  ein  solcher  Punkt, 
durch  welchen  die  vier  Ebenen  |  $,  17  ^|  gehen ,  ist  aber  der 
Schnittpunkt  zweier  Strahlen  ||  i^j  und  |S|  i^i  |;  d.  h.  ein  Punkt, 
in  welchem  sich  zwei  entsprechende  Strahlen  der  gegebenen 
kollinearen  Bündel  treffen.  Der  Ort  solcher  Punkte  ist  daher 
die  Raumkurve  G^K  Sämtliche  Hyperboloide,  welche  durch 
C*^>  gelegt  werden  können,  werden  nun  erhalten  durch  Ver-* 
änderung  des  Strahlenpaares  !aa, !.  Diese  Mannigfaltigkeit 
ist  also  gleich  mächtig  mit  den  Strahlen  eines  Bündels. 

Da  ferner  die  Schnittlinie  \[ab],  [a^b^]\  immer  zwei  Hyper- 
boloiden gemeinschaftlich  ist  und  eine  solche  Erzeugende  der 
Raunikurve  O'*  bekanntlich  (S.  238)  in  zwei  (reellen  oder 
konjugiert-imaginären)  Punkten  begegnet,  so  ist  die  Schnitt- 
linie |[a6],  [^'161]!  eine  Sekante  der  Raumkurve  O'^K  Durch 
Veränderung  der  willkürlichen  Strahlenpaare  aa^,  6  64  er- 
halten wir  sämtliche  Sekanten  der  Raumkurve  O^K  Der  Strahl 
|[a6],  [«ifcill  ist  aber  die  Schnittlinie  zweier  entsprechen- 
den Ebenen  der  gegebenen  kollinearen   Bündel    0  0|,  also: 

Die  Gesamtheit  der  Schnittlinien  je  zweier 
entsprechenden  Ebenen  zweier  kollinearen  Bündel 
bildet  die  Gesamtheit  der  Sekanten  einer  Raum- 
kurve O^K 

Unter  allen  Hyperboloiden,  welche  durch  eine  O^^  gelegt 
werden  können,  giebt  es  insbesondere  Kegel;  wenn  wir  näm- 
licii  statt  des  Strahlenpaares  aa^  das  besondere  Paar  ent- 
sprechender Strahlen  e  e^  oder  f  f\  wählen,  so  begegnen 
sich  die  Axen  der  das  Hyperboloid  erzeugenden  Ebenen- 
büschel, also  degeneriert  dasselbe  in  einen  Kegel  2.  0.; 
die  Raumkurve  O^^  erscheint  also  auch  als  der  übrige  gemein. 
schaftliche  Schnitt  zweier  Kegel  2.  0.,  welche  einen  Kegel- 
strahl gemein  haben.    Dies  Resultat  läfst  sich  umkehren : 

Wenn  zwei  Kegel  zweiter  Ordnung  in  der  Ver- 
bindungslinie ihrer  Mittelpunkte  OO^  einen  ge- 
meinsamen Kegelstrahl  haben,  so  schneiden  sie 
sich    aufaerdem   in    einer   Raumkurve   dritter  Ord- 
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nung  O^^]  verbindet  man  einen  yeränderlichen 
Punkt  r  derselben  mit  D  und  0|  durch  das  Strahlen- 
paar \'0  x\  =^  ^  und  |0|):|  ===  x^,  so  sind  dies  allemal 
zwei  entsprechende  Strahlen  zweier  kollinearen 
Bündel. 

Ferner  ergiebt  sich;  wenn  wir  irgend  einen  Punkt  p  der 
Baumkurve  O^^  nehmen,  also  die  beiden  Strahlen  |  O  p  |  =p 
und  |0|  ))|  =l>i  entsprechende  Strahlen  sind,  und  wir  um  p 
und  Pi  ein  Paar  entsprechender  Ebenen  |S,  der  Bündel 
drehen,  dals  die  Schnittlinie  lHJ  '^  ff  ^^^'^  einen  Kegel  2.  ü. 
beschreiben  wird,  weil  die  Ebenenbüschel  p[6]  "nd  i?, [5,] 
projektivisch  sindj  und  ihre  Axen  in  p  sich  treffen;  die  Schnitt- 
linie (/  =  |g  gj|  ist  aber,  wie  wir  wissen,  allemal  eine  Sekante 
der  C^^^,  also  sind  alle  durch  den  Punkt  )f  der  0^>  gehenden 
Sekanten  Kegelstrahleu  eines  Kegels  2.  0.,  d.  h.  wenn  man 
einen  beliebigen  festen  Punkt  einer  Raumkurve  C^^^ 
mit  allen  übrigen  durch  Strahlen  verbindet,  so  er- 
hält man  sämtliche  Kegelstrahlen  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung.    (S.  231). 

Nimmt  man  einen  beliebigen  andern  Punkt  o  der  Raum- 
kurve  6^^^  und  führt  dieselbe  Konstruktion  aus,  so  erhält  mau 
einen  zweiten  Kegel  o^^^  5  die  beiden  Kegel  0^*^  und  pw  haben 
den  gemeinsamen  Kegelstrahl  1 0  p  |  und  als  übrigen  Schnitt 
die  Raumkurve  (J^^]  folglich  werden  auch  0  und  p  als  die 
Mittelpunkte  zweier  Bündel  gewählt  werden  konneu,  die  in 
kollinearer  Beziehung  stehen,  und  deren  entsprechende  Strahlen 
sich  in  den  Punkten  der  (P^  treffen.  Wir  können  nunmehr 
das  Resultat  aussprechen: 

Irgend  zwei  Punkte  einer  Raumkurve  dritter 
Ordnung  O^^  können  immer  als  die  Mittelpunkte 
zweier  kollinearen  Bündel  aufgefafst  werden,  deren 
entsprechende  Strahlen  sich  in  den  Punkten  der 
Raumkurve  treffen. 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  die  Raumkurve  O^  in  der 
mannigfaltigsten  Weise  durch  zwei  kollineare  Bündel  erzeugt 
werden  kann,  wie  der  Kegelschnitt  durch  zwei  projektiyische 
Büschel  erzeugt  wird.  Es  folgt  ferner,  dafs  die  Raum- 
kurve  O^^  durch  sechs  unabhängig  "Von  einander 
gegebene  Punkte  de«  Raumes  vollständig  bestimmt 
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wird;  denn  wählen  wir  zwei  derselben  zu  Mittelpunktender 
erzeugenden  Bündel  und  verbinden  dieselben  mit  den  vier 
übrigen  durch  Strahlenpaare,  so  erhalten  wir  vier  Paare  ent- 
sprechender Strahlen;  wodurch  gerade  die  kollineare  Beziehung 
der  beiden  Bündel  festgelegt  wird. 

Nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  p  im  Räume, 
der  nicht  auf  der  Raumkurve  C^^^  liegt,  so  werden  die  Strahlen 
|C))|  =p  und  |0,  ^)|  =  ^1  nicht  entsprechende  Strahlen 
der  erzeugenden  kollinearen  Bündel  sein;  ihnen  entsprechen 
in  beiderlei  Sinn  die  Strahlen  p^  und  q,  folglich  werden  die 
Ebenen  [p  q]  und  [p^  q^]  entsprechende  sein^  und  ihre  Schnitt- 
linie g  ist  eine  Sekante  der  Raumkurve ,  welche  offenbar 
durch  den  Punkt  p  geht;  und  zwar  ist  dies,  wie  aus  der  Kon- 
struktion hervorgeht;  die  einzige  Sekante  der  O^^,  welche 
durch  den  gegebenen  Punkt  )>  geht;  d.  h.: 

Durch   einen    beliebigen  Punkt   p   des  Raumes, 
der   nicht   auf    einer    als    Erzeugnis    zweier    kolli- 
nearen Bündel  gegebenen  Raumkurve  dritter  Ord- 
nung liegt;  giebt   es    immer    eine    einzige   Sekante 
derselben;    dieselbe   wird    erhalten    dadurch,    dafs 
wir  den  Punkt  )>  mit   den   Mittelpunkten  OD]   der 
erzeugenden  Bündel    durch  die  Strahlen  p   und  q^ 
verbinden,    die    entsprechenden  Strahlen  |),    und  q 
aufsuchen  und  durch   ))  den  einzigen  Strahl  ziehen; 
welcher  p,  und  q  gleichzeitig  trifft.     Hierdurch  haben 
wir  eine  sehr  einfache  Lösung  der  Aufgabe  erhalten: 

Eine    Raumkurve    O^^    wird   durch    sechs    unab- 
hängig von  einander  gegebene  Punkte  bestimmt;  es 
soll    durch   einen    gegebenen   siebenten    Punkt   die 
(ei  nzige)Sekante  der  Raumkurve  (7<^)gezogen  werden. 
Die  besonderen  Strahlen    f  und  e^ ,  welche  den    in    der 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  vereinigten  Strahlen  e  =  f^ 
^==    ( O  O]  \    der   beiden   erzeugenden  kollinearen  Bündel  ent- 
sprechen,   haben   eine  leicht  erkennbare    Beziehung   zu    der 
fTzeugten  Ranmkurve  CP^\  da  nämlich  je  zwei   Verbindungs- 
strafalen  |0  ):|  und  |0|  ji*|  der  Mittelpunkte  mit  einem  veränder- 
lichen Kurven punkt  immer   zwei  entsprechende  Strahlen  der 
kol linearen   Bündel  sind;    so  wird,  wenn  y:  nach   O  hinein- 
rückt, die   Sekante  |Ot|   die  Tangente  der   Raumkurve  im 
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Punkte  O  werden,  d.  h.  der  dem  Strahle  /*,  entsprechende 
Strahl  f  berührt  die  Raumkurve  in  O,  und  der  dem  Strahle  e 
entsprechende  Strahl  6,  berührt  die  Raumkurve  im  Punkte 
O,,  also: 

Sind  bei  zwei  kollineareu  Bündeln  0  0|,  deren 
Erzeugnis  eine  Raumkurve  6^*^  ist,  in  der  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  die  Strahlen  e  und/*, 
vereinigt;  so  entsprechen  ihnen  in  beiderlei  Sinu 
(/'und  ß,)  die  Tangenten  der  Raum  kurve  in  den  Mittel- 
punkten der  erzeugenden  Bündel.  Der  Ebene  [ee^, 
als  dem  durch  e  gelegten  Ebenenbüschel  des  Bün- 
dels O  angehörig,  entspricht  die  durch  e^  gehende 
Schmiegungsebene  der  Raumkurve  im  Punkte  C| 
und  der  Ebene  [/'/',],  als  dem  Bündel  O,  angehorig 
entspricht  im  BündeJ  O  die  durch  f  gehende 
Schmiegungsebene   der  Raumkurve   im   Punkte  O. 

Die  Rechtfertigung  der  letzten  Behauptung  geht  aus 
folgender  Bemerkung  hervor: 

Einer  um  den  Strahl  6«»  |ODi|  gedrehten  Ebene  |  im 
Bündel   D   entspricht  im  Bündel  O^  eine  um  den  Strahl  e,, 
die  Tangente  der  Raumkurve  in  Dp  sich  drehende  Ebene  £,y 
und  zwar  ist  der  Schnitistrahl  zweier  entsprechenden  Ebenen 
|I5, 1  allemal  eine  durch  D,  gehende  Sekante  der  iP^j  d.  h. 
wenn  wir  einen  veränderlichen  Punkt  y  auf  der  Raumkurve  C^^ 
laufen  lassen,  so  werden  die  Ebenen  [cj:]  =  6  ^^^  \ß\  V]  =  Si 
allemal  zwei  entsprechende  Ebenen  der  beiden  projektiviseben 
Ebenenbüschel  sein,  deren  Axen  e  und  e^  sind;  gelangt  nun 
insbesondere    der  variable  Punkt   x   nach    O,,    so    geht  die 
Ebene  5  in  die  Ebene   [ce,J   über  und  die  entsprechende  in 
die   Schmiegungsebene  der  Raumkurve   (P^   im   Punkte  Cp 
weil  der  dritte  Schnittpunkt  y.  einer   durch  die  Tangente  f, 
der  Raumkurve  gelegten  Ebene    mit   derselben    in    den  Be- 
rührungspunkt  selbst    hineinrückt.      Wir    erkennen    hieraas 
auch,  dais  die  Schmiegungsebene  in  0|  die  Berührungsebene 
des    Kegels   ist,    der    von  D,    durch   die   Raumkurve  gelegt 
werden  kann,  längs  desjenigen  Kegelstrahls  e^j  welcher  Tan- 
gente  der  Raumkurve  im  Punkte  O,   ist.     Das  Analoge  gilt 
natürlich    auch   für   den    Punkt    O.     Da  jede   zwei   Punkte 
einer  Raumkurve  (7^>,  wie  wir  gesehen  haben,  als  Mittelpunkte 
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zweier  kollinearen  Bündel  zur  Erzeugung  der  O^)  gewählt 
werden  können,  so  läfst  sich  hiernach  an  jedem  Punkte  der 
CP^  die  Tangente  und  die  Schmiegungsebene  konstruieren; 
aber  auch  die  Aufgabe: 

Wenn  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung  CP^  als 
das  Erzeugnis  zweier  kollinearen  Bündel  OD|  ge- 
geben ist,  in  einem  beliebigen  Punkte  >:  derselben 
die  Tangente  und  die  Schmiegungsebene  zu  kon- 
struieren, 
iä/st  sich  unmittelbar  losen,  wie  folgt: 

Wir   haben  gesehen,    dafs   dem  doppelt   aufzufassenden 

Strahle : 

100,|  =  c  =  /-,     ■ 

die   beiden  Tangenten   e,    und  f  der  Raumkurve  C<^^  in   den 
Punkten   0|   und  D  entsprechen,   also  durch  die  gegebenen 
kollinearen  Bündel   bekannt  sind.     Ferner  sind  e  und  e,  die 
Axen  zweier  entsprechenden  Ebenenbüschel  in  den  kollinearen 
Bündeln,  und  da  e  e^  sich  in  D|  treffen,  so  sind  die  Schnitt- 
linien  entsprechender  Ebenen  dieser    beiden   projektivischen 
Ebenen büschel  die  Strahlen  eines  Kegels  2.  0.  Df^  welcher 
von  samtlichen  durch  Dj  gehenden  Sekanten  der  C'^^  gebildet 
wird,    weil  jede  Schnittlinie  zweier   entsprechenden  Ebenen 
der  kollinearen  Bündel  eine  Sekante  der  C^^^  ist.    Wir  wissen 
sodann,  dafs  der  Ebene  [ßej],  im  Ebenenbüschel  {e)  aufgefafst, 
die    durch    e^    gehende    Schmiegungsebene   tar,    der    C^^^    im 
Punkte  D|  entsprechen  mufs,   welche  zusammenfallt  mit  der 
BerQhrungsebene  des  Kegels  Of  ^  längs  des  Kegelstrahls  6, ; 
aber  derselben  Ebene  [f^e^],  im  Ebenenbüschel  e^  aufgefafst, 
entspricht   die  Ebene    [f€\,    welche    zusammenfallt   mit   der 
Berfihrongsebene  des  Kegels  Df  ^  längs  des  Kegelstrahls  f^  <»  e, 
und  diese  Ebene  [f'e]  geht,  wie  wir  sehen,  durch  don  Strahl  f, 
d.  h.  durch  die  Tangente  der  C<3>  im  Punkte  O.   Wir  schliefsen 
also:  Die  Berührungsebene  am  Kegel  Of^   längs  des 
Kegelstrahls    |0|D|   geht   durch   die   Tangente    der 
C'^^^  im  Punkte  O,  und  ebenso  geht  die  Berührungs- 
ebene   am   Kegel  O^^-    längs  des  Kegelstrahls  |OOi| 
durch   die  Tangente  der  C'^^^  im  Punkte  O, . 

Nehmen   wir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  x  der  Raum- 
kui-ve  C7^%  so  müssen 
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entsprechende  Strahlen  der  gegebenen  kollinearen  Bündel 
sein.  Dieselben  werden  daher  die  Axen  entsprechender  pro- 
jektivischer  Ebenenbüschel  sein  in  den  gegebenen  Bündeln 
O  0| ,  und  je  zwei  entsprechende  Ebenen  ^  |,  schneiden  sich 
in  einem  Eegclstrahl  eines  Kegels  2.  0.  x^^\  welcher  den 
Punkt  X  zum  Mittelpunkt  und  die  durch  denselben  gehenden 
Sekanten  der  C^^^  zu  Kegelstrahlen  hat. 

Um  die  Tangente  t^  in  dem  Punkte. je  der  RaumkurTe 
C^^>  zu  konstruieren,  brauchen  wir  nach  dem  vorigen  Satze 
nur  den  Punkt  x  einmal  mit  O  und  das  andere  Mal  mit  C| 
zu  vertauschen,  d.  h.: 

Man  konstruiere  die  Berührungsebene  des  Ke- 
gels O^^^  längs  des  Kegelstrahls  |0^*|=^  und  die 
Berührungsebene  des  Kegels  D^^^  längs  des  Kegel- 
strahls \OiX\  =  ^i,  dann  schneiden  sich  diese  beiden 
Berührungsebenen  in  der  gesuchten  Tangente  ^^ 
der  Raumkurve  C^^^  am  Punkte  j:. 

Um  die  Schmiegungsebene  T;  in  dem  Punkte  x  der 
Raumkurve  (7^^>  zu  konstruieren^  brauchen  wir  nur  die  Be- 
rührungsebene des  Kegels  x^^^  längs  des  Kegelstrahls  ^  auf- 
zusuchen. Von  diesem  Kegel  x^^^  kennt  man  aber  den  Kegel- 
strahl \x^\  und  seine  Berührungsebene  [xf]}  den  Kegelstrahl 
|)i*Di|  und  seine  Berührungsebene  [xe^]  und  aulserdem  den 
Kegelstrahl  ^;,  dessen  Berührungsebene  t^  demnach  in  be- 
kannter Weise  konstruiert  wird: 

Man  bestimme  die  Schnittlinie  der  Ebenen 
[<y£),]  und  [jc/],  zweitens  die  Schnittlinie  der  Ebe- 
nen [fjO]  und  [^re^];  die  Ebene,  welche  beide  Geraden 
verbinde};,  schneidet  die  Ebene  [xxi]  in  einem 
Strahle,  welcher  mit  t^  durch  eine  Ebene  verbun- 
den die  gesuchte  Schmiegnngsebene  r^  der  Raum- 
kurve C^^^  im  Punkte  x  liefert. 

Hierdurch  sind  wir  nun  auch  auf  dem  Standpunkte  an- 
gelangt, von  welchem  unsere  Untersuchung  auf  S.  266  und 
276  ausging,  die  zu  dem  Identitätsbeweise  der  RaumkurTe« 
3.  0.  und  dritter  Klasse  und  zu  den  wesentlichsten  E«igen- 
Schäften  dieser  Raumkurven  führte.    Wir  können  daher  hier 
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auf  die  früheren  Betrachtungen  verweisen  und  bemerken  nur 
noch,  dals  auch  die  Erzeugung  der  Raumkurve  C^^^  durch 
zwei  kollineare  Bündel  O  und  Oj  zu  den  verschiedenen  Kon- 
struktionen führt,  von  denen  einige  in  §  32  und  §  33  gegeben 
wurden.    In  der  That  erkennt  man  sofort,  dafs  sechs  beliebig 
gegebene  von  einander  unabhängige  Punkte  zur  Bestimmung 
der  Raumkurve  C^^^  notwendig  und  hinreichend  siud;  denn 
wählt  man   zwei    derselben   O  O,   zu  Mittelpunkten   zweier 
Bündel  und  verbindet  die  vier  übrigen  durch  Strahlenpaare 
mit  jenen,  so  ist  die  kollineare  Beziehung  der  beiden  Bündel 
durch  diese  vier  Paare   entsprechender  Strahlen  gerade  be- 
stimmt, also  auch  die  Raumkurve  zu  konstruieren.    Ebenso 
unmittelbar  ergiebt  sich  auch  die  Konstruktion  der  Raumkurve 
durch   zwei   Punkte    und   vier  Sekanten    derselben    (S.  442), 
sowie  durch  drei  Punkte  und  drei  Sekanten,  und  endlich  durch 
fünf  Punkte  und  eine  Sekante,  indem  wir  jedesmal  zwei  von 
den  Punkten  zu  Mittelpunkten  zweier  Bündel  wählen  dürfen 
und  die  kollineare  Beziehung  derselben  entweder  durch  vier 
Paare  entsprechender  Ebenen  oder  durch  ein  Paar  entspre- 
chender Strahlen  und  drei  Paare  entsprechender  Ebenen ,  oder 
endlich  durch  ein  Paar  entsprechender  Ebenen  und  drei  Paare 
entsprechender    Strahlen    herstellen    (S.  352),    die    allemal 
durch  die  übrigen  Bestimmungsstücke  geradezu  gegeben  sind. 
Dagegen  stellt  sich  auch  hier,  wie  in  §  33,  heraus,  dals  durch 
vier  Punkte  und  zwei  Sekanten  keine  Raumkurve  C^^^  gelegt 
werden  kann,  weil,    wenn  wir  zwei  von    den  Punkten   zu 
Mittelpunkten  DSD]   der  Bündel  wählen,  die  kollineare  Be- 
ziehung derselben  durch  die  übrigen  Bestimmungsstücke  nicht 
hergestellt  werden  kann  (S.  352).    Die  Aufgabe,  durch  einen 
Punkt  und  fünf  Sekanten  eine  C^^^  zu  legen,  welche  oben 
(S.  207)  gelöst  ist,  läfst  sich  auch  hier,  von  der  Erzeugung 
durch  zwei  kollineare  Bündel  aus,  lösen,  doch  überlassen  wir 
diese  Ausführung  dem  Leser. 

Dagegen  wollen  wir  noch  auf  zwei  besondere  Fälle  auf- 
merksam machen,  in  denen  die  Raumkurve  (7<^>  zerfällt: 

1)  Wenn  die  beiden  gegebenen  kollinearen  Bündel  D  und 
0|  insbesondere  eine  solche  Lage  zu  einander  haben,  dafs,  wäh- 
rend den  in  ]  O  0|  |  =  6  =  /\  vereinigten  Strahlen  die  Strahlen 
?i  und  f  entsprechen,  die  Ebene  [ef]  mit  der  entsprechenden 
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entsprechende  Strahlen  der  gegebenen  kollinearen  Bündel 
sein.  Dieselben  werden  daher  die  Axen  entsprechender  pro- 
jektivischer  Ebenenbüschel  sein  in  den  gegebenen  Bündehi 
O  O, ,  und  je  zwei  entsprechende  Ebenen  5  S|  schneiden  sich 
in  einem  Kegelstrahl  eines  Kegels  2.  0.  x^^U  welcher  den 
Punkt  X  7'^^^  Mittelpunkt  und  die  durch  denselben  gehenden 
Sekanten  der  C^^^  zu  Kegelstrahlen  hat. 

Um  die  Tangente  t^  in  dem  Punkte. )c  der  Raumkurve 
C^^>  zu  konstruieren,  brauchen  wir  nach  dem  vorigen  Satze 
nur  den  Punkt  j:  einmal  mit  D  und  das  andere  Mal  mit  Ci 
zu  vertauschen,  d.  h.: 

Man  konstruiere  die  Berührungsebene  des  Ke- 
gels O^^^  längs  des  Kegelstrahls  |C)x|=ä'  u^id  die 
Berührungsebene  des  Kegels  Cf^  längs  des  Kegel- 
strahls lOiJCJ'^a^i,  dann  schneiden  sich  diese  beiden 
Berührungsebenen  in  der  gesuchten  Tangente  t^ 
der  Raumkurve  C*'^  am  Punkte  j:. 

Um  die  Schmiegungsebene  r^  in  dem  Punkte  x  der 
Raumkurve  C^^^  zu  konstruieren,  brauchen  wir  nur  die  Be- 
rührungsebene des  Kegels  x^^^  längs  des  Kegelstrahls  tj  auf- 
zusuchen. Von  diesem  Kegel  x^^^  kennt  man  aber  den  Kegel- 
strahl \x^\  uiid  seine  Berührungsebene  [yf]}  den  Kegelstrahl 
jjcOil  und  seine  Berührungsebene  [xe^]  und  aufserdem  den 
Kegelstrahl  t^y  dessen  Berührungsebene  t^  demnach  in  be- 
kannter Weise  konstruiert  wird: 

Man  bestimme  die  Schnittlinie  der  Ebenen 
[^0|]  und  [):/]>  zweitens  die  Schnittlinie  der  Ebe- 
nen [fjO]  und  [jcci]  5  die  Ebene,  welche  beide  Geraden 
verbinde};,  schneidet  die  Ebene  [PiC\]  in  einem 
Strahle,  welcher  mit  t^  durch  eine  Ebene  verbun- 
den die  gesuchte  Schmiegungsebene  r^  der  Raum- 
kurve C^^^  im  Punkte  x  liefert. 

HijBrdurch  sind  wir  nun  auch  auf  dem  Standpunkte  an- 
gelaugt, von  welchem  unsere  Untersuchung  auf  S.  266  und 
276  ausging,  die  zu  dem  Identitätsbeweise  der  Raumkarven 
3.  0.  und  dritter  Klasse  und  zu  den  wesentlichsten  ESigen- 
Schäften  dieser  Raumkurven  führte.    Wir  können  daher  hier 
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auf  die  früheren  Betrachtungen  verweisen  und  bemerken  nur 
noch,  dals   auch  die  Erzeugung  der  Raumkurve   C^'J   durch 
zwei  kolliueare  Bündel  O  und  Oi  zu  den  verschiedenen  Kon- 
straktionen führt,  von  denen  einige  in  §  32  und  §  33  gegeben 
wurden.    In  der  That  erkennt  man  sofort,  dafs  sechs  beliebig 
gegebene  von  einander  unabhängige  Punkte  zur  Bestimmung 
der  Raumkurve   C^^>  notwendig  und  hinreichend  sind;   denn 
wählt  man   zwei    derselben   O  Dt   zu  Mittelpunkten   zweier 
Bündel   und  verbindet  die  vier  übrigen  durch  Strahlenpaare 
mit  jenen,  so  ist  die  kollineare  Beziehung  der  beiden  Bündel 
durch  diese  vier  Paare   entsprechender  Strahlen  gerade  be- 
stimmt, also   auch  die  Raumkurve  zu  konstruieren.     Ebenso 
unmittelbar  ergiebt  sich  auch  die  Konstruktion  der  Raumkurve 
durch    zwei   Punkte    und    vier  Sekanten    derselben    (ö.  442), 
sowie  durch  drei  Punkte  und  drei  Sekanten,  und  endlich  durch 
fünf  Punkte  und  eine  Sekante,  indem  wir  jedesmal  zwei  von 
den  Punkten  zu  Mittelpunkten  zweier  Bündel  wählen  dürfen 
und  die  kollineare  Beziehung  derselben  entweder  durch  vier 
Paare   entsprechender  Ebenen  oder  durch  ein  Paar  entspre- 
chender Strahlen  und  drei  Paare  entsprechender  Ebenen ,  oder 
endlich  durch  ein  Paar  entsprechender  Ebenen  und  drei  Paare 
entsprechender    Strahlen    herstellen    (S.   352),     die    allemal 
durch  die  übrigen  Bestimmungsstücke  geradezu  gegeben  sind. 
Dagegen  stellt  sich  auch  hier,  wie  in  §  33,  heraus,  dals  durch 
vier  Punkte  und  zwei  Sekanten  keine  Raumkurve  C^^^  gelegt 
werden  kann,  weil,    wenn  wir  zwei  von    den  Punkten   zu 
Mittelpunkten  O  O^   der  Bündel  wählen,  die  kollineare  Be- 
ziehung derselben  durch  die  übrigen  Bestimmungsstücke  nicht 
hergestellt  werden  kann  (S.  352).    Die  Aufgabe,  durch  einen 
PiLcJrt  und  fünf  Sekanten  eine  C^^^  zu  legen,  welche  oben 
(S.    2Ö1)  gelöst  ist,  läfst  sich  auch  hier,  von  der  Erzeugung 
durch  zwei  kollineare  Bündel  aus,  lösen,  doch  überlassen  wir 
diese    Ausführung  dem  Leser. 

Oagegen  wollen  wir  noch  auf  zwei  besondere  Fälle  auf- 
merksam machen,  in  denen  die  Raumkurve  C^^^  zerfällt: 

ly  Wenn  die  beiden  gegebenen  kollinearen  Bündel  O  und 

D  j  insbesondere  eine  solche  Lage  zu  einander  haben,  dafs,  wäh- 

-ezjd  den  in  |OOi  |  =  c  =  /\  vereinigten  Strahlen  die  Strahlen 

ruicl    /  entsprechen ,  die  Ebene  [ef]  mit  der  entsprechenden 
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Ebene  [eif^l  zusammenfallt,  also  die  Tangenten  e,  und  f  in 
den  Punkten  Dt  und  O  in  einer  Ebene  liegen;  dann  zerßLUt 
das  Erzeugnis  C^^\  denn  in  den  zusammenfallenden  Ebenen 
\ef]  und  [Cj/'j]  sind  O  und  O,  die  Mittelpunkte  zweier  ent- 
sprechenden projekti vischen  Strahlenbüschel ,  von  denen  je 
zwei  entsprechende  Strahlen  x  sc^  sich  treffen  müssen;  ihre 
Schnittpunkte  j:  liegen  daher  auf  einem  Kegelschnitt  C^, 
welcher  ein  Teil  des  Ortes  C^^J  ist.  Zweitens  werden-  aber 
auch  die  projekti  vischen  Ebenenbüschel  in  den  beiden  kolli- 
nearen Bündeln,  deren  Axen  e  und  e^  sind,  perspektivisch 
liegen,  weil  ihre  Axen  sich  treffen  und  in  der  sie  verbindenden 
Ebene  zwei  entsprechende  Ebenen  vereinigt  sind  (S.  7), 
folglich  zerfällt  der  Kegel  OJ^^  auf  welchem  die  Raumkurve 
liegen  muis,  in  ein  Ebenenpaar,  von  welchem  [ee^]  eine  Ebene 
ist;  aus  gleichem  Grunde  zerfällt  auch  der  Kegel  D^^  das 
Erzeugnis  der  beiden  projektivischeu  Ebenenbüschel  mit  den 
Axen  f  und  /\,  in  ein  Ebenenpaar,  von  welchem  die  vorige 
Ebene  [fQ  ein  Teil  ist.  Die  beiden  Kegel  O^  Oi«>  haben  also 
aufser  den  zusammenfallenden  Ebenen  lee{]  =»  [//J  noch  die 
Schnittlinie  der  beiden  übrigen  Ebenen,  d.  h.  eine  Gerade 
l  gemeinsam.  Diese  wird  aufserhalb  jener  Ebene  liegen, 
aber  notwendig  dem  vorigen  Kegelschnitt  C^^  in  einem 
Punkte  begegnen;  denn  sei  von  dem  in  ein  Ebenenpaar  zer- 
fallenden Kegel  ©f*^  der  von  [ef]  verschiedene  Teil  die 
Ebene  e,  welche  dem  Kegelschnitt  C^^^  aufser  in  O  in  einem 
zweiten  Punkte  2)  begegne,  so  wird  die  Ebene  s  auch  als 
eine  dem  Bündel  O  angehörige  aufgefafst  werden  können, 
und  die  ihr  entsprechende  Ebene  Sj  im  Bündel  O]  wird  dann 
notwendig  diejenige  Ebene  sein,  welche  von  dem  in  ein 
Ebenenpaar  zerfallenden  Kegel  Of^  der  von  [e^f^]  verschiedene 
Teil  ist,  also  ist  die  Schnittlinie: 


denn  da  l  ein  Teil  der  C^^>  ist,  so  werden  alle  Strahlen- 
paare von  O  und  O]  nach  den  Punkten  von  l  hin  ent- 
sprechende Strahlen  sein  in  den  beiden  kollinearen  Bündeln, 
folglich  auch  £  und  b^  entsprechende  Ebenen  und  da  die 
Schnittlinie  von  s  mit  [ef\  entsprechend  sein  mufs  der 
Schnittlinie  von  s^  mit  [e^f^]f  diese  beiden  Strahlen  sich  aber 
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auf  dem  Kegelschnitt  O^^  schneiden  müssen;  so  folgt,  dafs  l 
durch  den  Punkt  S)  gehen  mufs  oder  den  Kegelschnitt  C^^^ 
trifft.  In  diesem  Falle  artet  also  die  Raumkurve  C^') 
aus  in  einen  Kegelschnitt  C^^^  und  eine  Gerade  Z, 
welche  dem  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  be- 
gegnet. 

2)  Wenn  die  beiden  gegebenen  kollinearen  Bündel  D 
und  Of  insbesondere  eine  solche  Lage  zu  einander  haben, 
dafs  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  D  O^  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  hineinfallen  |£)0,  |  «=  c  —  /\  =  €,  =  ^ 
dann  zerfallt  die  Kurve  O^^  wiederum ,  indem  diese  Gerade 
|COi|  =  i  einen  Teil  der  Kurve  bildet;  denn  jeder  Punkt 
der  zusammenfallenden  entsprechenden  Strahlen  kann  als  ein 
Punkt  des  Ortes  O^^  angesehen  werden.  Ferner  sind  aber 
die  zusammenfallenden  Strahlen  e  e^  die  Äxen  entsprechender 
projektivischen  Ebenenbüschel  in  den  kollinearen  Bündeln, 
und  da  diese  Ebenenbüschel  koaxial  liegen,  so  haben  sie  ein 
reelles  oder  konjugiert-imaginares  Paar  Doppelebenen  (S.  15). 
Sind  diese  reell,  so  haben  wir  in  einer  derselben  zwei  pro* 
jektivische  Strahlenbüschel  um  O  und  Ot;  die  perspektivisch 
liegen  müssen,  weil  in  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
zwei  entsprechende  Strahlen  hineinfallen,  folglich  liegen  die 
Schnittpunkte  aller  übrigen  Paare  entsprechender  Strahlen 
auf  einer  Geraden  g^  die  daher  dem  Orte  O^)  angehört;  aus 
gleichem  Grunde  erhalten  wir  in  der  zweiten  Doppelebene 
eine  Gerade  g\  In  diesem  Falle  artet  also  die  Raum- 
kurve C<^>  in  drei  gerade  Linien  Igg'  aus,  von  denen 
eine  l  den  beiden  übrigen  g g'  begegnet;  die  Ebenen 
[Ig^  und  [lg']  können  auch  konjugiert-imaginär  sein,  in  wel- 
chem Falle  die  Geraden  g  und  g  nicht  reell  sind. 

Das  dem  Erzeugnis  zweier  kollinearen  Bündel  dual-gegen- 
uberstehende  Erzeugnis  zweier  kollinearen  Felder  ist  die 
Raumkurve  dritter  Klasse,  deren  Identität  mit  der  Raum- 
kurve C<^>  wir  oben  (S.  272)  nachgewiesen  haben,  d.  h.  die- 
selbe Raumkurve,  als  Aufeinanderfolge  von  Punkten  aufgefafst, 
ist  die  Raumkurve  dritter  Ordnung,  als  Aufeinanderfolge  von 
Schmiegungsebenen  aufgefafst,  die  Raumkurve  dritter  Klasse, 
und  ihre  Erzeugung  ist  nunmehr  folgende: 

Sind  die  Ebenen  s  und  s^  die  Träger  zweier  im 

29* 
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Räume  beliebig  gegebenen  kollinearen  Felder,  so 
wird  nicht  jeder  Strahl  x  (in  der  Ebene  i)  seinem 
entsprechenden  x^  (in  der  Ebene  £,)  begegnen,  wohl 
aber  findet  dies  bei  einer  (einfachen)  Unendlich- 
keit von  Strahlenpaaren  statt,  und  sämtliche  durch 
solche  Strahlenpaare  bestimmten  Ebenen  sind  die 
Schmiegungsebenen  einerRaumkurve  dritterKlasse. 
Jede  Verbindungslinie  zweier  entsprechenden  Punkte  der  beiden 
kollinearen  Felder  ist  Schnittlinie  zweier  reellen  oder  kon- 
jugiert-imaginären  Schmiegungsebenen,  und  die  Totalität  aller 
solchen  Schnittlinien  ist  so  im  Räume  verbreitet^  dafs  in  jeder 
beliebigen  Ebene  eine  und  nur  eine  derselben  liegt,  die  auf 
folgende  Art  gefunden  wird:  Eine  beliebige  Ebene  a  schneide 
die  ebenen  Träger  €  s^  der  gegebenen  kollinearen  Felder  in 
den  beiden  Strahlen  x  und  y^,  denen  in  beiderlei  Sinn  est- 
sprechend seien  die  Strahlen  x^  und  y;  yerbindet  man  die 
Punkte,  in  welchen  diese  beiden  Strahlen  o;,  und  y  der  Ebene 
a  begegnen,  so  ist  die  Verbindungslinie  die  gesuchte  Schnitt- 
linie zweier  Schmiegungsebenen. 

Die  ganze  der  obigen  dual -gegenüberstehende  Unter- 
suchung des  Erzeugnisses  zweier  kollinearen  Felder  in  all- 
gemeiner Lage  kann  derselben  in  bekaAnter  Weise  nachgebil- 
det werden,  so  dafs  wir  die  Ausführung  füglich  unterlassen 
dürfen,  zumal  ein  Teil  der  hier  a\iftretenden  Resultate  bereits 
früher  in  den  §§  31—39  hervorgehoben  ist. 

§  52.    Die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  als  Erseugnis 

zweier  reziproken  Bündel. 

Wenn  zwei  reziproke  Bündel  O  und  D|  beliebig  im 
Räume  gegeben  sind,  so  dafs  einem  beliebigen  Strahle  x  des 
Bündels  D  eine  bestimmte  Ebene  |,  des  Bündels  Cj  und 
gleichzeitig  einem  beliebigen  Strahle  x^  des  Bündels  0|  eine 
bestimmte  Ebene  g  des  Bündels  O  und  umgekehrt  entspricht, 
und  die  entsprechenden  Elemente  in  der  oben  (S.  351)  be- 
schriebenen Abhängigkeit  der  reziproken  Beziehung  ta  ein- 
ander stehen,  dann  kann  man  fragen  nach  dem  gesamten 
Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Elemente 
und  diesen  Ort  als  das  Erzeugnis  der  gegebenen  rezi- 
proken Bündel  definieren. 
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Dafs  im  allgemeinen  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  im 
Baume  zwei  Punkte  des  gesuchten  Ortes  enthalten  sind;  er- 
kennen wir  leicht  aus  folgender  Betrachtung: 

Wenn  wir  auf  der  Geraden  g  einen  veränderlichen  Punkt 
V  laufen  lassen,  so  beschreibt  |  D  7:  |  ein  ebenes  Strahlenbüschel, 
welchem   ein   bestimmtes,   mit  ihm   projektivisches  Ebenen- 
büschel  im  Bündel  Oj   entspricht;   die   Ebenen    dieses    Bü-. 
schels  schneiden  auf  der  Geraden  g  eine  zweite  mit  ;:  pro- 
jektivische  Punktreihe   aus,   und   die  Doppelelemente   dieser 
beiden  zusammenliegenden  projektiyischen  Punktreihen  sind 
offenbar  Punkte  des  gesuchten  Ortes.     Wir  schliefsen   also: 
Auf  einer  beliebigen   Geraden  im  Baume  sind 
im   allgemeinen  zwei  Punkte  des  gesuchten  Ortes 
vorhanden,    die    entweder    beide    reell    sind,    oder 
zusammenfallen,    oder    konjugiert- imaginär    sein 
können;     sollten    insbesondere    drei    Punkte    des 
Ortes   auf  einer   Geraden   g    liegen,    dann    müssen 
sämtliche  Punkte  derselben  dem  Orte   angehören, 
denn  alsdann  müssen  die  auf  einander  liegenden  projektivi- 
schen  Punktreihen  identisch  sein,  also  jeder  Punkt  ein  Doppel- 
punkt derselben. 

Wir  schliefsen  hieraus,  dafs  der  gesuchte  Ort  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  ist,  und  können  dies  weiter  be- 
stätigen, wie  folgt: 

Ii^end  einer  durch  den  Mittelpunkt  O  des  einen  Bündels 
gelegten  Ebene  |  entspricht  ein  bestimmter  Strahl  x^  des 
Bündels  Oi  und  den  durch  O  in  der  Ebene  §  gezogenen 
Strahlen  eines  ebenen  Strahlenbüschels  die  durch  x^  «gehenden 
Ebenen  eines  Ebenenbüschels,  welches  mit  dem  vorigen  Strah- 
lenbüschel projektivisch  ist;  die  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Elemente  solcher  zwei  Gebilde  sind  daher  in  der  Ebene  | 
gelegen,  nämlich  die  Punkte  eines  Kegelschnittes  |('>,  der 
darch  die  Punkte  O  und  ):  =«  (5,  a;,)  hindurchgeht,  und  dessen 
Tangenten  in  diesen  Punkten  leicht  bestimmt  werden  können. 
Der  Ebene  [i^jO]  im  Bündel  O,  aufgefafst  entspricht  näm- 
lich ein  bestimmter  Strahl  im  Bündel  D,  welcher  offenbar 
die  Tangente  im  Punkte  O  am  Kegelschnitt  g^^^  ist,  und  dem 
Strahle  jO):;,  im  Bündel  O  aufgefafst,  entspricht  eine  be- 
stimmte  durch  07]  gehende  Ebene  des  Bündels  Oj,  welche 
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die  Ebene  |  in  der  Tangente  des  Kegelschnittes  $<')  im  Punkte 
j:  schneiden  wird. 

Wir  schliefsen  also: 

Jede  durch  einen  der  beiden  Mittelpunkte  der  ge- 
geben en  Bündel,  etwa  durch  O,  beliebig  gelegte  Ebene 
I  enthält  unendlich  viele  Punkte  des  gesuchten 
Ortes^  welche  auf  einem  durch  O  gehenden  Kegel- 
schnitte |(*^    liegen.     Wird  die  Ebene  |  im  Bündel 

0  von  dem  entsprechenden  Strahle  x^  des  Bündels 

01  in  dem  Punkte  j:  getroffen,  und  zieht  man  den 
Strahl  |0>:|  =  y;  so  entspricht  ihm  eine  Ebene  17,  im 
Bündel  Oi;  die  Schnittlinie: 

ist  allemal  Tangente  des  Kegelschnittes  g<^>;  sie  ist 
also  auch  Tangente  der  Ortsoberfläche,  d.  h.  sie  ent- 
hält zwei  zusammenfallende  Punkte  derselben.  Hieraus  be- 
stätigt sich  nochmals  das  früher  erkannte  Resultat;  nämlich 
dafs  der  Ort  aller  Schnittpunkte: 

dar,) 

identisch  ist  mit  dem  Ort  aller  Schnittpunkte: 

nämlich  dasselbe  Erzeugnis  der  beiden  gegebenen  reziproken 
Bündel,  mag  man  das  eine  als  Strahlen-,  das  andere  als 
Ebenenbündel  auffassen  oder  umgekehrt. 

Verändern  wir  beliebig  die  durch  O  gelegte  Ebene  |,, 
so  verändert  sich  auch  der  Kegelschnitt  |(^>,  aber  wenn  x^ 
der  der  Ebene  |  entsprechende  Strahl  des  Bündels  Di  istj 
wie  obeU;  so  entspricht  allemal  der  Ebene  [a7|0]  im  Bündel 
Dl  die  Tangente  am  Kegelschnitt  g^^)  im  Punkte  O.  Da  nun 
alle  diese  Ebenen  [x^O']  beständig  durch  den  festen  Stahl 
|OiO|  gehen,  so  liegen  jene  Tangenten  sämtlich  in  einer 
Ebene;  wir  nennen  diese  die  Berührungsebene  der  er- 
zeugten Oberfläche  im  Punkte  O.     Wir  schliefsen  also: 

Legt  man  durch  einen  der  beiden  Mittelpunkte, 
der  gegebenen  Bündel,  etwa  durch  O,  beliebig  viele 
Ebenen  §,  so  enthält  jede  derselben  einen  EegeN 
schnitt  gw^  der  dem  gesuchten  Orte  angehört  Die 
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Tangenten  aller  dieser  Kegelschnitte  im  Punkte  O 
liegen  in  einer  und  derselben  Ebene^  nämiicli  der- 
jenigen, welche  dem  Strahle  |0|0|  als  dem  Bündel 
Ol  angehörig  im  Bündel  O  entspricht,  und  das 
Gleiche  gilt  für  £)|,  also: 

Dem  in  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
O  0|  der  gegebenen  Bündel  vereinigten  Strahle 
der  beiden  Bündel  entsprechen  in  beiderlei  Sinn 
die  Berührungsebenen  der  erzeugten  Oberfläche 
in  den  Punkten  O  Op 

Der  früheren  Terminologie  gemälis  bezeichnen  wir  den 
Strahl  |00]|  in  doppeltem  Sinne: 

|00||-e  =  /; 

und  die  ihm  entsprechenden  Ebenen,  d.  h.  die  Berührungs- 
ebenen in  O]  und  O,  durch 

£i     und    (p. 

Aus  den  Untersuchungen  des  §  50  geht  nun  ganz  all- 
gemein hervor,  dafs  in  einer  beliebig  angenommenen  Ebene 
unendlich  viele  Punkte  des  gesuchten  Ortes  enthalten  sind, 
die  auf  einem  Kegelschnitt  liegen;  denn  fassen  wir  eine  will- 
kürlich gelegte  Ebene  doppelt  auf  und  lassen  sie   von  den 
Strahlen    und  Ebenen   der   beiden  gegebenen  Bündel  O  O^ 
treffen,  so  haben  wir  zwei  zusammenliegende  reziproke  ebene 
Felder,  und  die  incidenten  Elemente  derselben   werden  dem 
gesuchten  Orte  angehören,    d.  h.  diejenigen  Punkte,  deren 
entsprechende  Strahlen    durch  sie  selbst  gehen.     Wir  haben 
aber  gesehen,  dafs  diese  Punkte  im  allgemeinen  einen  (reellen 
oder  imaginären)  Kegelschnitt  erfüllen,  den  wir   durch    ein 
mittels    reeller   Konstruktion   herzustellendes    ebenes   Polar- 
system zu  ersetzen  gelernt   haben.     Hiernach  tritt  also   das 
allseitig  begründete  Resultat  hervor: 

Zwei  beliebig  im  Räume  liegende  reziproke 
Bündel  O  O]  erzeugen  eine  Oberfläche  2.  0.,  d.  h. 
entspricht  jedem  Strahl  x  des  Bündels  O  eine  Ebene 
Ii  des  Bündels  d  und  umgekehrt,  so  ist  der  gesamte 
Ort  des  Schnittpunkts  {xi^)  oder  (x^l)  die  Fläche 
JF^^;  sie  geht  insbesondere  durch  die  Mittelpunkte 
der  beiden  Bündel  und  wird  in  diesen  Punkten  von 
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denjenigen  Ebenen  berührt,  welche  dem  in  der 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  yereinigteo 
Strahle  in  doppeltem  Sinne  entsprechen. 

Bevor  wir  die  Fläche  2.  0.  rücksichtlich  ihrer  Durch- 
schnitte mit  beliebigen  Ebenen  näher  betrachten  und  ins- 
besondere solche  ebene  Schnitte  aufsuchen  ^  die  in  Linien- 
paare zerfallen  y  wollen  wir  einige  allgemeine  Folgerungen 
ziehen  aus  der  Erzeugung  der  Fläche  2.  0.  F^^  durch  zwei 
reziproke  Bündel.  Da  vier  von  einander  unabhängige  beliebig 
gewählte  Elementenpaare  die  reziproke  Beziehung  der  beiden 
Bündel  bestimmen  (S.  351),  so  folgt: 

Wenn  durch  einen  beliebigenPunkt  £)  im  Räume 
yier  Strahlen  ah  c  d,  Yon  denen  keine  drei  in  einer 
Ebene  liegen,  gezogen  werdjcn,  und  durch  einen 
zweiten  Punkt  D^  vier  Ebenen  a^  ß^  y^  d,,  von  denen 
keine  drei  sich  in  derselben  Geraden  schneiden, 
gelegt  werden,  und  wenn  jene  Strahlen  diesen 
Ebenen  in  irgend  einer  Weise  entsprechend  ge- 
setzt werden,  wie  die  entsprechenden  Buchstaben 
es  bezeichnen,  so  liegen  die  vier  Schnittpunkte: 

(«;«i)    (&,^i)   (c,y,)    (rf,*i), 

-erner  die  sechs  Schnittpunkte: 

([« 6],  I «1  /»i I)  (C«c].  I «1  yi I )  ([a^,  I  «1  *i I ) 
(.U>cl\ß,y^\)  {[bd],\M,\){[cd\,\y,ä,\), 

d.  h.  die  Punkte,  in  welchen  eine  Ebene,  die  zwei 
der  gegebenen  vier  Strahlen  verbindet,  von  dem 
Strahle  getroffen  wird,  in  welchem  die  entspre- 
chenden beiden  Ebenen  sich  schneiden,  mit  den 
beiden  Mittelpunkten: 

O     und    O, , 
also    zusammen    zwölf   Punkte    auf    einer   Flache 
2.  0.  i^«. 

Nehmen  wir  dagegen  nur  drei  Paare  entsprechender 
Elemente  der  beiden  reziproken  Bündel  an :  ab  c  und  a^  ßi  Xp 
so  ist  die  Beziehung  nicht  vollständig  bestimmt,  und  wir 
können  das  vierte  in  mannigfaltigster  Weise  verändern;  alle 
dabei  erzengten  Flächen  jPW  gehen  dann  oflFenbar  durch  die- 
selben acht  Punkte: 
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o  o, 

(a, «,)    (b,ßi)    (c,  y,) 
([M,l/»iyil)    ([cal,|y,«,|)     ([a6],  |a,/J,;). 

Aber  es  läfst  sich  auch  allgemeiner  nachweisen,  dafs  irgend 
eine  in  anderer  Weise  durch  zwei  reziproke  Bündel  erzeugte 
Fläche  F^^\  sobald  sie  durch  sieben  von  diesen  Punkten  geht, 
notwendig  auch  durch  den  achten  gehen  mufs. 

In  der  That  bezeichnen  wir  die  drei  Ebenen,  welche  die 
Strahlen  a  b  c  paarweise  verbinden : 

[hc]  «=  a    [ca]  =  ß    [ah]  =  y, 

so  lassen  sich  die  vorigen  acht  Punkte  als  Schnittpunkte  von 
je  drei  Ebenen  so  darstellen: 

a  =  (a,/Jy)     h  =  {ccß^y)     c  =  (a/Jy,) 

Aus  dieser  mehr  symmetrischen  Bezeichnung  erkennen  wir, 
dafs  diese  Gruppe  von  acht  Punkten  sowohl  in  dem  Ebenen- 
paar aa^,  als  auch  in  dem  Ebenenpaar  ßß^  und  in  dem 
Ebenenpaar  yy^  liegt;  also  die  Durchschnittspunkte  dieser 
drei  Ebenenpaare  sind  die  vorigen  acht  Punkte.  Sie  stehen 
zugleich  in  solcher  Abhängigkeit  von  einander,  dafs,  wenn 
wir  sie  in  die  vier  Paare  teilen: 

OD,,  aa',  W,  cc', 
wir  durch  dieselbe  Konstruktion,  durch  welche  wir  von 
£)Oi  ausgehend  zu  den  sechs  übrigen  Punkten  gelangten, 
auch  von  einem  der  andern  Paare  ausgehend  zu  den  sechs 
übrigen  gelangen  mittels  derselben  drei  Ebenenpaare  aa^ 
ßß\f  y?\'i  j^  durch  blofse  Yertauschung  der  Ebenen  inner- 
halb eines  Paares  erkennen  wir,  dafs  wir  von  irgend  zweien 
dieser  acht  Punkte  ausgehend  immer  durch  eine  gleiche  Eon- 
straktion zu  den  sechs  übrigen  gelangen,  eine  besondere 
Eigentümlichkeit  dieser  räumlichen  Figur. 

Denken  wir  uns  nun  irgend  eine  Fläche  F^^^  durch  sieben 
dieser  Punkte  gelegt,  so  wird  sie  die  Ebene  a,  welche  die 
vier  Punkte  ehthält: 

O  b  c  a', 
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in  einem  Kegelschnitt  schneiden,  der  durch  diese  vier  Punkte 
gehen  mufs,  und  wenn  sich  die  Fläche  I^^\  welche  beständig 
durch  die  sieben  Punkte  O  a  a'b  b'c  c'  gehen  soll,  verändert^so 
wird  der  Kegelschnitt  ein  Büschel  mit  den  vier  festen  Grand- 
punkten O  fc  c  a  beschreiben.  Die  Ebene  a, ,  welche  die  drei 
übrigen  Punkte  b'  c'  a  enthält,  wird  aber  von  der  Fläche  F^ 
auch  in  einem  Kegelschnitt  geschnitten,  der  durch  die  drei 
festen  Punkte  b'  c'  a  geht  und  aufserdem  die  Schnittlinie  laai' 
in  demselben  Punktepaare  schneidet,  in  welchem  der  der 
JF^*)  angehörige  Kegelschnitt  in  der  Ebene  a  dieselbe  triffl; 
denn  die  Schnittlinie  \cca^\  wird  von  JP*)  nur  in  einem 
Punktepaar  geschnitten.  Bei  der  Veränderung  von  -F^^ 
schneidet  nun  das  Kegelschnittbüschel,  dessen  vier  feste 
Grundpunkte  O b  c  a'  sind,  auf  der  Geraden  \cca^\  bekanntlich 
eine  Punktinvolution  aus,  und  die  Kegelschnitte  in  der  Ebene 
a,  müssen  oflFenbar  durch  die  drei  festen  Punkte  b'  c  a  und 
je  zwei  Punkte  dieser  Punktinvolution  auf  \aa^\  gehen, 
woraus  folgt,  dafs  sie  noch  durch  einen  vierten  festen  Punkt 
gehen  müssen  (Th.  d.  K.  S.  235),  also  ein  Büschel  in  der 
Ebene  a^  bilden;  durch  diesen  vierten  festen  Punkt  in  der 
Ebene  «j  müssen  daher  auch  sämtliche  i^*>  gehen,  welche 
durch  die  vorigen  sieben  Punkte  gehen;  es  ist  aber  leicht  zu 
erkennen,  dafs  derselbe  kein  anderer  als  Oi  ist.  Denn  das 
durch  die  vier  Punkte  Obca'  gelegte  Linienpaar  |IDb|  und 
I  c  a'  I  trifft  die  Schnittlinie  \aa^\  in  einem  Punktepaar,  welches 
so  ausgedrückt  werden  kann: 

(|Ob|,«,)  =  («y«,)  =  («,|ac'|) 

und 

(|ca'|,a,)  =  (ay,  «i)  =  (a,|0,bl), 

folglich  ist  das  Linienpaar  |ac'|  und  |£)jb'|  ein  Kegelschnitt 
des  Büschels  in  der  Ebene  cc^.  Zweitens  schneidet  das  durch 
die  vier  Punkte  O  b  c  a'  gelegte  Linienpaar  |0  c|  und    ab 
die  Schnittlinie  |aa,  |  in  einem  Puuktepaar,  welches  so  aus- 
gedrückt werden  kann: 

(|Oc|,a,)  =  (aßa,)   =  (a,|ab'|) 

(lba|,«,)  =  («^i«i)  =  («,|0,c'i), 

folglich  ist  das  Linienpaar  |ab'|  und  |C),  c'|  ein  zweiter 
Kegelschnitt  des  Büschels  in  der  Ebene  «j ,  und  diese  beiden 
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Kegelschnitte  haben  aurser  den  drei  Punkten  b'  c'  a  noch  den 
vierten  Punkt  Oi  gemein;  folglich  istO}  der  gesuchte  achte 
feste  Punkt  in  der  Gruppe^  und  wir  können  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Wenn  durch  einen  Punkt  O  drei  beliebige 
Strahlen  abc  gezogen  werden^  die  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  und  durch  einen  Punkt  O^  drei  Ebe- 
nen ttj  /)|  y^  gelegt  werden,  die  nicht  durch  einen 
Strahl  gehen,  so  liegen  die  acht  Schnittpunkte: 

O    Ol 

(a,a,)    (6,/J,)     (c,y,) 

([6ß],  li^iyi!)     ([ca-],  ly,«.l)    ([ah],  \a,  ß,\) 

immer  so  im  Räume,  dafs  jede  Oberfläche  zweiter 
Ordnung,  welche  durch  sieben  derselben  geht,  auch 
darch  den  achten  gehen  mufs. 

Vermittelst  dieses  Satzes  kann  man  zu  dem  bemerkens- 
werten Schlufs  gelangen ,  dafs  eine  gegebene  Fläche  F^*^  auf 
unendlich  viele  Arten  als  das  Erzeugnis  zweier  reziproken 
Bündel  aufgefafst  werden  kann,  indem  man  zwei  beliebige 
Pankte  derselben  zu  Mittelpunkten  der  Bündel  wählen  darf 
und  die  reziproke  Beziehung  derselben  in  bestimmter  Weise 
herstellen  kann. 

Sei  nämlich  F^^  eine  gegebene  Fläche  2.0.  (hergestellt 
durch  zwei  reziproke  Bündel)  und  nehmen  wir  zwei  beliebige 
Pankte  O  und  Oi  derselben  und  aufserdem  irgend  welche 
andere  Punkte  der  Fläche  a  b  c  b ,  welche  mit  O  ver- 
banden die  Strahlen: 

|Oa|  — a    |Ob|  =  6    |Oc|  =  c    |Ob|=d... 

liefern;  legen  wir  femer  durch  |Oia|  eine  beliebige  Ebene  «j, 
welche  nicht  durch  O  gehen  soll,  dann  wird  dieselbe  die 
Fläche  F^^^  in  einem  Kegelschnitte  schneiden,  welcher  durch 
D|  und  a  geht;  die  Ebenen  [ab]  [ac]  [ad]  .  . .  mögen  diesen 
Kegelschnitt  in  den  Punkten 

b'    c'    b'... 
treffen,  and  die  durch  je  drei  Punkte  gelegten  Ebenen: 

LO,bb']    [OicO    [0,bb']... 
seien: 
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dann  werden  die   Paare  von  Strahlen  und  Ebenen: 

a  tty ,      6  /^i  I      <^  Vi  t      d  ^i;  .  .  . 
entsprechende  Elemente  zweier  reziproken  Bündel  sein. 

In  der  That,  einmal  bilden  Ebenen  [ab]  [_ac]  [ad]  ein 
Ebenenbüschel,  dessen  Axe  a  ist  und  welches  projektivisch 
ist  mit  dem  von  den  Strahlen  |a, /JJ  l^i^il  |«i*il  •  •  •  gebil- 
deten Strahlenbüschel^  denn  das  Ebenenbüschel  schneidet  die 
Ebene  cc^  in  einem  Strahlenbüschel  mit  dem  Mittelpunkte  a, 
und  dieses  Strahlenbüschel  ist  mit  dem  vorigen,  dessen  Mittel- 
punkt Oj  ist,  projektivisch,  weil  sich  entsprechende  Strahlen 
in  den  Punkten  b'  c'  b'  .  .  .  eines  Kegelschnitts  treffen.  Zwei- 
tens wird  aber  auch  die  Ebene  ß^  die  Fläche  i^<*^  in  einem 
Kegelschnitt  schneiden,  und  es  werde  dieser  von  den  Ebenen 

[ba]     [bc]     [bd]  .  .  . 
getroffen  in  den  Punkten: 

V    c"    b" 

Nach  dem  vorhin  bewiesenen  Satze  mufs  nun  der  Punkt 
c"  in  der  vorigen  Ebene  y^  liegen.  Denn  zu  den  sieben 
Punkten  der  Fläche  FW: 

£)    a    b    c    b'    c'    O, 

gehört  notwendig  ein  achter  Punkt,  der  nach  dem  Obigen 
dadurch  gefunden  wird,  dafs  wir  die  Lage  dieser  sieben 
Punkte  betrachten;  es  liegen 

O  a  b  b'  in  einer  Ebene  [ab], 
femer 

O  a  c  c'  in  einer  Ebene  [ac] 
und 

O,  b'  c'  a  m  einer  Ebene  «j  5 

folglich  wird  der  notwendige  achte  Punkt  als  der  Schnitt- 
punkt der  drei  Ebenen: 

[DU]    [Oibb']    [£),cc'] 
gefunden;  dies  sind  aber  die  Ebenen: 

[pc]    ß,     y„ 
und   ihr  Schnittpunkt  ist   der  Punkt  c";  folglich  liegt  der 
notwendig    der    Fläche    JP<*>   angehörige    Punkt  c"  in  i^ 
Ebene  y^  und  ebenso  der  der  Fläche  F^  angehörige  Paukt 
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b"  in  der  Ebene  d^  u.  s.  w.  Die  Schnittlinien  \ßicc^\  \ß\y\ 
\ßiäi\. .  .  bilden  daher  ein  ebenes  Strahlenbüschel  in  der  Ebene 
ß^y  welches  mit  dem  Ebenenbtischel  b[acd  .  .  .]  projektivisch 
sein  mufs,  weil  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
sich  in  den  Punkten  eines  Kegelschnitts  treffen. 

Aus  diesen  beiden  Bedingungen  folgt  aber  (S.  351)  die 
reziproke  Beziehung  des  Strahlenbündels  £i\abcd  .  ,  ,\  mit 
dem  Ebenenbündel  Ol[cc^ß^y^^^  .  .  .],  weil  nämlich 

a[bcd  .  .  .]  A  «i  Ißiyt^t  •  •  -1 
und  gleichzeitig 

b[acd  '  » ']  7\  ßi  l^i^i^i  •  •  -i  ist. 

Da  nun  die  beiden  Bündel  O  und  O,  in  reziproker  Be- 
ziehung stehen;  wie  wir  nachgewiesen  haben,  so  erzeugen 
sie  eine  Fläche  2.  0.,  welche  mit  der  vorgelegten  Fläche  F^*^ 
soviel  Punkte  a  6  c  b  . . .  gemeinschaftlich  hat,  als  wir  wollen, 
mithin  ganz  mit  derselben  zusammenfallt.  Wir  haben  also 
folgendes  Ergebnis: 

Ist  eine  Oberfläche  2.  0.  durch  zwei  reziproke 
Bündel  erzeugt,  so  kann  dieselbe  auf  unendlich 
viele  andere  Arten  erzeugt  werden,  indem  man 
zwei  beliebige  Punkte  O  Oi  der  Fläche  F^*^  zu 
Mittelpunkten  zweier  erzeugenden  Bündel  wählen 
darf;  ferner  einem  beliebigen  Strahle  |Oa|  =  a, 
welcher  nach  einem  Punkte  a  der  F^^^  hingeht, 
irgend  eine  durch  den  Strahl  |0|a|  gelegte  Ebene 
flfj  (welche  nicht  gleichzeitig  durch  O  geht)  ent- 
sprechen läfst,  alsdann  entspricht  jedem  andern 
Strahle  x  des. Bündels  D  eine  bestimmte  Ebene  ^^ 
des  Bündels  0|,  und  der  Ort  sämtlicher  Schnitt- 
punkte (o^Si)  der  beiden  reziproken  Bündel  ist 
die  gegebene  Fläche  i^W.  Die  dem  Strahle  x  entspre- 
chende Ebene  $,  wird  aber  gefunden,  indem  man  zuerst  den 
Punkt  y  bestimmt,  in  welchem  der  Strahl  x^  aufser  in  D, 
zum  andern  Male  der  i^<*)  begegnet,  ferner  den  Punkt  j:',  in 
welchem  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  [ax]  und  ccj^, 
aufser  in  a,  zum  andern  Male  der  F^^  begegnet;  dann  ist 
die  durch  die  drei  Punkte  O^  j:  j:  gelegte  Ebene  [Oi]C?:']  =  g^ 
die  entsprechende. 
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Wir  haben  also  bei  einer  gegebenen  F^^^  zur  Erzeugung 
derselben  durch  zwei  reziproke  Bündel  aufser  der  willkür- 
lichen Wahl  zweier  ihrer  Punkte  O  Oi  zu  Mittelpunkten 
der  erzeugenden  Bündel  noch  eine  Willkürlichkeit  frei,  näm- 
lich die  Wahl  der  einem  Strahle  |0a|  =  a  entsprechenden 
Ebene  a^,  welche  durch  den  Strahl  ,'D|a|  beliebig  gel^ 
werden  kann,  nur  nicht  durch  O  gehen  darf,  weil  sonst  alle 
Punkte  des  Strahles  a  der  Oberfläche  F^^^  angehören  müfsten. 

Diese  Erzeugung  einer  Oberfläche  2.  0.  durch  zwei  rezi- 
proke Bündel  ist  eine  Erweiterung  sehr  bekannter  Eigen- 
schaften der  Elementargeometrie.  Denken  wir  uns  durch 
einen  Punkt  O  alle  Strahlen  x  gezogen  und  durch  einen 
beliebigen  andern  Punkt  0|  des  Raumes  alle  Ebenen  ||;  so 
dafs  allemal  der  Strahl  x  auf  der  Ebene  ^j  normal  steht,  so 
wird  bekanntlich  der  gesamte  Ort  des  Schnittpunktes  (^S|)  eine 
Kugel  sein,  welche  |00|  |  zum  Durchmesser  hat.  Nun  treffen 
die  Strahlen  x  die  unendlich-entfernte  Ebene  £^  in  Punkten 
t)"^  und  die  entsprechenden  Normalebenen  S,  schneiden  f. 
in  Strahlen  y'l  und  wegen  der  ßechtwinkligkeit  sind  X}*  und 
^7  Pol  und  Polare  eines  besonderen  ebenen  Pplarsystems 
auf  s^,  welches  von  einem  orthogonalen  Polarbündel  (S.  45) 
auf  6^  ausgeschnitten  wird.  Die  Kerukurve  dieses  Polar- 
systems ist  der  unendlich -entfernte  imaginäre  Kreis  £jf. 
Das  Polarsystem  in  e^  besteht  aber  aus  zwei  in  besonderer 
Weise  zusammenliegenden  reziproken  Feldern  (S.  357),  folg- 
lich werden  auch  das  mit  den  Strahlen  y"^  perspektivisch 
liegende  Ebenenbündel  D,[S,]  und  das  mit  den  Punkten  xT 
perspektivisch  liegende  Strahlenbündel  C|ic|  in  reziproker 
Beziehung  stehen,  und  wir  haben  die  Kugel  als  das  Erzeugnis 
zweier  besonderen  reziproken  Bündel.  Zugleich  folgt  hieraus 
das  schon  früher  (S.  46)  hervorgehobene  Resultat,  dafs  alle 
Kugeln  im  Räume  denselben  unendlich-entfernten  imaginären 
Kreis  gemeinschaftlich  haben. 

§  53.  Konstruktion  der  F^'^^  durch  neun  gegebene  Punkte. 

Sind  O  und  d  die  Mittelpunkte  zweier  reziproken 
Bündel,  welche  eine  Oberfläche  2.  0.  F^^^  erzeugen,  und  ent- 
spricht einem  Strahle  a  des  Bündels  O  die  Ebene  a,  des 
Bündels  O,,  so  wird  die  Ebene  a,  die  Fläche  F<^^  in  einem 


/ 


I 
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Kegelschnitt  a^^  schneiden.  Ziehen  wir  in  der  Ebene  a^ 
einen  beliebigen  Strahl  h^  durch  O] ,  so  entspricht  demselben 
in  dem  Bündel  D  eine  bestimmte  Ebene  ß,  und  es  mufs,  da 
der  Strahl  h^  in  der  Ebene  a^  liegt;  die  Ebene  ß  durch  den 
Strahl  a  gehen  wegen  der  Reziprozität  der  beiden  Bündel 
(S.  350).  Die  Ebene  ß  schneidet  aber  die  Fläche  F(^^  in 
einem  Kegelschnitt  ß^^,  und  es  ist  ersichtlich^  dafs  die  beiden 
Schnittpunkte: 

a -(««,)    fc  =  (6,/S) 

den  beiden  Kegelschnitten  a^  und  ß<^^  gleichzeitig  angehören 
müssen ;  indem  sie  auf  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  liegen. 
Da  ein  Kegelschnitt  im  allgemeinen  durch  fünf  Punkte  be- 
stimmt wird;  und  die  beiden  Kegelschnitte  a|*)  und  /3<^>  zwei 
Punkte  gemeinschaftlich  haben;  so  repräsentieren  sie  zu- 
sammen 2.5  —  2  =  8  Punkte  der  Fläche  1^*^;  durch  diese 
acht  Punkte  ist  i^<^>  ebensowenig  bestimmt,  wie  die  reziproke 
Beziehung  der  beiden  Bündel  O  Oj  durch  die  bis  jetzt  an- 
genommenen Paare  entsprechender  Elemente  bestipimt  wird; 
denn  wir  haben  nur  ein  Ebeuenbüschel  mit  der  Axe  a  und 
ein  ihm  projekÜTisches  Strahlenbüschel  in  der  Ebene  a^ ,  ein 
Ebenenbüschel  bi  und  ein  ihm  projektiTisches  Strahlenbüschel 
in  der  Ebene  ß]  dies  reicht  aber  zur  Bestimmung  der  rezi- 
proken Beziehung  noch  nicht  aus.  Denn  denken  wir  uns 
an  den  beiden  Kegelschnitten  a[^)  und  ß^*^  die  Tangenten  in 
den  Punkten  a  und  b  gezogen,  so  ist  jeder  der  beiden  Kegel- 
schnitte durch  zwei  Tangenten  mit  ihren  Berührungspunkten 
a  und  b  und  aufserdem  einen  fünften  Punkt  O  resp.  O^  voll- 
ständig bestimmt;  es  entsprechen  aber^  wie  wir  wissen  (S.  454); 
nicht  nur  den  Strahlen  {Oa|  =>  a  und  |Oib|  <=  6]  die  Ebenen 
«1  und  /3,  sondern  auch  dem  Strahle  {Ob|  die  durch  0|  und 
die  Tangente  in  b  an  dem  Kegelschnitte  ß^*^  gelegte  EbenC; 
dem  Strahle  lO^al  Sie  durch  £)  und  die  Tangente- in  a  an 
dem  Kegelschnitte  af^  gelegte  Ebene;  wir  haben  also  zwar 
vier  Paare  entsprechender  Elemente  beider  Bündel;  aber  solche 
Paare;  die  nicht  zur  Bestimmung  der  reziproken  Bündel  aus- 
reichen (S.  352);  nämlich  in  jedem  Bündel  zwei  Strahlen 
und  zwei  Ebenen. 

Nehmen    wir  jetzt  einen   beliebigen  Punkt  p  der  F^^, 
welcher  nicht  auf  den  Kegelschnitten  af^   und  ß^^^  liegt;  als 


464      §  53.    Konstraktion  der  F^^^  durch  neun  gegebene  Punkte. 

neuntes  Bestimmungsstück  der  Fläche  hinzu  ^  so  wird  die 
reziproke  Beziehung  der  beiden  Bündel  dadurch  vollständig 
bestimmt.  Denn  der  Ebene  [a^)],  welche  den  Kegelschnitt  «fJ 
in  einem  bestimmten  Punkte  a  zum  andern  Male  (aufser  in  a) 
schneiden  muTs,  entspricht  der  Strahl  |Oia|  im  Bündel  D,; 
da  nun  der  Strahl  \£)p\  in  der  Ebene  [ap]  liegt,  so  mul's 
dem  Strahle  |0!p|  eine  Ebene  des  Bündels  0|  entsprechen, 
die  durch  lO^al  geht;  diese  Ebene  mu(s  aber  auch  durch  p 
gehen,  weil  ip  ein  Punkt  der  F^^^  sein  soll,  folglich  entspricht 
dem  Strahle  |0^>|  die  Ebene  [O,  a'^>],  und  jetzt  haben  wir 
in  dem  Bündel  O  drei  Strahlen,  die  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  und  deren  entsprechende  Ebenen,  in  dem  Bündel  C] 
einen  Strahl  6,  und  seine  entsprechende  Ebene  ß,  wodurch 
die  reziproke  Beziehung  bestimmt  ist. 

Wir  erkennen  hieraus,  dafs  neun  Punkte  zur  Bestim- 
mung einer  Oberfläche  2.  0.  notwendig  und  hinrei- 
chend sein  werden;  dies  geht  auch  unmittelbar  daraus  her- 
vor, dafs,  wenn  wir  die  beiden  Kegelschnitte  a^^  und  /}<*>  der  F^ 
nehmen,  welche  auf  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  ein  gemein- 
schaftliches Punktepaar  besitzen,  also  nur  als  acht  Punkte 
zur  Bestimmung  der  Fläche  zählen,  und  aufserdem  einen  be- 
liebig im  Räume  liegenden  neunten  Punkt  p,  jede  durch  p 
gelegte  Ebene  von  den  beiden  Kegelschnitten  in  vier  Punkten 
getroffen  wird,  die  mit  p  zusammen  einen  Kegelschnitt  ge- 
rade bestimmen,  welcher  der  JF**)  angehören  mufs.  Wir 
können  also  auf  sämtlichen  durch  p  gelegten  Ebenen  die 
Kegelschnitte  der  F<^^  konstruieren,  mithin  die  ganze  Fläche. 

Aber  die  zur  Bestimmung  der  F^^^  zu  wählenden  Punkte 
liegen  hier  in  besonderer  Weise  verteilt,  nämlich  zweimal  je 
fünf  in  einer  Ebene,  und  es  entsteht  daher  die  allgemeinere 

Aufgabe: 

Durch  neun  unabhängig  von  einander  im 
Räume  gegebene  Punkte  (von  denen  keine  drei 
auf  einer  Geraden,  keine  vier  in  einer  Ebene 
liegen)  eine  Oberfläche  2.  0.  F^^^  zu  legen. 

Da  drei  Punkte  eine  Ebene  bestimmen,  so  verteilen  wir 
dje  gegebenen  neun  Punkte  in  drei  Gruppen  zu  je  dreien: 
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Qnd  legen  durch  je  drei  Punkte  die  drei  Ebenen: 

a    ß    y, 

welche  sich  in  den  drei  Geraden: 

\ßy\:xssa    |ya|a=s6     \aß\^=»c 

schneiden,  die  durch  den  Punkt  o  laufen. 

Die  gesuchte  Fläche  F^^^  wird  in  jeder  der  drei  Ebenen 
a  ß  y  einen  Kegelschnitt  ausschneiden^  van  dem  drei  Punkte 
bekannt  sind ,  und  da  sie  jede  der  drei  Geraden  ab  c  nur 
in  je  zwei  (reellen  oder  konjugiert- imaginären)  Punkten 
treffen  kann,  so  müssen  die  drei  Kegelschnitte  auf  den  Schnitt- 
linien ihrer  Ebenen  gemeinschaftliche  Punktepaare  ausschnei- 
den^ d.  h.  diese  Schnittlinien  paarweise  zu  gemeinschaftlichen 
Sekanten  haben.  Durch  diese  Bedingung  werden  die  Kegel- 
schnitte bestimmt  werden. 

Nehmen  wir  auf  a  einen  willkürlichen  Punkt  p  und 
legen  durch  die  vier  Punkte  C|  c,  C3  )>  ein  Kegelschnitt- 
büschel, so  schneidet  dasselbe  die  Gerade  a  aufser  in  dem 
festen  Punkte  p  noch  in  einer  Pnnktreihe  j:,  die  Gerade  b 
aber  in  einer  Involution  von  Punktepaaren  tj  t)';  beide  Ge- 
bilde befinden  sich  in  demselben  Kegelschnittbüschel  (C]C2C3^) 
und  werden  durch  dieses  in  eine  Abhängigkeit  von  einander 
gesetzt^  so  dafs  zu  jedem  Punkte  y  ein  bestimmtes  Punkte- 
paar x^tf  zugehört;  und  auch  umgekehrt.  Diese  Abhängig- 
keit wird  dadurch  am  einfachsten  vermittelt ,  dafs  wir  die 
Panktinvolution  (^i/)  auf  eine  einfache  Punktreihe  reduzieren^ 
indem  wir  zu  irgend  einem  beliebig  gewählten  festen  Punkte 
des  Tragers  und  zu  dem  veränderlichen  Punktepaar  t)^'  den 
dem  ersteren  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  t 
nehmen;  dann  wird  t  eine  einfache  Punktreihe  beschreiben, 
die,  welches  auch  der  gewählte  feste  Punkt  sei,  immer  pro- 
jektivisch  bleibt  mit  der  von  y  beschriebenen  Punktreihe.*) 


^  Wir  stützen  uns  hierbei  auf  einige  bekannte  Sätze  ans  der 
Theorie  der  Kegelschnitte,  die  hier  kurz  angefährt  werden  mögen: 

"Wenn  man  ein  Eegelschnittbüschel  mit  vier  festen  Grundpankten 
hat  und  man  von  einem  beliebigen  Punkte  $  die  Polaren  in  Bezug  auf 
sämtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  konstruiert,  so  laufen  dieselben 
durch  einen  festen  Punkt  D,  beschreiben  also  ein.  Strahlenbüschel. 
Geht  man  von  einem  beliebigen  andern  Punkte  $'  aus,  so  erhält  man 

ScHBöTSB,  T1i«oT.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  30 


466      §  63.    Konstruktion  der  JP^^  durch  neun  gegebene  Punkte. 

Wir  legen  jetzt  zweitens  durch  die  drei  festen  Punkte 
a|  a^  a3  und  die  beiden  veränderlichen  Punkte  ^  t)  der  Punkt- 
involution einen  Kegelschnitt  (cttCtsas^t)'),  welcher  bekannt- 
lich (Th.  d.  K.  S.  235)  durch  einen  vierten  festen  Punkt 
gehen ;  also  ein  Büschel  beschreiben  mufs  in  der  Ebene  a 
und  daher  der  Geraden  c  in  dem  veränderlichen  Punktepaare 
jj'  einer  Punktinvolution  begegnen  wird.  Die  Punktinvo- 
lutionen (t}X)')  und  (li),  welche  in  demselben  Eegelschnitt- 
büschel  enthalten  sind,  werden  durch  dasselbe  in  Abhängig- 
keit zu  einander  gesetzt;  so  dais  die  Punktreihen,  auf  welche 
sie  sich  reduzieren  lassen,  projektivisch  sind. 

Endlich   nehmen  wir  in  der  dritten  Ebene  ß   zunächst 


ein  Strahlenbüschel  D'.    Die  beiden  Strahlenbüschel  O  und  C'  sind 
allemal  projektivisch,  indem  die  Polaren  von  Sß  und  $'  in  Bezog  aof 
denselben  Kegelschnitt  des  Büschels  sich  entsprechen  (Th.  d.  K.  S.  299). 
Die  Verbindungslinie  |$$'|  begegnet  selbst  den  Kegelschnitten  des 
Büschels  in  Punktepaaren  einer  Punktinvolution,  und  die  Polaren  von 
$  und  $'  begegnen  der  Geraden  in  den  vierten  harmonischen  Punkten 
rücksichtlich  jedes  Punktepaars;   also   bilden   diese   vierten  harmcmi- 
schen  Punkte  ebenfalls   zwei  projektivisch e  Punktreihen.     Wie  man 
auch  die  Punkte  $  verändern  mag  auf  dem  festen  Träger  der  Pankt- 
involution,  immer  bleibt  die  Punktreihe  der  vierten  harmonischen  Punkte 
mit  sich  projektivisch,   und  wir  haben  dadurch   die  Punktin volution 
auf  eine  einfache  Punktreihe  reduziert.  Diese  Punktreihe  ist  insbeson- 
dere auch  projektivisch   mit  dem  Strahlenbüschel  der  Tangenten  in 
einem  der  Grundpunkte  des  Büschels  an  sämtlichen  Kegelschnitten  des- 
selben, denn  diese  Tangenten  sind  nichts  anderes,   als   die  Polsren 
dieses  Grundpunktes.     Da  dieses  Strahlen büschel  der  Tangenten  aber 
auch  projektivisch  ist  mit  einer  Punktreihe,  welche  durch  die  Kegel- 
schnitte des  Büschels  auf  einer  beliebigen  Geraden^  die  durch  einen 
der  Grundpunkte  des  Büschels  geht,  ausgeschnitten  wird  (Th.  d.  K. 
S.  240) ,  so  wird  die  Punktreihe ,  auf  welche  eine  durch  das  Kegel* 
schnittbüBchel  ausgeschnittene  gerade  Punktinvolution  reduziert  wird, 
allemal  projektivisch    sein    mit    irgend    einer  einfachen   Punktreihe, 
welche  das  Kegelschnittbfischel  auf  einer  durch  einen  Gmndpunkt  ge- 
zogenen   Geraden    ausschneidet.     Folglich    werden    auch,   wenn  wir 
irgend  zwei  gerade  Transversalen  durch  das  Kegelschnittbüschel  «eben, 
die  Punktinvolutionen,  welche  durch  dasselbe  ausgeschnitten  Verden, 
sich  auf  einfache  Pnnktreihen  reduzieren  lassen,  welche  untereinander 
projektivisch  sein  müssen.  Wir  können  mithin  auch  kürzer  die  beiden 
Punktinvolutionen   selbst   als  projektivisch  bezeichnen   und  als  pro- 
spektivisch  liegend,  wenn  sie  in  demselben  KegetschnittbSschel  entr 
halten  sind,    (Vgl.  Math.  Ann.  Bd.  V.  S.  63  ff.) 
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Hur  zwei  der  gegebenen  Punkte  i^  h^  ^^^  legen  durch  die 
fünf  Punkte  b|  bj ))  J  }'  einen  Kegelschnitt,  der  dadurch  gerade 
bestimmt  wird;  da  er  durch  drei  feste  Punkte  b|  b,  p  geht 
und  durch  das  veränderliche  Punktepaar  j  j'  einer  Punkt- 
ioTolution,  so  beschreibt  er  ebenfalls  ein  Eegelschnittbäschel. 
Trifft  er  nun  die  Gerade  a  aui'ser  in  p  zum  andern  Mal  in  jf, 
so  mufs  j:'  eine  Punktreihe  beschreiben,  welche  mit  der 
Punktreihe  projektivisch  ist,  auf  welche  die  Punktinvolution 
(j}')  reduziert  werden  kann.  Wir  haben  demnach  auf  a  zwei 
Punktreihen  auf  einander  liegend,  die  von  x  und  x  beschrieben 
werden;  dieselben  müssen  projektivisch  sein,  weil  sie  succes- 
sive  mit  den  Punktreihen  projektivisch  sipd,  auf  welche  die 
Involutionen  {r)X))  und  {^)  sich  reduzieren  lassen. 

Die  beiden  auf  einander  liegenden  prujekti vischen  Punkt- 
reihen^  welche  j:  und  y  auf  a  beschreiben,  haben  zwei  üoppel- 
elemente,  von  denen  ersichtlich  eines  der  Punkt  o  ist,  in 
welchem  sich  die  Ebenen  cc  ß  y  oder  die  Geraden  a  b  c 
schneiden;  denn  lassen  wir  insbesondere  j:  nach  o  gelangen, 
so  wird  der  Kegelschnitt  (C£C2  03^)0)  die  Gerade  b  in  0  und  9, 
der  Kegelschnitt  (ctiajagO^)  die  Gerade  c  in  0  und  }  schneiden 
und  endlich  der  Kegelschnitt  (bjbjpo})  der  Geraden  a  aufser 
in  f  zum  andern  Male  in  0  =» }:'  begegnen ;  es  fallen  also 
in  0  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  projektivischen 
Punktreihen  x  und  y:  zusammen;  der  andere  Doppelpunkt, 
welcher  linear  zu  konstruieren  ist^  sei  p\  Ist  derselbe  ermit- 
telt^ so  legen  wir  einen  Kegelschnitt  durch  die  fünf  Punkte: 

6W«(c,cc,l)^)'), 
welcher  &  in  q  und  q'  trifft,  einen  zweiten  Kegelschnitt: 

91(2)  -«(ajajasqq'), 
welcher  der  Geraden  c  in  r  und  r   begegnet,  dann  mufs  der 
durch  (bj  i^  ^  ^'  P)  S^^^S^  Kegelschnitt  ®<*^  zugleich  durch  p' 
gehen;  die  drei  Kegelschnitte: 

(JW  =  (cj  c,  C3  p  ^)'  q  q') 
2iw  =  (a,  ojasqq'  rr') 
33(8)  «=  (b,  b.,      XX  )f )?') 

erfüllen  also  die  zu  Anfang  geforderte  Bedingung,   auf  den 
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drei  SchnittUnien  abc  gemeinschaftliclie  Punktepaare  aus- 
zuschneiden oder  diese  Schnittlinien  zu  gemeinschaftlichen 
Sekanten  zu  haben;  es  lafst  sich  daher  durch  dieselben  eine 
2^^)  legen,  welche  die  acht  gegebenen  Punkte  C|  C2  C3  di  o^  2$ 
b|l&2  enthält. 

Der  Punkt  )p  war  willkürlich  auf  der  Geraden  a  an- 
genommen, und  Yon  ihm  hängen  die  Qbrigen  fünf  Punkte 
q  q'  r  r  p'  ab.  Nehmen  wir  einen  zweiten  Punkt  ^),  auf  der 
Geraden  a  an  und  führen  dieselbe  Konstruktion  nochmals 
auS;  so  erhalten  wir  die  neuen  Punkte  (qi  qi  Ti  ti  ipl)  und  drei 

neue  Kegelschnitte  (§}^^  Sl^*^  ©J*^,  die  in  demselben  Zusammen- 
hange mit  einander  stehen^  wie  die  vorigen  &^^  W^^  33^^  und 
ebenfalls  auf  einer  Fläche  I^^  liegen^  die  durch  die  g^be- 
nen  acht  Punkte  c^  C2  C3  a|  a2  CI3  hi  \>2  hindurchgeht.  Die.beiden 
Kegelschnitte  6^^^  und  6[*^,  welche  die  drei  Punkte  CiCjCj 

gemeinschaftlich  haben^  müssen  noch  einen  vierten  Punkt  Cg 
gemein  haben,  der  linear  zu  konstruieren  ist;  sie  bestimmen 
ein  Kegelschnittbüschel  mit  den  vier  Grundpunkten  (c£C2€3C|)); 

ebenso  bestimmen  die  Kegelschnitte  W^  und  ^|^  ein  Kegel- 
schnittbüschel, indem  sie  au£ser  den  drei  gemeinschaftlichen 
Punkten  ai  aj  a3  noch  einen  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt 
Oq  haben.     Endlich  bestimmen  die  beiden  Kegelschnitte  S3'^ 

und  ^f^  ein  drittes  Kegelschnittbüacbel  and  haben  aufser  den 
gemeinschaftlichen  Punkten  %j  6,  ^ocib,  zwei  andere  (reelle 
oder  konjugiert-imaginäre)  Punkte  Bq  bo  gemein.  Femer  be- 
stimmen die  beiden  Punktepaare  p  ^'  und  ^1  ))i  auf  a  eine 
Punktinvolution,  welche  mit  den  beiden.  KegelBcknittbüsdidR 
(Ci  C2  C3  Co)  und  (bi  ^2  ^0  ^0)  pei:spektivi8ch  liegt;  die  beiden 
Punktepaare  q  q'  und  qi  qi  bestimmen  eine  Panktin?olation 
auf  by  welche  mit  den  beiden  Kegelschnittbüscheln  (aiOjasO«) 
und  (C|  C2  C3  Co)  perspektivisch  liegt,  und  endlich  bestimmen 
die  beiden  Punktepaare  r  r'  und  ri  ri  eine  Ptinktinvohition 
Bxif  c,  welche  mit  den  beiden  Kegelschnittbüscheln  (aia^aja«,) 
und  (bitJ2^o%)  perspektivisch  liegt;  d.  h,  irgend  ein  Kegel- 
schnitt eines  solchen  Büschels,  welcher  durch  einen  Punkt 
der  Punktinvolution  geht,  mufs  auch  durch  den  konjagierten 
Punkt  derselben  gehen« 
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Bestimmen  wir  nun  von  den  drei  Punktinvolutionen  auf 
ab  c  noch  je  ein  drittes  Paar,  welches  in  o  einen  gemein- 
schaftlichen Punkt  hat;  d.  h.  von  der  Punktinvolution  auf  a 
das  Paar  konjugierter  Punkte  0  0|;  von  der  Punktinvolution 
auf  b  das  Paar  o  O2  und  von  der  Punktinvolution  auf  c  das 

Paar  0  C3 ;  dann  ist  klar,  dafs  ein  Kegelschnitt  ^^^  des 
Büschels  (C|  C2  C3  Co)>  der  durch  0  geht^  auch  durch  Oi  und  O2 
gehen  mufs ,  ein  Kegelschnitt  %f^  des  Büschels  (a|  aj  a^  ao), 
der  durch  0  geht,  auch  durch  C2  und  03  gehen  muiS;  und  ein 
Kegelschnitt  23^*^  des  Büschels  (b,  bj  bo  K)f  ^^^  durch  0  geht, 
auch  durch  O3  und  Oj  gehen  muls;  die  drei  neuen  Kegel- 
schnitte C^2^^3l|f'^|^'^  stehen  also  in  demselben  Zusammen- 
hange mit  einander,  wie  die  früheren,  d.  h.  sie  haben  eben- 
falls   die    Geraden    abc   paarweise    zu    gemeinschafÜichen 

Sekanten  und  liegen  daher  auf  einer  neuen  Fläche  F^^\  welche 

durch  dieselben  acht  gegebenen  Punkte  geht,  wie  die  früheren. 
Die  drei  Punktinvolutionen  auf  den  Trägem  abc, 
welche  paarweise  mit  den  drei  Kegelschnittbüscheln  in  den 
Ebenen  aßy  perspektivisch  liegen,  werden  durch  dieselben 
in  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  gesetzt,  so  dafs  einem  be- 
liebigen Punktepaar  der  einen  Punktinvolution  nur  ein  ein- 
ziges bestimmtes  Punktepaar  einer  andern  Punktinvolution 
u.  s.  f.  entspricht;  es  entsprechen  sich  nämlich  die  Punkte- 
paare: 

^>  X>\     q  <\\     r  X 

^)i  \)i ;    c|i  qi ,     ri  rl 

0  Ol,  0  O2,  0  O3, 
d.  h.  in  der  Ebene  y  schneiden  die  drei  Kegelschnitte 
<5^'  6f  6f  des  Büschels  [c,  C2  C3  Co]  die  Geraden  a  und  b  in 
entsprechenden  Punktepaaren  ^  ^'  und  qq',  pi  ipl  und  qxqi, 
0  0|  und  0  O2 ;  in  der  Ebene  a  schneiden  die  drei  Kegel- 
schnitte %^^  «['^  21^*^  des  Büschels  (a,  a2  a^  a^)  die  beiden  Ge- 
raden b  und  c  in  entsprechenden  Puuktepaaren  q  q'  und  r  t , 
qiqi  und  ti  ti^  0  O2  und  0  O3;  endlich  in  der  Ebene  ß  schneiden 

die  drei  Kegelschnitte  33^*^  »['^  »f  des  Büschels  (b,  bj  b«  bi) 
die  Geraden  c  und  a  in  entsprechenden  Punktepaaren  r  r  und 
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)p)p\  titi  und  ^i)>i9  0  O3  und  cOf.  Die  Abhängigkeit  der 
drei  Punktinvolutionen  auf  abc  ist  daher  eine  solche,  dafs 
immer  nur  zwei  entsprechende  Punktepaare  zweier  Involu- 
tionen auf  einem  Kegelschnitte  eines  der  drei  Büschel  li^en 
können.  Nehmen  wir  nämlich  ein  beliebiges  Paar  konjugierter 
Punkte  ip«  ^«  der  Punktinvolution  auf  a  und  legen  den  Kegel- 
schnitt (C|  C2  C5  Cq))«^'«)^  so  bestimmt  derselbe  auf  b  das  ent- 
sprechende Punktepaar  q«  q«;  und  die  beiden  PunktinYolutionen 
OPx  ^»)  und  (q«  q«)  liegen  perspektivisch  in  demselben  Kegel- 
schnittbüschel (C]  C2  C3  Co)^  d.  h.  wenn  wir  sie  in  der  oben  an- 
gegebenen Weise  auf  einfache  Punktreihen  reduzieren,  indem 
wir  die  vierten  harmonischen  Punkte  zu  jedem  Punktepaar  und 
irgend  einem  festen  Punkte  (z.  B.  0)  nehmen^  so  sind  die  dadurch 
erhaltenen  einfachen  Punktreihen  projektivisch.  Legen  wir 
jetzt  den  Kegelschnitt  (aj  a,  aaq^;  q«),  so  schneidet  derselbe 
die  Gerade  c  in  dem  Punktepaar  XxXz  der  dritten  Punkt- 
involution, welche  aus  gleichem  Grunde  mit  der  Punktinvo- 
lution  (qa,  q«)  perspektivisch  liegt.  Folglich  müssen  auch  die 
beiden  Punktinvolutionen  (r«  ti)  und  (^,  )f>g)  oder  die  ein- 
fachen Punktreihen,  auf  welche  sie  reduziert  werden  können, 
projektivisch  sein.  Da  aber  drei  Paare  konjugierter  Punkte, 
nämlich  )p)f\  )fi  )p[  und  0  Oj  mit  r  r',  ti  rl  und  0  O3  auf  den 
drei  Kegelschnitten  23^^  »[^^  33,*^  desselben  Kegelschnitt- 
büschels (b|l&2^o^o)  liegen,  so  müssen  auch  alle  übrigen 
Paare  entq)rechender  konjugierter  Punkte  t«  t«  und  )fx  ps  aU^ 
mal  auf  einem  Kegelschnitt  dieses  Büschels  liegen.  Wir 
erhalten  also  unendlich  viele  Tripel  von  Kegelschnitten 
g(2)  2j  W  ^ W  ^  jjg  jjj  demselben  Zusammenhange  mit  einander 

stehen,  wie  die  ersten  drei,  nämlich  paarweise  die  Schnitt- 
linien abc  zu  gemeinschaftlichen  Sekanten  haben.  Wir 
schliefsen  also: 

Alle  Flächen^  jF^^  ,  welche  durch  dieselben  acht  g^be- 

nen  Punkte  a^  aj  a^  ^1  ^2  ^s  ^1  ^2  gehen,  gehen  gleichzeitig  durch 
einen  vierten  festen  Punkt  a«  der  Ebene  «,  einen  vierten 
festen  Punkt  Co  der  Ebene  y  und  zwei  feste  PiHikte  Bq  6©  ^^ 
Ebene  ß  oder,  was  dasselbe  ist,  schneiden  jede  der  drei 
Ebenen  a  ß  y  in  einem  Kegelschnittbüschel  mit  vier  festen 
Grundpunkten. 
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Verlangen  wir  endlich,  dafs  die  Fläche  F^^^  noch  durch 

den   neunten  gegebenen  Punkt  bg  gehen  soll,  so  legen  wir 

den     einzigen    Kegelschnitt    ®J*^     durch    die    fünf    Punkte 

(b|  bjbj  boBo);  dieser  bestimmt  auf  a  und  c  die  Punkte- 
paare  )fQpQ    und  tot^^   welche    wiederum   die    Kegelschnitte 

"^T  =  (^i  ^2  ^3  ^0  ti)  und  6^*^  =  (c,  Cj  C3  Po  Vo)  bestimmen, 
die  sich  in  demselben  Punktepaar  q^  qo  auf  b  schneiden 
müssen.  Die  drei  Kegelschnitte  %^^^ Sä^^^  iS.^^  bestimmen  aber 
die  gesuchte  Fläche  1*^^  eindeutig,  wodurch  die  vorgelegte 
Aufgabe  gelost  ist. 

Wir  haben  hierdurch  zugleich  eine  zweite  Aufgabe  mit- 
gelöst. Wenn  wir  nämlich  die  Ebene  ß  um  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  festen  Punkte  b|  ^2  drehen,  so  verändert 
sich  das  Punkt^paar  bo  bo  und  beschreibt  einen  geometrischen 
Ort  von  Punkten,    welche    sämtlich   auf  allen  den  Flächen 

t^^^  gemeinschaftlich  liegen  müssen,  die  durch  die  acht  ge- 
gebenen Punkte  ai  a2  d^  C|  C2  C3  b]  b2  gehen.  Dieser  Ort  ist  eine 
Raumkurve  vierter  Ordnung,  weil  nicht  nur  jede  durch 
b|  ^2  gelegte  Ebene  vier  Punkte  des  Ortes  enthält,  sondern 
überhaupt  jede  beliebige  Ebene  des  Raumes  ihr  im  allge- 
meinen  in  vier  Punkten  begegnen  mufs.  Dies  ergiebt  sich  aus 
folgender  Betrachtung: 

Eine  beliebige  Ebene  b  schneidet  nämlich  die  drei  vorigen 
Ebenen  a  ß  y  in  drei  Geraden : 

auf  diesen  drei  Geraden  werden  durch  die  drei  Kegelschnitt- 
büschel, welche  die  Kegelschnitte  2l|f^  35^*^  6f    beschreiben, 

bei  der  Veränderung  von  F^J^  drei  Punktinvolutionen  aus- 
geschnitten und  zugleich  in  eine  eindeutige  Abhängigkeit 
zu  einander  gesetzt,  indem  der  Kegelschnitt  6^^  zwei  ent- 
sprechende Punktepaare  der  Involutionen  auf  a,  und  b^ 
bestimmt,  der  Kegelschnitt  ^]J^  allemal  zwei  entsprechende 
Punktepaare  der  Involutij:)nen  auf  b^  und  c, ,  und  endlich  der 
Kegelschnitt  3d^^^  zwei  entsprechende  Punktepaare  der  Invo- 
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lutionen  auf  c^  und  a^  bestimmt.  Die  drei  Kegelschnitte 
^(8)  ^(8)  g(S)  g^]2en  aber  in  dem  Zusammenhange  mit  ein- 
ander^ dals  je  zwei  von  ihnen  die  Schnittlinie  ihrer  Ebenen 
zu  ihrer  gemeinschaftlichen  Sekante  haben.  Die  luYolutionen 
auf  tti  und  &,   sind  daher  projektiyisch  mit  der  den  Kegel- 

Schnittbüscheln  [91  Jf^]  und  [^^^]  gemeinschaftlichen  Involution 

auf  c,  folglich  auch  unter  sich  projektiyisch;  ebenso  auch  die 
Inyolutionen  auf  &,  und  c^  und  die  Involutionen  auf  c,  und  a^] 
oder^  wenn  wir  alle  diese  Involutionen  in  der  oben  angegebe- 
nen bekannten  Weise  auf  einfache  Punktreihen  reduzieren, 
so  sind  diese  einfachen  Punkt  reihen  unter  sich  projektivisch. 

Jede*  Fläche  F^^^  schneidet  die  Ebene  e  in  einem  Kegelschnitte 

@|^'^^  welcher  demnach  allemal  durch  drei  entsprechende  Punkte- 
paare der  drei  projektivischen  Punktinvolutionen  auf  a^  b^  c^ 
gehen  mufs. 

Diese  drei  projektivischen  Punktinvolutionen  auf  a^  b^  c, 
besitzen  aber  noch  die  besondere  Eigentümlichkeit ,  dafs  der 
Schnittpunkt  der  Träger  von  zweien  derselben  allemal  zwei 
entsprechenden  Punktepaaren  dieser  beiden  Involutionen  an- 
gehört; denn  unter  sämtlichen  F^^^  durch  die  gegebenen  acht 

Punkte  giebt  es  nur  eine  bestimmte^  welche  aufserdem  darck 
den  neunten  Punkt  (ccßs)  geht,  und  diese  schneidet  die  Ebene 
s  in  einem  Kegelschnitte^  welcher  auf  a^  imd  b^  entsprechende 
Punktepaare  der  Involutionen  ausschneidet,  denen  der  Punkt 
(ccßs)  gemeinschaftlich  ist.  Dasselbe  gilt  .für  jede  der  beiden 
übrigen  Ecken  des  Dreiseits  a^  b^  c^.  Hieraus  folgt,  dafs,  wenn 
nur  zwei  entsprechende  Punktepaare  zweier  Involutionen,  z.  B. 
auf  a|  und  b^,  bekannt  sind,  ein  drittes  Paar  dadurch  mitge- 
geben ist,  nämlich  dasjenige,  welchem  der  Schnittpunkt  (a,&i) 
in  beiden  Involutionen  angehört;  da  aber  durch  drei  Paare 
die  ganze  projektivische  Beziehung  festgelegt  wird,  so  ist  die- 
selbe hier  schon  durch  zwei  solcher  Paare  bestimmt.  Nehmen 
wir  daher  die  beiden  Kegelschnitte,  in  welchen  die  Ebene  b 

von  zwei  Flächen  J'<*>  und  F^^  geschnitten  wird,  so  bestim- 
men dieselben  ein  Kegelschnittbüschel,  welches  nicht  nur  anf 
a,  &|  Ci  die  drei  Pimktinvolutionen  fixiert,  sondern  auch  deren 
projektivische  Beziehung  zu  einander;  denn  der  diesem  Kegel- 
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schnittbüschel  angehörige  Kegelschnitt,  welcher  durch  den 
Punkt  (aßs)  geht,  bestimmt  auf  a,  und  b^  ein  drittes  Paar 
entsprechender  Punktepaare  aus  diesen  Involutionen,  und  jeder 
weitere  Kegelschnitt  dieses  Büschels  weitere  entsprechende 
Paare  der  beiden  projektivischen  Puiiktinvolutionen;  dasselbe 
gilt  für  bi  und  C|,  wie  für  C|  und  a^.  Daher  müssen  auch 
umgekehrt  sämtliche  Kegelschnitte,  in  welchen  die  Ebene  e 

?on  allen  Elächen  t^^^  geschnitten  wird,  ein  Kegelschnitt- 
büschel bilden  mit  vier  festen  (reellen  oder  konjugiert-imagi- 
nären)  Grundpunkten.     Wir  schliefsen  also: 

Sämtliche   Oberflächen  2.  0.  F^^ .  welche  durch 

acht  von  einander  unabhängig  gegebene  Punkte 
des  Raumes  gehen,  schneiden  sich  in  einer  Raum- 
kurve 4.0.  6^^>,  welche  im  allgemeinen  jeder  Ebene 
£    in    vier    Punkten    begegnet.      Diese    sämtlichen 

Flächen  ^^  bilden  ein  Büschel  und  schneiden  eine 

beliebige  Ebene  £  in  einem  Kegelschnittbüschel, 
dessen  vier  Grundpunkte  die  Schnittpunkte  der 
Ebene  £  mit  C^^>  sind,  jede  beliebige  Gerade  des 
Raumes  in  einer  Punktinvolution.  Die  Raumkurve 
0^>  ist  durch  acht  von  einander  unabhängig  ge- 
gebene Punkte  des  Raumes  vollständig  bestimmt, 
und  ihre  Konstruktion  ist  in  dem  Vorstehenden 
enthalten.  Durch  einen  beliebigen  neunten  Punkt 
des   Raumes   geht,   wofern   derselbe   nicht   auf  der 

(?*>    selbst   liegt,    allemal    nur   eine  Fläche  jF^*^  des 

Büschels.  Um  diese  Oberfläche  zu  erhalten,  brauchen  wir 
nur  durch  den  neunten  Punkt  eine  variable  Ebene  zu  legen 
und  in  derselben  den  Kegelschnitt  zu  konstruieren,  welcher 
durch  den  neunten  Punkt  und  die  vier  Schnittpunkte  der 
Ebene  mit  (7^^  gerade  bestimmt  wird;  alle  diese  Kegel- 
schnitte erfüllen  die  gesuchte  Fläche. 

Die  im  Vorstehenden  auseinandergesetzte  Konstruktion 
der  Oberfläche  2.  0.  durch  neun  gegebene  Punkte  ist  von 
Chasles  angegeben  (Comptes  rendus  24.  Decembre  1855),  aber 
daselbst  auf  eia  Prinzip  gestützt,  welches  in  der  dort  aus- 
gesprochenen Allgemeinheit  nicht  haltbar  ist,  obwohl  es  in 
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den  Fällen^  auf  welche  es  dort  angewendet  wird,  Gültigkeit  hat 
Eine  Analyse  dieser  Konstruktion,  welche  im  wesentlichen  mit 
der  obigen  übereinkomipt,  hat  H.  Müller  (Clebsch  undNeu- 
mann,  Math.  Ännalen  Bd.  I,  8.  627)  gegeben ,  ohne,  wie  es 
scheint,  die  Ghasles'sche  Konstruktion  gekannt  zu  haben.  Aaf 
denselben  Betrachtungen  beruht  auch  diejenige  Eonstruktioii, 
welche  C.  F.  Geiser  aus  den  hinterlassenen  Papieren  Jacob 
Steiner's  mitteilt  (Borchardt's  Journal  f.  r.  u.  ang.  Matli. 
Bd.  68,  S.  191)  und  die  schon  1836  von  ihm  gefunden,  aber  nicht 
veröffentlicht  wurde.  Die  Steiner 'sehe  Konsti'uktion  unter- 
scheidet sich  von  der  ühasles'schen  nur  dadurch,  dafs  nach 
der  obigen  Bezeichnung  der  rierte  feste  Grundpunkt  c«  des 
Kegelschnittbüschels.(C|C2C3Co)  durch  zwei  Linienpaare  ermittelt 
wird,  welche  dieses  Kegelschnittbüschel  enthalten  mufs,  wahrend 
er  bei  Chasles  durch  Konstruktion  zweier  beliebigen  Kegel- 
schnitte dieses  Büschels  bestimmt  wird.  Das  Prinzip,  auf 
welchem  beide  Konstruktionen  beruhen,  ist  aber  ganz  das- 
selbe und  so  aufserordentlich  einfach,  dafs  die  KonsiruktioD 
den  Vorzug  yerdient  vor  anderen,  welche  dieses  seiner  Be- 
deutung wegen  so  vielfach  behandelte  Problem  gefunden  hat. 
Eine  von  0.  Hesse  angegebene  Konstruktion  (Cr eile's  Joar- 
nal  f.  Math.  Bd.  24,  S.  36)  stützt  sich  auf  die  Polareigenschaften 
eines  Bündels  von  Flächen  2.  0.,  welche  durch  dieselben  sieben 
Punkte  gehen,  eine  von  Th.  Reye  in  seiner  „Greometrie 
der  Lage^'  (2.  Aufl.,  S.  153  u.  160)  gegebene  Konstruktion 
auf  die  Polareigenschaften  eines  Flachenbüschels.  Beide  be- 
nutzen die  Hyperboloide,  welche  durch  die  Grundpunkie  des 
Bündels  und  durch  die  Grundkurve  O^^  des  Büschels  sich 
legen  lassen.  Will  man  aber  schon  die  Polareigenschaften 
einer  Fläche  2.  0.  als  bekannt  voraussetzen,  ,so  erscheint  es 
natürlicher,  an  die  Stelle  der  Konstruktion  der  Fläche  F^^ 
sogleich  die  Konstruktion  des  räumlichen  Polarsystems  ku 
setzen,  dessen  Kernffäche  jene  ist.  Am  natürlichsten  wäre 
es,  aus  der  Erzeugung  der  F^^^  durch  zwei  reziproke  Bündel 
die  Konstruktion  derselben  durch  neun  gegebene  Punkte  ab- 
zuleiten. Eine  solche  ist  von  F.  Seidewitz  (Grunert's  Ar- 
chiv f. Math. u. Phys.  Bd. 9,  S.  158  ff.)'und  von  dem  Verfasser 
(Borchardt's  Journal  f.  Math.  Bd.  62,  S.  215)  au^eföhit 
Es  werden  dabei  zwei  von  den  gegebenen  neun  Punkten  zu 
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Mittelpunkten  der  Bündel  gewählt  und  die  reziproke  Beziehung 
derselben  so  bestimmt,  dafs  den  Strahlen,  die  von  dem  ersten 
Mittelpunkte  nach  den  übrigen  gegebenen  Punkten  hingehen, 
Ebenen  entsprechen,  welche  bez.  durch  diejenigen  Strahlen 
gehen,  welche  von  dem  zweiten  Mittelpunkte  nach  denselben 
übrigen  Punkten  gehen.  Diese  Bestimmung  ist  ausführbar, 
aber  umständlich  und  wenig  übersichtlich.  Wir  unterdrücken 
daher  die  Wiedergabe  derselben  und  überlassen  es  dem  Leser, 
dieser  Bestimmungsart  eine '  geschmeidigere  Form  zu  geben, 
indem  wir  nur  noch  bemerken,  dafs  man  auch  auf  andere 
Weise  die  erzeugenden  Bündel  herzustellen  versuchen  könnte, 
indem  man  zwar  aus  den  gegebenen  neun  Punkten  zwei  zu 
Mittelpunkten  der  Bündel  C  und  S?,  wählt,  die  übrigen  Punkte 
aber  nicht  durchweg  als  Durchschuittspunkte  von  Strahlen 
des  Bündels  O  und  Ebenen  des  Bündels  0|  auffafst,  sondern 
teilweise  als  Durchschuittspunkte  von  Strahlen  des  Bündels 
O  mit  Ebenen  des  Bündels  d,  teilweise  als  Durchschnitts- 
punkte von  Strahlen  des  Bündels  O]  mit  Ebenen  des  Bün- 
dels 0>  und  dadurch  die  reziproke  Beziehung  der  beiden 
Bündel  festzustellen  sucht.  Femer  könnte  man  nur  einen 
Mittelpunkt  der  erzengenden  Bündel  in  einen  der  gegebenen 
neun  Punkte  verlegen  und  den  Mittelpunkt  des  andern  Bün- 
dels dadurch  zu  ermitteln  suchen,  dafs  die  übrigen  gegebenen 
Punkte  Durchschnittspunkte  von  Strahlen  und  entsprechenden 
Ebenen  der  beiden  reziproken  Bündel  werden  sollen  u.  s.  w.*) 

§  54.    Die  Berülmingsebenen  einer  Oberflftche  2.  O. 

Es  ist  bereits  auf  8. 454  hervorgehoben,  dafs  bei  der  Er- 
zeugung der  jF<*^  durch  zwei  reziproke  Bündel  O  und  Oj  die 
dem  Yerbindungsstrahle  lOOJ  in  doppeltem  Sinne  ent- 
sprechenden Ebenen  der  reziproken  Bündel  die  Berührungs- 
ebenen der  Fläche  F(^>  in  den  Punkten  Oi  und  C  sind,  d.  h. 
die  sämtlichen  Ebenen  i,  welche  durch  £)  gelegt  werden 
können,  schneiden  die  Fläche  F^^^  in  Kegelschnitten,  deren 
Tangenten  im  Punkte  O  alle  in  einer  Ebene  liegen;  diese 

*)  Während  des  Dmckes  ist  in  Sc hlö milch 'b  Zeitschrift  fSr  Math, 
u.  Phys.  Jhrgg.  26,  S.  98  eine  Arbeit  von  Heger:  „Zur  Konstruktion 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ans  neun  gegebenen  Punkten**  erschienen, 
welche  eine  weitere  Ausfahrung  der  C  h  asl  e  s  'sehen  Konstruktion  enthält. 
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halfst  die  Beriihrungsebeue  in  O  und  ist  im  Bündel  O  die- 
jenige^ welcher  der  Strahl  |£)|0|  im  Bündel  Oi  entspricbt 
vermöge  der  reziproken  Beziehung. 

Diese  Berührungsebenen  der  Fläche  F<^^  in  den  Punkten 

0  und  Dl  besitzen  eine  charakteristische  Eigenschaft,  auf 
welche  wir  jetzt  eingehen  wollen.  Drehen  wir  nämUch  um 
den  Verbindungsstrahl: 

|00,|-e=/-. 
eine  variable  Ebene  i,  welche  dem  Bündel  O  angehört,  so 
entspricht  ihr  in  dem  Bündel  Oi  ein  veränderlicher  Strahl 
Xif  der  in  der  festen  Berührungsebene  £, ,  welche  dem  Strahle 
e  entspricht,  ein  Strahlenbüschel  beschreibt,  projektivisch  mit 
dem  von  |  beschriebeneu  Ebenenbüschel.    Schneidet  die  Ebene 

1  die  Berührungsebene  e,  in  dem  Strahle  x,  so  bilden  x  und 
x^  zwei  projektivische  und  konzentrische  Strahlenbüschel  in 
der  Ebene  i^  um  den  Mittelpunkt  d-  Hier  können  nun  drei 
Fälle  eintreten,  nämlich: 

1)  die  von  x  und  x^  beschriebenen  Strahlenbüschel  haben 
zwei  reelle  Doppelstrahlen, 

2)  sie  haben  zwei  zusammenfallende^  d.  h.  nur  einen  reellen 
Doppelstrahl, 

3)  sie  haben  keinen  reellen  Doppelstrahl. 

In  dem  ersten  Falle  giebt  es  also  zwei  besondere  Ebenen 
£,  welche  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  ganz  enthalten; 
letztere  sind  eben  die  Doppelstrahlen ,  und  alle  ihre  Ponkie 
müssen  daher  Punkte  der  Fläche  F^^^,  des  flrzeugnisses  der 
beiden  reziproken  Bündel  sein,  d.  h.  die  Berührungsebene 
i^  der  Fläche  JP(>)  im  Punkte  Oi  schneidet  die  Fläche 
in  einem  Linienpaare,  dessen  Schnittpunkt  der 
Berührungspunkt  0|  ist.  Dasselbe  gilt  Ton  der  Be> 
rührungsebene  q>  des  Bündels  £),  welche  dem  Strahle  |OiC 
a»  f^  im  Bündel  0^  entspricht;  denn  seien  {|  und  gi  die 
beiden  Doppelstrahlen  in  der  Ebene  £| ,  und  wird  die  Schnitt- 
linie I  £|  9 1  =5  von  ihnen  in  den  Punkten  l  und  g  getroffen, 
so  wissen  wir,  dals  dem  Strahle  {,  im  Bündel  Oi  die  Ebene 
[Oi]]  im  Bündel  O  entspricht;  folglich  mufs  auch  der  durch 
?i  gehenden  Ebene  [OJJ  im  Bündel  Oj  ein  in  der  Ebene 
[Oll]  liegender  Strahl  im  Bündel  O  entsprechen  wegen  der 
reziproken  Beziehung,  und  dieser  mufs  zugleich  in  der  Be- 
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rQhrQngsebene  tp  liegen;  folglich  ist  es  der  Strahl  {OI|  ''^  g, 
und  ebenso  entspricht  der  Ebene  [O^tJ  ^^  Bündel  0|  der 
Strahl  |Og|  =»  2  im  Bündel  O;  folglieh  haben  wir  ein  wind- 
schiefes Vierseit  auf  F^^\  dessen  Ecken  O  l  Oi  g,  und  dessen 
auf  einander  fcdgende  Seiten  die  vier  Strahlen: 

sind.  Die  Strahlen  g  l  gehen  dnieh  O  und  liegen  in  der 
Ebene  tp,  die  Strahlen  ^j  Zj  gehen  durch  Dt  nnd  liegen  in 
der  Ebene  f  j ;  jedem  dieser  ^ier  Strahlen  entspricht  diejenige 
Ebene,  welche  durch  ihn  und  den  Mittelpunkt  des  andern 
Bündels  gelegt  werden  kann^  der  nicht  auf  ihm  liegt. 

Legen  wir  jetzt  durch  den  gefundenen  Strahl  g  eine  be- 
liebige Ebene  i  im  Bündel  £),  welcher  der  Strahl  oc^  im 
Bündel  O]  entspricht^  dann  wird  x^  der  Geraden  g  begegnen 
müssen,  weil  er  mit  ihr  in  einer  Ebene  liegt.  Halten  wir 
das  Elem^itenpaar  |  und  rr,  zunächst  fest  und  drehen  in  der 
JBbene  |  einen  rerander liehen  Strahl  x  um  O;  so  entspricht 
ihm  die  Ebene  Ij,  welche  um  die  feste  Äxe  o:,  sieb  dreht 
and  ein  projektivisehes  Ebenenbüsehel  besehreibt  mit  dem 
Yon  X  beschriebenen  Strahlenbüschel;  dieses  Ebenenbüschel 
doreheehneidet  die  Ebene  |  in  einem  Strahlenbüschel  x\  und 
die  beiden  Strahlenbüsebel,  welche  x  un4  oft  beschreiben,  sind 
nicht  nur  projekti^isch  wegen  der  reziproken  Beziehung,  son- 
dern liegen  auch  perspektivisch,  weil,  wenn  x  nach  g  gelangt, 
aoeh  x\  in  die  Lage  yon  g  kommt;  also  ist  der  Ort  des 
Schnittpunktes  {x^^)  eine  gerade  Linie  l^,  welche  nicht  nur 
der  Geraden  g,  sondern  auch  der  Geraden  g^  begegnen  mufe; 
denn  der  in  das  Linienpaar  g  Ix  verfallende  Kegelschnitt,  in 
welchem  die  Ebene  |  die  F^^^  schneidet,  mufs  den  Punkt  der 
F^^  enthalten,  in  welchem  die  Ebene  g  der  Geraden  g^  be- 
gegnet; also  liegt  dieser  auf  Ix.  Es  war  auch  a  priori  au 
erkennen,  dafs  jede  durch  g  gelegte  Ebene  nur  noch  in  einer 
Gevaden  Ix  die  F^^>  schnöden  kann,  weil  sie  in  einem  Kegel- 
schnitt sehneiden  muis,   von  welchem  g  bereits  ein  Teil  isi 

Drehen  wir  nun  die  Ebene  g  um  die  Gerade  g,  so«  ver- 
Midert  sich  mit  ihr  auch  die  Gerade  Ix]  es  ist  aber  kl»r,  dafs 
keine  zwei  yersehiedenen  Ix  im  Baume  sich  treffen  kennen; 
denn  wäre  dies  der  Fall,  so  müfste  die  sie  verbindende  Ebene 
sc^wohL  die  Gerade  g,  als  auch  die  Gerade  g^  enthalten,  was 
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unmöglich  ist,  weil  g  und  g^  die  gegenüberliegenden  Seiten 
eines  windschiefen  Vierseits  sind.  Wir  erhalten  also  auf  jF*-' 
eine  Schar  von  unendlich-vielen  Geraden  l^y  von  denen  keine 
zwei  sich  treflen. 

In  ganz  derselben  Weise  können  wir  anstatt  von  der 
Geraden  g  von  der  Geraden  l  ausgehen  und  gelangen  da- 
durch zu  einer  zweiten  Schar  von  Geraden  gxy  die  den  beiden 
Geraden  l  und  l^  begegnen,  von  denen  aber  keine  zwei  ver. 
schiedenen  sich  treffen  können.  Endlich  ist  klar,  dafs  jede  Ge- 
rade Ix  jeder  Geraden  gx  begegnen  mufs;  denn  legen  wir  eine 
Ebene  i  durch  g  und  eine  Ebene  ri  durch  Z,  so  schneiden 
sich  dieselben  in  einer  Geraden ,  welche  durch  O  geht  und 
nur  noch  in  einem  zweiten  Punkte  der  F^^^  begegnen  kann 
und  mufs;  durch  diesen  Punkt  müssen  aber  diejenigen  beiden 
Geraden  Ix  und  gx  gehen,  welche  in  den  Ebenen  §  und  i; 
enthalten  sind;  und  umgekehrt  bestimmen  irgend  zwei  Strah- 
len Ix  und  gx  aus  den  beiden  Scharen  zwei  Ebenen  |  und  % 
die  aufser  O  nur  noch  einen  Punkt  mit  i^f**  gemein  haben 
können,  der  notwendig  in  gx  und  Ix  gleichzeitig  liegen  mufs. 
Wenn  wir  jetzt  eine  beliebige  Gerade  g^  aus  der  Schar  ^x 
festhalten,  so  geht  durch  jeden  Punkt  derselben  eine  und  nur 
eine  Ix^  welche  sowohl  (/,  als  auch  g^  trifft;  die  beiden  Ebenen 
[glx]  uud  [cfilx^  beschreiben  also  bei  der  Veränderung  von 
Ix  zwei  Ebenenbüschel  mit  den  festen  Äxen  g  und  g^y  und 
die  entsprechenden  Ebenen  gehen  durch  die  Punkte  einer 
geraden  Punktreihe  auf  gx*  Diese  beiden  Ebeneobüschel 
sind  daher  projektivisch  und  erzeugen,  wie  wir  wissen,  (S.  87), 
ein  einfaches  Hyperboloid,  von  welchem  ^  und  (7,  die 
beiden  Regelscharen  durchlaufen.  Das  Erzeugnis  der  beiden 
reziproken  Bündel  D  und  0|  ist  also  in  diesem  Falle  nichts 
anderes,  als  die  uns  bekannte  in  §  14  —  24  untersuchte 
Fläche  des  einfachen  Hyperboloids  mit  ihren  beiden  Regel- 
scharen  gx  und  Ix  und  den  sämtlichen  Berührungsebenen,  deren 
jede  einen  in  ein  Linienpaar  Ix  und  gx  zerfallenden  Kegel- 
schnitt der  -F(2)  enthält. 

Da,  wie  wir  gesehen  haben  (S.  461),  eine  Flache  F^^  aof 
unendlich  viele  verschiedene  Arten  erzeugt  werden  kann,  in- 
dem irgend  zwei  Punkte  derselben  als  Mittelpunkte  eraeugen- 
der  Bündel  gewählt  werden  dürfen,  da  ferner  der  Verbindnngs- 
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linie  der  Mittelpunkte  in  doppeltem  Sinne  die  Berührungs- 
ebenen in  diesen  Punkten  der  Fläche  entsprechen  und  diese 
Berührungsebenen  nur  in  einem  reellen  oder  zusammenfallen- 
den oder  imaginären  Linienpaare  die  F^^^  schneiden  können^ 
so  schlieisen  wir: 

Wenn  es  einmal  vorkommt,  dafs  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  in  einem  ihrer  Punkte 
eine-  Berührungsebene  hat,  deren  Schnittkurve  mit 
der  Fläche  in  ein  reelles  Linienpaar  zerfällt,  so 
ist  dies  immer  derFall,  und  dieFläche  ist  ein  ein- 
faches Hyperboloid,  deren  beide  Regelscharen  aus 
den  Strahlen  jener  Linienpaare  bestehen. 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  zweiten  Falle  über,  der  als  eine 
Specialisierung  des  vorigen  anzusehen  ist.  Fallen  nämlich 
die  beiden  Strahlen  l|  und  g^  in  der  Ebene  f|  zusammen, 
so  müssen  auch  die  Punkte  I  und  g  auf  s,  mithin  auch  die 
Strahlen  /  und  g  zusammenfallen,  und  es  begegnen  sich  die 
Strahlen  li(gi)  und  l{g)  in  einem  Punkte  (£.  Dieser  ist  ein 
ausgezeichneter  Punkt  der  Fläche  F^K  Denn  eine  beliebige 
durch  g  gelegte  Ebene  kann  die  Fläche  nur  noch  in  einer 
Geraden  l:e  .schneiden,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  und  in 
unserem  Falle  mufs  Ix  durch  den  Punkt  (S  gehen;  denn 
ginge  Ix  nicht  durch  Q>,  so  würde  sie  die  Berührungsebene 
£i  in  einem  Punkte  treffen,  der  nicht  in  dem  Strahle  [Oj  (| 
läge.  Die  Ebene  s^  hat  aber  keine  andern  Punkte  mit  der 
Fläche  F^^^  gemein,  als  den  Doppelstrahl  |Oil|;  daher  mufs 
Ix  durch  Q  gehen;  ebenso  hätten  wir  zeigen  können,  dafs 
alle  gx  durch  <S>  gehen  müssen;  es  schneiden  sich  also  samt* 
liehe  Geraden  Ix  und  gx  in  demselben  Punkte  @  und  die 
Oberfläche  2.  0.  F^^  degeneriert  daher  in  einen  Kegel,  dessen 
Mittelpunkt  <S  ist  und  dessen  Strahlen  die  beiden  Regel- 
scbaren  Ix  und  gx  in  sich  vereinigen.  Wir  haben  in  diesem 
zweiten  Falle  folgendes  Ergebnis: 

Wenn  es  einmal  vorkommt,  dafs  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  in  einem  ihrer  Punkte  eine 
Berührungsebene  hat,  deren  Schnittkurve  mit  der 
Fläche  ein  zusammenfallendes  Linienpaar  (d.  h.  nur 
eine  gerade  Linie)  ist,  dann  ist  dies  immer  der 
Fall;  alle  diese  geraden  Linien  gehen  durch  einen 
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festen  Punkt  und  sind    die  Strahlen    eines  Kegels 
zweiter  Ordnung,    in  welchen   die  i^*>   degeneriert. 

Eine  noch  weitere  Specialisierung  wäre  denkbar  und 
würde  eintreten,  wenn  die  um  |OOi|  =  c  gedrehte  Ebene 
S  mit  dem  entsprechenden  Strahlenbüschel  rr,  in  der  Ebene 
£i  perspektivisch  läge,  so  dafs  jede  Ebene  §  durch  den  ent* 
sprechenden  Strahl  x^  ginge.  In  diesem  Falle  würde  die 
ganze  Ebene  «^  einen  Teil  der  i^')  bilden;  da  aber  aaeh 
|0,  0{  «=/*,  die  Ebene  q>  zur  entsprechenden  hat^  der  Ebene 
1*^1 /i]  d^f  Strahl  \^g>\  entspricht,  und  die  erstere  mit  £  zo- 
sammenfällt^  so  mnfs  auch  die  ganze  Ebene  g>  einen  Teil 
der  Fläche  i^^>  bilden;  dieselbe  zerfallt  also  in  ein  Ebenen - 
paar,  und  andere  Pninkte  derselben  können  nicht  vorkommen; 
auch  kann  das  Ebenenpaar  als  ein  besonderer  Fall  des  Kegels 
aufgefafflrt  werden  und  beide  sind  besondere  Fälle  der  gerad- 
linigen Oberfläche  zweiter  Ordnung. 

Jetzt  bleibt  nur  noch  der  dritte  Fall  übrig,  der  mm  in 
der  That  zu  einer  neuen  Gattung  von  Flächen  zweiter 
Ordnung  führt,  die  keine  geraden  Linien  enthalten. 
Wenn  die  erzeugenden  Bündel  O  und  O^  so  liegen,  dafs 
eine  um  den  Verbindungsstrahl  lOOJ  **  e  gedrehte  Ebene 
§7  deren  entsprechender  Strahl  x^  in  der  Ebene  b^  sieh  um 
Ol  dreht;  niemals  dureh  diesen  entsprechenden  Strahl  x^ 
hindurchgeht,  also,  wofern  \^6^\^^x  bezeichnet  wird,  die 
projektivischen  Strahlenbüschel  x,  x^  keine  reellen  Doppel- 
strahlen  haben,  dann  enthält  das  Erzeugnis  der  reziproken 
Bündel  keine  geraden  Linien.  Denn  gehorte  irgend  eine  Ge- 
rade l:,  der  Fläche  J^^)  an,  so  müfste  die  Ebene  [h£>]  die 
Fläche  in  einer  zweiten  durch  O  gehenden  Geraden  g  und 
die  Ebene  [Z^Di]  die  i^*>  in  einer  zweiten  durch  £),  geben- 
den Geraden  g^  schizoiden;  es  müfete  femer  die  Ebene  |^C,} 
die  1^^*)  in  einer  zweiten  durch  D,  gehenden  Geraden  /,  und 
die  Ebene  [^,  O]  die  i^*)  i^  ^j^gp  gleiten  durch  O  gefcendai 
Gieraden  l  schneiden.  Die  beiden  fSbenen  [g  l]  und  [ff^  /,] 
eBthielten  also  die  in  Linienpaare  zerfollenden  Kegelselmkle 
der  F<^>,  welche  in  O  und  D,  ihre  Doppelpunkte  haben;  es 
müfsten  also  [gl]  =  g)  und  [^,  ^|]  =*  fj  die  Berührungsebenen 
m  D  und  O]  sein  und  Linienpaare  enthalten,  was  gegen  die 
Voraussetzung  ist.    Wir  schliefsen  also  für  diesen  dritten  Fall: 
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Wenn  es  einmal  yorkommt,  dafs  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  in  einem  ihrer  Punkte 
eine  Berührungsebene  hat,  welche  mit  der  Fläche 
kein^en  weiteren  Punkt  als  diesen  Berührungspunkt 
gemein  hat  (oder  in  einem  imaginären  Linienpaar 
mit  reellem  Doppelpunkt  die  Fläche  schneidet);  so 
ist  dies  immer  der  Fall;  die  Fläche  enthält  über- 
haupt keine  geraden  Linien. 

Hier  tritt  nun  ein  wesentlicher  Unterschied  auf  gegen 
den  früheren  Uauptfall.  Während  wir  beim  Hyperboloid  mit 
Hilfe  der  durch  D  und  Oj  gehenden  Liuienpaare  g  l  und  g^  2, 
die  in  den  Berührungsebenen  liegen ^  auch  das  durch  jeden 
beliebigen  Punkt  der  1^^^^  gehende  Linienpaar  g^lx  finden 
konnten ;  indem  wir,  wenn  y.  ein  Punkt  der  Fläche  F^^)  ist, 
die  Schnittlinie  der  Ebenen  [g^  und  [gil^j  welche  sich  in 
Ijc  schneiden,  sowie  der  Ebenen  \l)i\  und  \lii\f  welche  sich 
in  gx  schneiden,  konstruieren,  fehlt  jetzt  dies  Hilfsmittel; 
wir  haben  nur  die  beiden  Berührungsebenen  tp  und  £,  in  den 
Mittelpunkten  der  Bündel  OD|;  welche  in  doppeltem  Sinne 
dem  Yerbindungsstrahl  |00||  entsprechen,  und  es  wird  sich 
zunächst  die  Aufgabe  darbieten: 

In  einem  beliebigen  Punkte  p  des  Erzeugnisses 
zweier  reziproken  Bündel  D  und  JDj  die  Berüh- 
rungsebene zu  konstruieren. 

Diese  Aufgabe  läfst  sich  auch  so  aussprechen:  Durch 
einen  gegebenen  Punkt  y  einer  nicht- geradlinigen  Fläche 
jpw  eine  solche  Ebene  T|  zu  legen,  welche  mit  F^^^  den 
einzigen  reellen  Punkt  j:  gemeinschaftlich  hat,  d.  h.  die  F^^^ 
in  einem  imaginären  Linienpaar  schneidet,  dessen  reeller 
Doppelpunkt  j:  ist;  es  wird  zuerst  die  Vorfrage  zu  beantwor- 
ten sein,  ob  es  eine  solche  Ebene  wirklich  giebt.  Eine  Ebene, 
die  durch  einen  gegebenen  Punkt  p  gehen  soll,  wird  bestimmt 
sein  durch  zwei  von  j:  ausgehende  gerade  Linien,  welche 
in  ihr  liegen  sollen.  Nach  der  Forderung  der  Aufgabe 
mQssen  zwei  solche  Gerade  a  und  h  Tangenten  der  i^(^>  sein, 
d.  h.  die  beiden  Schnittpunkte  einer  solchen  Geraden  mit 
2^*>  müssen  in  den  Punkt  >*  hineinfallen.  Ist  dies  nun  der 
Fall  für  die  Gerade  a  und  für  die  Gerade  &,  so  ist  [ali]  eine 
Ebene,  die  F^^  in  einem  Kegelschnitt  schneiden  mufs,  wie 
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im  allgemeinen  jede  Ebene.  Dieser  Kegelschnitt  hat  aber 
die  besondere  Eigenschaft,  dafs  y:  ein  solcher  Punkt  desselben 
ist,  in  welchem  es  zwei  verschiedene  Tangenten  dieses  Kegel- 
schnitts giebt,  und  dies  ist  nur  möglich ,  wenn  der  Kegel- 
schnitt aus  einem  reellen  oder  imaginären  Linienpaar  besteht, 
dessen  Doppelpunkt  j:  ist ;  in  unserem  Falle  kann  das  Linieo- 
paar  nur  ein  imaginäres  sein,  weil  die  F^^^  keine  geraden 
Linien  enthalten  darf.  Diese  Eigenschaft  der  durch  a  and  b 
bestimmten  Ebene  [ab]  =  T;  zeigt  nun,  dafs  auch  jede  an- 
dere durch  X  in  der  Ebene  r^  gezogene  Gerade  nur  den  ein- 
zigen Punkt  j:  mit  der  Fläche  JP^^)  gemein  haben  kann,  also 
eine  Taugente  derselben  sein  mufs.  Aber  auch  umgekehrt 
müssen  sämtliche  Tangenten,  die  man  im  Punkte  %  an  der 
Fläche  i^(*>  ziehen  kann  in  einer  und  derselben  EJbene  Tj 
liegen.  Denn  gäbe  es  noch  eine  Tangente  c  im  Punkte  s 
der  F^^\  die  nicht  in  der  Ebene  r^  läge,  so  würde  jede  durch 
c  gelegte  Ebene  ebenfalls  in  einem  imaginären  Linienpaare 
die  F^^^  schneiden  müssen,  und  überhaupt  jede  durch  j:  g^ 
legte  Ebene,  welche  durch  zwei  Gerade  in  den  Ebenen  [ab] 
und  [ac]  bestimmt  wird,  die  durch  j:  gehen,  müfste  die 
gleiche  Eigenschaft  besitzen,  in  einem  imaginären  Linien- 
paare die  F<^^  zu  achneiden.  Die  ganze  Fläche  F^^  würde 
also  nur  den  einzigen  reellen  Punkt  j:  haben,  d.  h.  sich  auf 
einen  imaginären  Kegel  mit  dem  reellen  Mittelpunkte  y  re- 
duzieren (S.  42).     Wir  schliefsen  also: 

Sämtliche  Tangenten,  die  man  in  einem  Punkte 
j:  einer  Oberfläche  2.  0.  F^^^  an  derselben  ziehen 
kann,  liegen  in  einer  Ebene  r^,  welche  die  Beruh- 
rungsebene  der  F^^  im  Punkte  'jp  heifst  und  die- 
selbe in  einem  reellen  oder  zusammenfallenden 
oder  imaginären  Linienpaare  schneidet.  Neu- 
nen wir  in  jedem  dieser  drei  Fälle  die  Berührungsebenen 
hyperbolischer,  parabolischer  oder  elliptischer 
Art,  so  zeigt  die  vorige  Untersuchung,  dafs  bei  einer  ge- 
gebenen F^^>  die  sämtlichen  Berührungsebenen  immer  der- 
selben Art  sein  müssen,  dafs  also  z,  B.  bei  einer  F^^  nicht 
gleichzeitig  Berührungsebenen  hyperbolischer  und  elliptischer 
Art  vorkommen  können. 

In  unserem  Falle  nun  sind  sämtliche  Berührungsebenen 


§  54.   Die  Berührungsebenen  einer  Oberfläche  2.  0.  483 

elliptischer  Art,  und  es  genügt  ^  um  in  einem  gegebenen 
Punkte  j:  der  F^^^  die  Berührungsebene  T;  zu  finden,  irgend 
zwei  Tangenten  derselben  in  dem  Punkte  j:  zu  ermitteln  und 
durch  eine  Ebene  zu  verbinden.  Eine  Taugente  im  Punkte 
X  haben  wir  schon  früher  gefunden  (S.  454).  Wenn  wir  in 
den  beiden  erzeugenden  Bündeln  O  und  0|  die  Strahlen 
\Dj:\'^  X  und  |0 ^ je |  =  j^i  ziehen ,  so  entsprechen  ihnen 
gemäfs  der  reziproken  Beziehung  zwei  Ebenen  (j  und  17, 
deren  Schnittlinie  IS117I  durch  j:  gehen  und  eine  Tangente 
der  l*läche  F^^^  in  dem  Punkte  y  sein  mufs.  Wenn  wir 
zweitens  die  Ebene  [OOiJc]  l^en,  so  schneidet  dieselbe  die 
Fläche  JP(^>  in  einem  Kegelschnitt;  der  durch  [00|X]  geht, 
und  dessen  beide  Tangenten  in  O  und  Dp  die  Schnittlinien 
seiner  Ebene  mit  den  Berührungsebenen  q)  und  fj,  also  be- 
kannt sind ;  um  die  Tangente  dieses  Kegelschnitts  im  Punkte 
X  zu  erhalten  y  wenden  wir  die  bekannte  Konstruktion  aus 
der  Theorie  der  Kegelschnitte  an;  sei  der  Schnittpunkt: 

(|0,:|,  £,)  =  a        (|0,)c|,  9>)-»> 
(lOO.I,  lab|)  =  c, 

so  ist  |}cc|  die  gesuchte  Tangente;  die  Ebene 9  welche  durch 
die  Schnittlinie  |S|Y/1  und  den  Punkt  c  gelegt  werden  kann, 
ist  also  die  gesuchte  Berührungsebene  t^  im  Punkte  j:  der  F^^K 
Noch  kürzer  wird  die  Konstruktion,  wenn  wir  ein  für  alle- 
mal die  Schnittlinie  der  beiden  Berührungsebenen  in  O 
und  Ol 

ziehen,  durch  {s^l  eine  Ebene  legen,  welche  |DD||  in  dem 
Punkte  c  beg^net  und  zu  |OOiC'|  den  vierten  harmonischen 
Punkt  €  konstruieren,  welcher  dem  c'  zugeordnet  ist;  dann 
ist  die  durch  |£,^|  und  c  gelegte  Ebene  die  gesuchte  r,,  wie 
unmittelbar  einleuchtet. 

Aber  es  genügt  für  unsern  Fall,  in  welchem  alle  Be- 
rührungsebenen  der  F^^^  elliptischer  Art  sind,  nicht,  dafs  wir 
fOr  jeden  Punkt  j:  der  F^^^  die  Berührungsebene  T;  kon- 
struieren können,  sondern  wir  müssen  auch  in  dieser  Ebene 
das  imaginäre  Linienpaar  ermitteln,  welches  die  Durchschnitts- 
kurve  Ton  T|  mit  F^^^  ist,  ebenso  wie  wir  in  dem  Falle  des 
Hyperboloids  das  Linienpaar   g^l^   der  beiden  Regelscharen 
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ermittelt  haben.  Ein  imaginäres  Linienpaar  wird  vertreten 
durch  eine  elliptische  Strahleninvolution,  deren  imaginäre 
Doppelstrahlen  ein  solches  Linienpaar  bilden;  unsere  Auf- 
gabe kommt  demgemäfs  darauf  hinaus,  in  jeder  Beruh- 
rungsebene  r^  die  elliptische  Strahleninvolution 
durch  j:  zu  ermitteln,  deren  Doppelstrahlen  das 
gesuchte  imaginäre  Linienpaar  sind.  Hierzu  genügt 
es  für  die  beiden  Berührungsebenen  £]  und  tp  in  den  Mittel- 
punkten D|  und  D  der  erzeugenden  Bündel  die  zugehörigen 
Strahleninvolutionen  zu  finden,  was  in  folgender  Weise  ge- 
schehen kann:    Drehen  wir  um  den  Verbindungsstrahl 

eine  veränderliche  Ebene  |,  welcher  als  dem  Bündel  O  an- 
gehörig  der  Strahl  o^,  des  Bündels  O}  entspricht,  der  in  der 
Berührungsebene  f,  liegen  mufs,  weil  ^  durch  e  geht,  dann 
beschreiben  wegen  der  reziproken  Beziehung  auf  der  Schnitt- 
linie: 


die  Durchschnittspunkte  der  Ebene  |  und  des  Strahles  /, 
zwei  projektivische  Punktreihen,  welche  wir  mit  j:  und  r, 
bezeichnen  wollen.  Da  der  Ebene  [/^iPi]  im  Bündel  Cr 
wegen  der  reziproken  Beziehung  der  Strahl  |0):|  im  Bündel 
O  entsprechen  mufs,  so  folgt,  dafs  wir  dieselben  beiden  pro- 
jektivischen  Punktreihen  auf  s  auch  erhalten,  wenn  wir  um 
I OO  j  I  eine  veränderliche  Ebene  i^j  drehen,  welcher  als  dem 
Bündel  Oi  angehörig  der  Strahl  y  des  Bündels  O  entspricht, 
der  in  der  Berührungsebene  qp  liegen  mufs,  weil  rj^  durch /] 
geht;  dann  beschreiben  wegen  der  reziproken  Beziehung,  auf 
der  Schnittlinie  s  die  Schnittpunkte  der  Ebene  17,  und  des 
Strahles  y  zwei  projektivische  Punktreihen  ^,  und  Xj,  die  mit 
den  vorigen  Puuktreihen  Xi  ^^^  T  zusammenfallen. 

Wir  haben  also  auf  s  zwei  projektivische  Punktreihen, 
die  durch  die  reziproke  Beziehung  der  Bündel  ODi  gegeben 
sind.  Drehen  wir  um  |00||  die  veränderliche  Ebene  |  =  i?i 
der  in  doppeltem  Sinne,  als  den  Bündeln  O  und  Oi  &n' 
gehörig,  die  Strahlen  x^  und  y  in  den  Ebenen  £,  und  f 
entsprechen,  bezeichnen  wir  die  Durchschnittspunkte  der 
Ebene  S(i/i)  mit  s  durch  ):(j),)  die  Treffpunkte  der  Strahlefl 
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Xi  und  y  mit  s  durch  ^|  und  \)  und  konstruieren  den  vierten 
harmonischen   Punkt   zu    X|Q   und   j:(\)i),  dem  letzteren  zu- 
geordnet,  d.  h.  den  Punkt  x,  so  dafs  (j:,  ^))cj:')  =  —  1  ist, 
dann  durchläuft  das  Punktepaar  j:j:'  bei  der  Bewegung  eine 
Punktinvolution  auf  8  (S.  15 ff.),  welche  mit  O  und  O,   ver- 
bunden zwei  Strahleninvolutionen  in  den  Ebenen  (p  und  s^ 
liefert,   deren  Doppelstrahlen  l  und  g^  g^  und  Z,  die  Linien- 
paare dieser  Berührungsebenen  sind.    In  unserem  Falle  ist 
die  Punktinvolution  auf  s  eine  elliptische,  also  die  Linien- 
paare sind  imaginär  und  werden    vertreten  durch  die  kon- 
struierten   Strahlen  in  volutionen    in   den  Ebenen   (p  und  b^. 
Wenn  wir  jetzt  eine  beliebige  Ebene  |  im  Räume  nehmen, 
welche  die  F^^^  in  einem  (reellen  oder  imaginären)    Kegel- 
schnitt |(^>  schneidet  y  so  wird  |  die  beiden  Strahleninvolu- 
tionen in  9  und  e^  längs  Punktinvolutionen  schneiden,  die 
dem  Kegelschnitt  S<^)   offenbar  zugehören  müssen,    weil  die 
Schnittlinien  ||qp|  und  j^fj  der  F^^^  in   (reellen  oder  imagi- 
nären) Punktepaaren  begegnen,  die  durch  jene  Punktinvolu- 
tionen vertreten  werden.    Haben  wir  also  insbesondere  einen 
Punkt  X  ^^^  ^^^  ^^^  ^i^  Berührungsebene  r,  in  demselben 
konstruiert   (s.  o.),    so    schneidet  dieselbe    die    Berührungs- 
ebenen (p  und  fi  in  Strahlen,  welche  die  Träger  bekannter 
Punktinvolutionen  sind,  die  von  den  Strahleninvolutionen  in 
q>  und  €j  ausgeschnitten  werden.    Der  Punkt  jc  mit  der  einen 
oder    der    andern  Punktinvolution    verbunden    liefert   daher 
eine  Strahleninvolution  in  der  Ebene  T;,  welche  das  (reelle 
oder  imaginäre)  Linienpaar  vertritt,  das  in  dieser  Berührungs- 
ebene enthalten  ist.    Dadurch  ist  die  vorgelegte  Aufgabe  ge- 
lost auch  für  den  Fall  der  nicht  geradlinigen  Fläche  F^^\ 
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Wenn  eine  beliebige  Gerade  g  der  Fläche  2.  0.  F^^^  in 
zwei  reellen  Punkten  begegnet,  so  mufs  jede  Ebene,  welche 
durch  g  gelegt  wird,  die  F^^^  in  einem  Kegelschnitt  schneiden, 
der  durch  dieselben  beiden  Punkte  geht,  d.  h.  alle  diese 
Kegelschnitte  müssen  g  zur  gemeinschaftlichen  Sekante  haben. 
Wir  können  diese  Eigenschaft  erweitern  auch  für  den  Fall 
nicht  reeller  Schnittpunkte  auf  g,  indem  wir  das  Punktepaar 
durch  eine  (hyperbolische  oder  elliptische)  Punktinvolution 
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verireten  lassen,  die  immer  reell  konstruiert  werden  kann 
Termittelst  der  gegebenen  die  F^^  erzeugenden  reziproken 
Bündel  O  und  O,. 

Wenn  wir  auf  der  Geraden  g  einen  veränderlichen  Pnnkt 
X  bewegen ;  so  entspricht  dem  Strahle  |0^|  im  Bündel  0 
eine  Ebene  |,  im  Bündel  Oi,  welche  g  in  Xi  treffe,  und 
bei  der  Bewegung  müssen  infolge  der  reziproken  Beziehung 
X  und  Xi  projektivische  Punktreihen  beschreiben.  Dieselben 
beiden  projektiyischen  Punktreihen  erhalten  wir  auch,  wenn 
wir  den  Strahl  |OiT]|  ^  Bündel  Oi  nehmen,  dem  eine 
Ebene  |  im  Bündel  O  entsprechen  wird,  welche  durch  den 
vorigen  Punkt  x  gehen  mufs,  denn  weil  der  Strahl  |Ot)r|  =  /, 
in  der  Ebene  (^  liegt,  so  mufs  die  entsprechende  Ebene  l 
durch  |Ot|  "»  ^»  &lso  durch  den  Punkt  x  gehen.  Wir  haben 
also  auf  g  zwei  projektivische  Punktreihen;  bezeichnen  wir 
jetzt  einen  beliebigen  Punkt  der  g  in  doppeltem  Sinne  auf* 
gefafst  als  x  ^'^  '(ji,  so  entspricht  ihm,  als  der  einen  Punkt- 
reihe angehorig,  der  Punkt  Xt  der  andern  und,  als  der  andern 
Punktreihe  angehörig,  der  Punkt  i)  der  ersten;  nehmen  wir 
zu  den  drei  Punkten  Xt  ^  und  ]c(=  t)i)  den  vierten  harmoni- 
schen dem  letzteren  zugeordneten  Punkt  x\  so  dafs 

(Vir^xv)  —  —  1 

ist,  dann  werden  bei  der  Bewegung  x  ^^^  /  konjugierte 
Punkte  einer  Punktinvolution  sein,  deren  Doppelpunkte  so- 
gleich die  Doppelpunkte  der  zusammenliegenden  projektiyi- 
schen Punktreihen  auf  g,  d.  h.  die  Durchschnittspunkte  der 
Geraden  g  mit  der  Fläche  -FW  sind  (S.  15).  ♦)    Wir  haben 


*)  Wollen  wir  uns  noch  direkt  von  der  aasgetprochenen  Be- 
hauptung überzeugen,  so  kann  dies  auf  folgende  Art  geschehen: 

Wir  verbinden  den  doppelt  gedachten  Ti^er  der  beiden  pro- 
jektiyischen Punktreihen  xxi  mit  irgend  zwei  Punkten  o  und  »^  die 
in  einer  Ebene  mit  ihm  liegen,  durch  Strahlenbüschel  (o)  md  vti\ 
welche  einen  Kegelschnitt  erzeugen  müssen ,  weil  r  Xt  projektiTisefae 
Punktreihen  durchlaufen.  Eoinzidieren  nun  x  ■=■  Pii  und  sind  deren  ent- 
sprechende Punkte  Xi  und  p,  so  werden  die  Schnittpunkte: 

(loxl,lo,ril)  —  p       (lo^l,  loi^il)  —  q 
auf  dem  vorigen  Kegelschnitte  ^W  liegen,  und  wir  erhalten  ein  dem- 
selben einbeschriebenes  Viereck 

0    Ot    p    a, 
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dadurch  eine  bestimmte  Punktinvolution  auf  g  konstruiert^ 
welche  immer  das  (reelle  oder  konjugiert-imaginäre)  Punkte- 
paar der  Durchschnittspunkte  von  g  mit  F^^^  vertritt.  Wir 
wollen  diese  die  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  JP^')  zugehö- 
'  rige  Punktinvolution  nennen  und  wissen  von  ihr,  dafs  jedes 
Paar  konjugierter  Punkte  derselben  zugleich  ein  Paar  kon- 
jugierter Punkte  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  ist,  in 
welchem  irgend  eine  durch  g  gelegte  Ebene  die  F^^^  schneidet. 

Nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  ^  des  Raumes 
und  legen  durch  denselben  zwei  beliebige  Ebenen  a  und  fi, 
die  sich  in  einer  Geraden  g  schneiden,  so  ist  dem  Punkte  ""Jß 
der  Geraden  g  ein  bestimmter  Punkt  ^'  in  der  zugehörigen 
Punktinvolution  konjugiert,  und  es  muis  die  Polare  des 
Punktes  ^$  sowohl  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  a^*^,  in 
welchem  die  Ebene  a  die  JP^')  schneidet,  als  auch  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  /}^^,  in  welchem  die  Ebene  ß  die  F^^^ 
schneidet,  durch  den  Punkt  ^'  gehen;  die  beiden  Polaren 
von  $,  welche  wir  mit  la  und  Iß  bezeichnen  wollen,  tre£Fen 
sich  also  in  dem  Punkte  $'  und  liegen  daher  in  einer  Ebene. 
Legen  wir  eine  beliebige  dritte  Ebene  y  durch  den  Punkt  ^, 
und  schneidet  dieselbe  die  F^^^  in  dem  Kegelschnitte  y^^\  ist 
femer  ly  die  Polare  des  Punktes  ^  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt y^^\  so  mufs  nach  dem  Vorigen  ly  sowohl  la  als  auch 
Iß  treffen,  und  da  beide  in  einer  Ebene  liegen,  so  mufs  auch 
ly  in  derselben  liegen.     Drehen   wir   die  Ebene  y  beliebig 


von  welchem 

(lo^Moiql)  -=  X  —  ^1 

ein  Diagonalpunkt  ist  Die  Polare  dieses  Panktes  r  ="  i^i  ist  daher  die 
Verbindongslinie  der  beiden  übrigen  Diagonalpanktei  und  diese  geht 
durch  den  vierten  harmonischen  Punkt  %'  zu  den  dreien  Xt  ^  x(^i)t  ^-  h. 

I 

(TiprO  =  —  1; 

verändern  wir  also  v  auf  g,  so  wird  x'  allemal  der  Schnittpunkt  der 
Polare  von  x  in  Bezug  auf  ftC)  mit  der  Geraden  g  sein ;  folglich  durch- 
läuft das  Punktepaar  rr'  zufolge  der  bekannten  Polareigenschaften 
eines  Kegelschnitts  diejenige  Punktinvolution  auf  ^,  welche  dem  Kegel- 
schnitt  JtO  zugehört,  d.  h.  die  Doppelpunkte  dieser  Punktinvolution 
koinzidieren  mit  den  Schnittpunkten  von  g  und  ft(')  oder  mit  den 
Doppelpunkten  der  ursprünglich  gegebenen  projekti vischen  Punkt- 
reiben ,  welche  %  und  Xi  auf  g  durchlaufen. 
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um   den   festgehaltenen    Punkt  iß,   so  erhalten   wir  folgen- 
den Satz: 

Wenn  man  durch  einen  Punkt  $  im  Räume  be- 
liebig viele  Ebenen  i  legt,  deren  jede  einer  gege- 
benen Fläche  2.  0»  1^<*>  in  einem  Kegelschnitte  l^^ 
begegnet,  und  man  allemal  die  Polare  des  Punktes 
^  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  £(^>  koustruiert,80 
liegen  diese  sämtlichen  Geraden  in  einer  und  der- 
selben Ebene  x)  also  wird  auch  umgekehrt  jede  durch  %^ 
gelegte  Ebene  i  die  Ebene  x  in  einer  Geraden  schneiden, 
welche  die  Polare  von  $  ist  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
|<^>,  in  welchem  die  Ebene  |  die  F^^^  schneidet.  Wir  wollen 
diese  zu  dem  Punkt  ^  konstruierte  Ebene  x  die  Polar- 
ebene des  Punktes  $  in  Bezug  auf  die  Fläche  F^ 
nennen.    Wir  können  dies  Resultat  auch  so  aussprechen: 

Wenn  man  durch  einen  Punkt  ^  des  Raumes 
beliebig  viele  Strahlen  zieht  und  auf  jedem  der- 
selben den  zu  ^^^  konjugierten  Punkt  in  derjenigen 
Punktinvolution  bestimmt,  welche  dem  Strahle  in 
Bezug  auf  eine  gegebene  i^(*>  zugehört,  so  liegen 
alle  diese  konjugierten  Punkte  in  einer  und  der- 
selben Ebene,  der  Polarebene  des  Punktes  $  in 
Bezug  auf  F^^K  Sind  die  Punktinvolutionen  hyperbolisch, 
also  ihre  Doppelpunkte  die  Schnittpunkte  des  Strahles  mit  F^t 
so  werden  dieselben  harmonisch  getrennt  durch  jedes  Paar 
konjugierter  Punkte;  wir  erhalten  also  die  Polarebene  von 
^  auch  dadurch,  dafs  wir  durch  ^  Strahlen  ziehen  und  zu 
den  Schnittpunktpaaren  mit  l^w  die  zu  iß  zugeordneten  vierten 
harmonischen  Punkte  bestimmen.  Drei  solcher  Punkte  be- 
stimmen schon  die  Polarebene  ar.  Wenn  zu  dem  Punkte  f 
die  Polarebene  n  konstruiert  ist,  und  wir  einen  beliebigen 
Punkt  ^'  der  letzteren  nehmen,  so  sind  aur  dem  Verbindungs- 
strahle I^^^^J'I  diese  beiden  Punkte  konjugiert  in  der  zugehö- 
rigen Punktinvolution,  folglich  muls  die  Polarebene  %  des 
Punktes  $'  durch  den  ersten  Punkt  5ß  hindurchgehen.  Wir 
können  also  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  man  auf  der  Polarebene  ä  eines  Punktes 
^  einen  beliebigen  Punkt  ^'  nimmt,    so  mufs  die 
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Polarebeue  x'  desselben  durch  den  anfänglichen 
Punkt  ^  hindurchgehen. 

Ziehen  wir  jetzt  die  Verbindungslinie  |$$'|  «»  g  und 
nennen  die  Schnittlinie  der  beiden  Polarebenen  \7cn\=^gy 
so  wird  eihe  beliebige  durch  g^  also  durch  beide  Punkte  ^ 
und  ^'  gelegte  Ebene  g  die  Ebenen  st  und  Tt"  in  zwei  Ge- 
raden schneiden^  welche  die  Polaren  der  Punkte  ^  und  ^' 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  g^^^  sind,  in  welchem  die 
Ebene  g  die  F^^^  schneidet;  diese  beiden  Polaren  schneiden 
sich  in  dem  Punkte,  in  welchem  die  Gerade  g'  der  Ebene  ^ 
begegnet;  dieser  Punkt  Q  ist  daher  der  Pol  der  Geraden 
l^^'l  =flf  in  Bezug  auf  i^^\  also  mufs  die  Polarebene  von 
Q  durch  g  gehen.  Und  auch  umgekehrt,  wenn  wir  äinen 
beliebigen  Punkt  O  der  Geraden  g'  nehmen,  so  wird  seine 
Polarebene  durch  g  gehen  müssen,  denn  die  Ebene  [O^] 
schneidet  sc  und  x  in  den  Polaren  der  Punkte  ^  und  ^'  in 
Bezug  auf  den  Durchschnittskegelschnitt;  folglich  ist  für 
diesen  auch  g  die  Polare  von  O,  also  geht  die  Polarebene 
von  Q  durch  <f.  Verändern  wir  den  Punkt  O  auf  g\  so 
sehen  wir,  dafs  für  sämtliche  Punkte  von  g'  die  Polarebenen 
durch  g  gehen. 

Nehmen  wir  endlich  zu  O  den  konjugierten  Punkt  O' 
in  der  zu  g'  zugehörigen  Punktinvolution,  so  ist  zu  O'  die 
Polarebene  die  Ebene  [g£l].  Wir  haben  jetzt  vier  Punkte 
^  $'  O  O'y  die  in  eigentümlicher  Verbindung  stehen;  sie 
bilden  nämlich  die  Ecken  eines  Tetraeders  und  haben  zu 
Polarebenen  die  gegenüberliegenden  Seitenflächen  desselben 
(Polartetraeder,  S.  153).  Da  nun,  wie  wir  gesehen  haben,  von 
sämtlichen  Punkten  der  Geraden  g'  die  Polarebenen  durch  g 
gehen  müssen,  und  g'  als  eine  ganz  willkürliche  Gerade  im 
Räume  aufzufassen  ist  (denn  wir  brauchen  nur  umgekehrt 
durch  die  willkürliche  Gerade  g'  irgend  zwei  Ebenen  zu 
legen  und  die  Pole  von  g'  in  Bezug  auf  die  Durchschnitts- 
kegelschnitte zu  verbinden,  um  die  vorige  Figur  zu  erhalten), 
so  werden  auch  die  Polarebenen  von  sämtlichen  Punkten  der 
(Teraden  g  durch  eine  und  dieselbe  neue  Gerade  laufen; 
diese  ist  aber  g',  denn  die  Polarebenen  von  den  beiden 
Pnnkten  ^^  und  ^'  schneiden  sich  in  ^';  die  Geraden  g  und 
^'    heifsen  aus   diesem    Grunde   konjugierte   Gerade   in 
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Bezug  auf  die  Fläche  F^^^  und  besitzen  folgende  Eigen- 
schaft : 

Von  sämtlichen  Punkten  einer  Geraden  g  lau- 
fen die  Polarebenen  durch  eine  und  dieselbe  Ge- 
rade g',  und  von  den  Punkten  der  Geraden  g'  laufen 
wiederum  die  Polarebenen  sämtlich  durch  die  Ge- 
rade g\  solche  zwei  Gerade  im  Räume  heifsen  kon- 
jugiert. 

Nehmen  wir  jetzt  zwei  beliebige  Gerade  g  und  A,  die 
sich  in  einem  Punkte  '^  treffen,  so  mössen  die  zu  ihnen 
konjugierten  Geraden  g'  und  h'  in  der  Polarebene  %  des 
Punktes  ^  liegen  ^  folglich  sich  auch  in  einem  Punkte  C 
treffen,  dessen  Polarebene  [(/A]  «=  tar  ist.  Fügen  wir  aber 
eine  beliebige  dritte  Gerade  l  in  der  Ebene  [gh]  hinza, 
welche  in  g  und  \)  den  Geraden  g  und  h  begegnet,  so  rnnfs 
die  konjugierte  Gerade  V  sowohl  in  der  Polarebene  von  <) 
liegen,  die  durch  g'  geht,  als  auch  in  der  Polarebene  von  b, 
die  durch  Ä'  geht.  Die  beiden  Polarebenen  schneiden  sich 
daher  in  einer  Geraden,  die  durch  den  Schnittpunkt  ((/'A')=»C 
gehen  mufs.     Wir  schliefsen  also: 

Wenn  zwei  Gerade  g  und  h  im  Räume  sich 
treffen  (oder  in  einer  Ebene  liegen),  so  liegen 
auch  die  konjugierten  Geraden  g'  und  h'  in  einei 
Ebene  (oder  treffen  sich  in  einem  Punkte).  Die 
Ebene  [gh]  ist  die  Polarebene  des  Punktes  {gh'\ 
und  die  Ebene  [gh]  ist  die  Polarebene  des  Punktes 
(gh).  Die  sämtlichen  Geraden,  welche  in  einer 
Ebene  tc  liegen,  haben  zu  konjugierten  Geraden 
solche,  die  sämtlich  durch  einen  und  denselben 
Punkt  $  laufen,  dessen  Polarebene  x  ist. 

Hierdurch  wird  einer  beliebigen  Ebene  x  des  Raumes 
ein  bestimmter  Punkt  ^  zugeordnet;  dieser  heilst  der  Pol 
der  Ebene  ä  in  Bezug  auf  die  Fläche  F^^  und  hat 
zu  seiner  Polarebene  die  anfängliche  Ebene  tc.  Hieraus  folgt 
weiter  : 

Wenn  von  irgend  einer  Ebene  x  im  Räume  der 
Pol  ^  ist,  so  mufs  von  jeder  durch  ^^  gelegten 
Ebene  x'  der  Pol  ^'  in  der  Ebene  x  liegen.  Von 
sämtlichen  Ebenen,   die  durch  eine  beliebige  Ge- 
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rade  g  des  Baumes  gelegt  werdeiii  liegen  die  Pole 
auf  der  konjugierten  Geraden  g\  Von  sämtlichen 
EbeneUi  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  des 
Raumes  gehen,  liegen  die  Pole  in  einer  und  der- 
selben Ebene;  der  Polarebene  jenes  Punktes. 

Wir  haben  hierdurch  eine  vollständige  Zuordnung  sämt- 
licher Elemente  des  Raumes  in  Bezug  auf  die  Fläche  F<*^ 
erlangt:  Jedem  Punkt  des  Raumes  entspricht  eine  bestimmte 
Ebene^  seine  Polarebene,  jeder  Geraden  eine  bestimmte  Ge- 
rade, ihre  konjugierte  Gerade,  und  letzterer  wieder  die  erstere, 
jeder  Ebene  ein  bestimmter  Punkt,  ihr  Pol,  dessen  Polar- 
ebene  wieder  diese  Ebene  ist.  Die  auf  diese  Weise  einander 
polar  zugeordneten  Elemente  des  Raumes  sind  noch  enger 
mit  einander  in  folgender  Art  verknüpft: 

Wenn  wir  einen  veränderlichen  Punkt  x  die  feste  Gerade 
g  durchlaufen,  also  eine  gerade  Punktreihe  beschreiben  lassen, 
so  geht  seine  Polarebene  S  nicht  blofs  durch  die  konjugierte 
Gerade  g',  beschreibt  also  ein  Ebenenbüschel,  sondern  auch 
durch  den  zu  j:  konjugierten  Punkt  j:  der  zu  g  zugehörigen 
Punktinvolution  in  Bezug  auf  die  Fläche  F^^K  Da  aber  bei 
einer  Punktinvolution  die  konjugierten  Punkte  x  und  j:  zwei 
projektivische  Punktreihen  durchlaufen,  so  sind  auch  die  von 
X  beschriebene  gerade  Punktreihe  auf  g  und  das  von  S  be- 
schriebene Ebenenbüschel  mit  der  Axe  g'  projektivisch 
und  liegen  involutorisch.  In  gleicher  Weise  folgt,  dafs, 
wenn  wir  um  g  eine  yeränderliche  Ebene  |  drehen,  ihr  Pol  x 
auf  der  konjugierten  Geraden  g'  eine  Punktreihe  durchläuft, 
welche  mit  dem  von  £  beschriebenen  Ebenenbüschel  pro- 
jektivisch ist  und  involutorisch  liegt,  d.  h.  die  durch  g  ge- 
legten Ebenenpaare  S  und  [gx]  bilden  eine  Ebeneninvolution. 
Wir  schliefsen  also: 

Jede  Gerade  g  im  Räume  ist  gleichzeitig  der 
Träger  einer  bestimmten  zugehörigen  Punktinvo- 
lution und  die  Axe  einer  bestimmten  zugehörigen 
Ebeneninvolution  in  Bezug  auf  F^.  Die  Punkt- 
involution wird  erhalten,  indem  wir  auf  g  einen 
veränderlichen  Punkt  x  laufen  lassen,  dessen 
Polarebene  |  in  dem  konjugierten  Punkte  x'  die  g 
trifft.    Die  Ebeneninvolütion  wird  erhalten,  indem 
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wir  um  g  eine  yeränderliclie  Ebene  S  drehen  und 
deren  Pol  y:  mit  g  durch  die  konjugierte  Ebene  |' 
der  Ebeneninvolution  verbinden.  Ist  g'  die  kon- 
jugierte Gerade  zu  g^  so  liegt  die  Ebeneninvoln- 
tion  der  Geraden  g  perspektivisch  mit  der  Punkt- 
involution der  Geraden  g*  und  die  Ebeneninvolu- 
tion  der  Geraden  g'  perspektivisch  mit  der  Punkt- 
involution der  Geraden  g.  Sobald  wir  zwei  konjugierte 
Gerade  g g'  haben,  sind  also  ihre  Ebeneniuvolutionen  durch 
ihre  Punktinvolutionen  mit  gegeben  und  umgekehrt. 

Wenn  wir  ferner  von  einem  beliebigen  Punkte  ^^  des 
Raumes  die  Polarebene  tc  nehmen  und  einen  veränderlichen 
Punkt  X  in  dieser  Ebene  tc  wandern  lassen,  so  wird  seine 
Polarebene  g  die  Ebene  %  in  einer  Geraden  l^  schneiden, 
so  dafs  y.  und  l^  Pol  und  Polare  eines  bestimmten  ebenen 
Polarsystems  bilden  (Th.  d.  K.  §  56);  denn  sobald  sich  r 
auf  einer  Geraden  g  bewegt,  mufs  sich  l^  um  einen  festen 
Punkt  drehen,  den  Durchbobrungspunkt  der  konjugierten 
Geraden  g  mit  der  Ebene  %\  die  von  y:  beschriebene  Punkt- 
reihe und  das  von  l^  beschriebene  Strahlenbüschel  sind  pro- 
jektivisch  und  liegen  involutorisch,  wodurch  die  charakte- 
ristische Eigenschaft  des  ebenen  Polarsystems  vollständig 
erwiesen  ist  Ziehen  wir  andererseits  durch  ^  einen  ver- 
änderlichen Strahl  X  und  verbinden  den  konjugierten  Strahl 
X  (welcher  in  der  Polarebene  n  liegt)  mit  iß  durch  eine 
Ebene  £x>  so  sind  x  und  £«  Polarstrahl  und  Polarebene  eines 
Polarbündels  (S.  30),  welches  ^  zum  Mittelpunkt  hat  und 
perspektivisch  liegt  mit  dem  ebenen  Polarsystem  in  der 
Ebene  %.     Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Jede  Ebene'  tc  im  Räume  ist  der  Träger  eines 
ebenen  Polarsystems,  für  welches  irgend  ein 
Punkt  X  und  die  Durchschnittslinie  l^  seiner  Polar- 
ebene g  mit  der  Ebene  tc  Pol  und  Polare  sind; 
jeder  Punkt  ^^  im  Räume  ist  der  Mittelpunkt  eines 
Polarbündels,  für  welches  irgend  ein  Strahl  x 
durch  ^  und  die  Verbindungsebene  b^  des  konju- 
gierten Strahles  x'  mit  ^^  Polarstrahl  und  Polar- 
ebene  sind.  Ist  ^  der  Pol  der  Ebene  n  in  Bezug 
auf   F^^\   so    liegen   das   dem  Punkte  ^  zugehörige 
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Polarbündel     and    das    der    Ebene    n    zugehörige 
ebene  Polarsystem  perspektivisch. 

Ein  solches  Gebilde,  wie  wir  es  hier  vermittelst  der 
Fläche  F^^  konstruiert  haben^  heifst  ein  räumliches  Polar- 
system (S.  126).  Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig,  die  inci- 
denten  Elemente  desselben  aufzusuchen,  nämlich  die  sämt- 
lichen Doppelelemente  der  darin  auftretenden  Punkt-  und 
Ebeneninvolutionen. 

*Von  vornherein  wissen  wir,  dafs  auf  jeder  Geraden  g 
die  beiden  Doppelpunkte  der  zugehörigen  Punktinvolution 
diejenigen  Punkte  sind,  in  welchen  die  Gerade  g  die  Fläche 
JP<^>  schneidet,  femer  dafs  in  jeder  Ebene  n  der  Kemkegel- 
schnitt  des  zugehörigen  ebenen  Polarsystems  derjenige  Kegel- 
schnitt 3r<*>  ist,  in  welchem  die  Ebene  n  die  Fläche  J^^*^ 
schneidet.  Die  Gesamtheit  der  Punkte  im  räum- 
lichen Polarsystem,  deren  Polarebeuen  durch  sie 
selbst  gehen,  bildet  also  die  Fläche  F^^K  Nehmen 
wir  aber  in  einer  beliebigen  Ebene  n  einen  solchen  beson- 
deren Punkt  y,  dessen  Polare  ^  des  der  Ebene  jt  zugehö- 
rigen ebenen  Polarsystems  durch  jc  selbst  geht,  so  ist  be- 
kanntlich ^1  eine  Tangente  des  Eemkegelschnitts  n^^\  in 
welchem  die  Ebene  n  die  Fläche  i^'>  schneidet  und  f  der 
Berührungspunkt  dieser  Tangente;  t^  ist  also  auch  eine  Tan- 
gente der  Fläche  F^^^  selbst.  Nehmen  wir  nun  den  Pol  ^ 
der  Ebene  tc  und  legen  eine  Ebene  r^  durch  t^  und  ^,  so 
ist  die  Ebene  T;  die  Polarebene  des  Punktes  j:  im  räum- 
lichen Polarsystem.  Diese  schneidet  die  Fläche  F^^^  in  einem 
neuen  Kegelschnitt  von  besonderer  Art.  Dieser  mufs  näm- 
lich einmal  t^  zur  Tangente  haben,  oder  y:  und  t^  müssen 
Pol  und  Polare  für  ihn  sein  und  zweitens  müssen  auch  ^  und  tf 
Pol  und  Polare  fQr  ihn  sein.  Dies  ist  aber  nicht  anders 
möglich,  als  wenn  er  zerfällt  in  ein  reelles  oder  imaginäres 
JLinienpaar,  dessen  reeller  Poppelpunkt  der  Punkt  %  ist.  Jede 
Ebene  aber,  welche  die  Fläche  F^^>  in  einem  reellen  oder 
imaginären  Linienpaar  schneidet,  ist,  wie  wir  wissen  (S.  482), 
eine  Berührungsebene  der  Fläche  2^<^);  also  die  Polar- 
ebenen sämtlicher  Punkte,  die  der  Fläche  F^^)  selbst 
angehören,  sind  die  Berührungsebenen  der  Fläche 
F^*^   und   ihre    Pole,    die  in    ihnen   liegen,    die   Be- 
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rührungspunkte  derselben.    Dasselbe  ergiebt  sich  auch 
aus  folgender  Betrachtung: 

Eine  beliebige  Gerade  g  im  Räume  ist  die  Axe  einer 
zugehörigen  Ebeneninvolution  in  Bezug  auf  F^^\  welche  mit 
der  der  konjugierten  Geraden  g  zugehörigen  Puuktinvolution 
perspektivisch  liegt.    Die  Doppelpunkte  der  letzteren,  mit  g 
verbunden,  liefern  also  die  Doppelebenen  der  ersteren.    Eine 
solche  Doppelebene  geht  daher  durch   ihren  Pol  selbst  hin- 
durch;  bezeichnen  wir  sie  mit  r^  und  ihren  Pol  mit  j^  so 
sehen  wir,  dafs  jede  Gerade  in  r^  zur  konjugierten  Geraden 
eine  solche  haben  mufs,  die  durch  j:  geht.    Hieraus  fftlgt, 
dafs  für  dasjenige  ebene  Polarsystem,  welches  der  Ebene  Tj 
angehört,    zu   jeder  beliebigen  Geraden  einer  und    derselbe 
Punkt  p  der  Pol  ist,  und  hieraus  schliefsen  wir,  dafs  der  Kern- 
kegelschnitt  dieses  besonderen  Polarsystems  ein  (reelles  oder 
ims^inäres)    Linienpaar    sein    mufs,    dessen    immer   reeller 
Doppelpunkt  y  ist.     Also  ist  t^   eine  Berührungsebene  der 
Fläche  F^^^  und  x  ^^^  Berührungspunkt.    Einer  solcher  be- 
sonderen Geraden  g,  welche  in  der  Ebene  T|  liegt  und  zu- 
gleich durch  j:  geht,  mufs  eine  Gerade  g'  konjugiert  sein, 
die  durch  j:  geht,  weil  g  in  r^  liegt,  und  die  zugleich  in  r^ 
liegt,  weil  g  durch  j:  geht.     Diese  beiden  konjugierten  Ge- 
raden g  und  g   treffen  sich  also  in  einem  Punkte  x  und  hegen 
zugleich  in  einer  Ebene  Tf .     Drehen  wir  g  um  den  Punkt  % 
in  der  Ebene  r^,  so  dreht  sich  auch  g'  in  derselben  Ebene 
um  denselben  Punkt.     Aus  der  Natur  des  räumlichen  Polar- 
systems folgt,  dafs  solche  besondere  Strahlenpaare  gg  eine 
Strahleninvolution    durchlaufen,     deren    Doppelstrahlen   das 
Linienpaar  bilden,  in  welchem  die  Ebene  T|  die  Fläche  F^^^ 
schneidet.     Wir  schliefsen  also: 

Zwei  konjugerte  Gerade  g  und  g'  eines  räum- 
lichen Polarsystems  treffen  sich  im  allgemeinen 
nicht  im  Kaume;  sobald  sie  sich  aber  insbesondere 
treffen  in  einem  Punkte  X;  liegen  sie  zugleich  in 
einer  Ebene  r^;  j:  und  T;  sind  ein  besonderes  Paar 
von  Pol  und  Polarebene,  die  incident  liegen;  der 
Punkt  j:  gehört  allemal  der  Kernfläche  F<*>desräum- 
lichen  Polarsystems  an,  und  T|  ist  die  Berührungs- 
ebene  derselben    in    diesem   Punkte.     Drehen   wir 
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um  TC  eine  yeräuderliche  Gerade  x  in  der  Ebene  t^, 
so  dreht  sich  auch  die  konjugierte  Gerade  x'  in 
derse.lben  Ebene  r^  um  den  Punkt  jc.  Das  Strahlen- 
paar XX  beschreibt  eine  Strahleninvolution^  de- 
ren Doppelstrahlen  ein  (reelles  oder  imaginäres) 
Linienpaar  bilden^  in  welchem  .die  Ebene  r^  die 
Fläche  JF(^)  schneidet. 

Wir  bemerken  noch,   was  sich  nach  dem  Vorigen  von 
selbst  versteht: 

Durch  eine  beliebige  Gerade  g  gehen  im  all- 
gemeinen zwei  Berührungsebenen  an  eine  Fläche 
2,  O.  F^^\  Diese  sind  die  Doppelebenen  der  Ebenen- 
involutioU;  welche  der  Geraden  g  im  räumlichen 
Polarsysteme  zugehört^  dessen  Eernfläche  F^^^  ist. 
Durch  einen  beliebigen  Punkt  ^  im  Räume  gehen 
unendlich-viele  Berührungsebenen  an  die  Fläche 
F^^K  Diese  umhüllen  einen  Kegel  2.  0.  ^w,  den 
Eernkegel  des  Polarbündels,  welches  dem  Punkte 
"iß  im  räumlichen  Polarsjstem  zugehört.  Die  Be- 
rührungspunkte sämtlicher  aus  einem  Punkte  ^ 
an  eine  Fläche  F<^  gelegten  Berührungsebenen 
liegen  in  einerEbene,  der  Polarebene  n  des  Punk- 
tes Sß,  und  bilden  einen  Kegelschnitt  n^*^,  dessen 
Tangenten  mit  ^  verbunden  die  Berührungsebe- 
nen sowohl  der  Fläche  JP(^>  als  auch  ihres  Berüh- 
rungskegels ^^^)  sind.  Ein  Kegelstrahl  und  die  durch 
den  Berührungspunkt  desselben  gehende  Tangente  des  Kegel- 
schnitts x^^^  sind  allemal  zwei  konjugierte  Strahlen  im  räum- 
lichen Polarsystem. 

Aus  der  vollständigen  Dualität,  welche  das  räumliche 
Polarsystem  beherrscht^  folgt  nun,  dafs  die  Fläche  2.  0.  F^^^ 
zugleich  eine  Fläche  zweiter  Klasse  4^')  ist,  d.  h.  wenn 
wir  die  der  bisherigen  dual-gegenüberstehende  Untersuchung 
ansteUen,  indem  wir  anstatt  von  zwei  reziproken  Bündeln  D 
und ^ Ol  auszugehen;  das  Erzeugnis  zweier  in  reziproker  Be- 
ziehung stehenden  ebenen  Felder  €  und  f,  aufsuchen,  also 
den  Ort  der  Ebenen  aufsuchen,  welche  einen  Puukt  x  des 
Feldes  s  mit  dem  entsprechenden  Strahl  x^  des  Feldes  a^ 
oder   einen  Strahl  x  des  Feldes  €  mit  dem  entsprechenden 
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Punkt  x^  des  Feldes  s^  verbinden;  dann  erhalten  wir  eine 
Gesamtheit  von  Ebenen  ^  welche  die  Beriihrungsebenen  einer 
Fläche  zweiter  Klasse  sind.  Wenn  wir  aber  in  analoger 
Weise,  wie  oben,  von  diesem  Erzeugnisse  der  beiden  rezi- 
proken ebenen  Felder  zu  dem  Gebilde  eines  räumlichen 
Polarsystems  übergehen;  so  erhalten  wir  kein  neues,  sondern 
dasselbe  vorige  Gebilde;  nur  erscheint  die  Eemfläche  des 
räumlichen  Polarsystems  {F^*>)  das  eine  Mal  als  Ort  von 
Punkten,  deren  Polarebenen  durch  sie  selbst  gehen,  das 
andere  Mal  als  Ort  von  Ebenen  ^  deren  Pole  in  ihnen  selbst 
liegen  (<^^'0;  <1.  h.  das  eine  Mal  von  Punkten  erfüllt,  das 
andere  Mal  von  Ebenen  umhüllt.  Wir  erkennen  also  hieraus 
die  Identität  der  beiden  dual  gegenüberstehenden 
Gebilde:  der  Fläche  2.  0.  und  der  Fläche  2.  Kl. 

§  56.    Direkte  Konstruktion   des  räumliohen  Folarsystema 
einer  F^^>  aus  swei  dieselbe  eraeugenden 
resiproken  Bündeln. 

Wir  können  aus  der  Erzeugung  einer  Fläche  2.  0.  F^^ 
durch  zwei  reziproke  Bündel  O  und  Ox  in  direkter  Weise 
zu  der  Konstruktion  des  im  vorigen  Paragraphen  beschrie- 
benen räumlichen  Polarsystems  gelangen,  dessen  Kemfläche 
i^w  ist,  wie  folgt: 

Wenn  zwei  reziproke  Bündel  O  und  Oi  ge- 
geben sind,  und  man  einen  beliebigen  Punkt  t 
im  Räume  nimmt  (der  nicht  dem  Erzeugnisse  der  beiden 
Bündel  angehört),  so  entspricht  dem  Strahle  |0)c|»*^ 
im  Bündel  O  eine  bestimmte  Ebene  $|  im  Bün- 
del £)|;  es  entspricht  gleichfalls  dem  Strahle 
jOiXl'^^^S^  im  Bündel  Oi  eine  bestimmte  Ebene  ij 
im  Bündel  D;  durch  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen: 

lege  man  eine  dritte  Ebene,  die  durch  x  g^^^^ 
und  die  zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene  |, 
dann  sind 

j:    und    g 

Pol  und  Polarebene  eines  räumlichen  Polarsjstems, 


§  66.  Direkte  Konstruktion  des  räaml.  Polarfiyätenis  einer  F^^^  etc.    497 

dessen  Kernfläche  F^'^^  das  Erzengnis  der  gegebe- 
nen beiden  reziproken  Bündel  ist. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  zerfallt  in  mehrere  Teile;  zuerst 
untersuchen  wir  die  Veränderung  von  (^  sobald  j:  sich  auf 
einer  beliebigen  Geraden  g  fortbewegt. 

Bezeichnen  wir  die  Ebene  [£)g]  »»  cc^  und  entspreche 
dieser  dem  Bündel  O  angehorigen  Ebene  der  Strahl  a^  des 
Bündels  O^;  bezeichnen  wir  ferner  die  Ebene  [OiS^]  = /J,; 
und  entspreche  dieser  dem  Bündel  Of  augebörigen  Ebene 
der  Strahl  b  des  Bündels  O.  Wenn  wir  jetzt  auf  der  Ge- 
raden g  einen  veränderlichen  Punkt  x  =»  t)i  bewegen,  so  ent- 
sprechen den  Strahlen  |0)c{«=^  l^i^tl'^^yi  ^^^  Ebenen  S, 
und  17 ;  und  diese  müssen  zwei  projektivische  Ebenenbüschel 
beschreiben  um  die  festen  Axen  a^  und  b,  weil  beide  Ebenen- 
büschel projektivisch  sind  (vermöge  der  gegebenen  reziproken 
Beziehung)  mit  der  von  V  =  ^i  beschriebenen  geraden  Punkt- 
reihe.    Die  Schnittlinie: 

durchläuft  also  eine  Begelschar  eines  Hyperboloids  ^^^\ 
dessen  zweiter  Regelschar  die  Strahlen  a,  und  b  angehören. 
Legen  wir  jetzt  durch  die  Gerade  g  eine  beliebige  Ebene  e 
hindurch,  welche  den  Strahlen  a^  und  b  in  den  Punkten  ai 
und  (  begegnen  moge^  so  wird  die  Verbindungslinie  |ai6| 
der  Geraden  g  in  einem  zweiten  Punkte  begegnen,  den  wir 
in  doppeltem  Sinne  mit  m  =  tii  bezeichnen  wollen;  den 
Strahlen  |Om|  =  w  und  |Oini|  =  «|  mögen  gemäfs  der 
reziproken  Beziehung  der  beiden  Bündel  die  Ebenen  fi|  und 
V  entsprechen,  dann  haben  wir  in  den  beiden  reziproken 
Bündeln  die  entsprechenden  Elementenpaare: 


a 

und 

0| 
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und  wegen  der  reziproken  Beziehung  sind  in   der  Ebene  a 
die  vier  Strahlen: 

SchbOtsb,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  32 
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m    X     \ari\     \av\ 
projektivisch  mit  den  vier  Ebenen  durch  a, : 

Legen  wir  daher  durch  h  und  die  vier  ersten  Strahlen 
vier  Ebenen,  so  ist  das  Büschel  der  Ebenen: 

[6  m]     \hx]    ri    v 

projektivisch  mit  dem  zweiten  Ebenenbüschel  um  die  Axe  aj, 
dessen  Elemente  wir  so  umstellen  können: 

[a,n,]     [a,.v,]     5,     ^,. 

Diese  beiden  projektivischen  Ebenenbüschel  schneiden  die 
Ebene  s  in  zwei  projektivischen  Strahlenbüscheln  ^  welche, 
wie  unmittelbar  ersichtlich  ist,  perspektivisch  liegen  müssen, 
weil  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  |a|b|  die 
Durchschnittslinien  der  Ebenen  \bm\  und  [a^n^^  mit  b  zu- 
sammenfallen,  folglich  müssen  auch  die  Durchschnittslinien 
entsprechender  Ebenen: 

|6,i?|     ||ii,t/|      und      |[6ä:],  [a,y,]| 

die  Ebene   b  in  drei  Punkten    einer  geraden  Linie   treffen. 
Der  letztere   Punkt  ist  aber  kein  anderer  als  unser  anfang- 
licher Punkt  y  =  \)^  auf  g\  folglich  mufs  die  Ebene,  welche 
|gj  1^1  =  5  mit  j:  verbindet,  durch  den  Punkt  gehen,  in  welchem 
die  Ebene   e  von   [ftii^I  getroffen  wird.     Dies    ist  aber  ein 
fester  Punkt,    der  nur  abhängt  von  der  Lage  einer  willkür- 
lich durch  g  gelegten  Ebene  s,  welche  wir  festhalten  können, 
während  x  «=  t)|   und  |,  und  ri  sich  verändern.     Die  variable 
Ebene  [«):]  geht  aber  nicht  nur  durch  den  einzigen  festen  Punkt 
in  welchem  b  von  |ftiv|  getroffen  wird,  sondern    auch  noch 
durch  einen  zweiten,  dritten  u.  s.  f.,  die  wir  erhalten,  wenn 
wir  B  um  g  drehen,  also  notwendig  durch  eine  feste  Axe,  wie 
wir  auch  unmittelbar  erkennen;   denn  die  Schnittlinie  |fi|i' 
gehört  derselben  Regelschar  an,  welche  |liiy|  «=  s  beschreibt 
Durch  den  festen  Punkt,   in  welchem  |fiiv|  von  b  getroffen 
wird,  geht  eine  und  nur  eine  Erzeugende  c  der  andern  Eegel- 
schar  des  Hyperboloids  $<*);  die  Erzeugende  5  mufs  der  Er- 
zeugenden c  begegnen,   d.  h.  die  durch  s  und  den  Schnitt- 
punkt von   l/iA,  v|   mit  b  gelegte  Ebene  mufs  durch  c  gehen. 
Diese  durch  s  und  den  Schnittpunkt  von  \ii^v\  mit  b  gel^^ 
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Ebene  ist  aber  identisch,  wie  wir  gesehen  haben,  mit  der 
Ebene  [s^],  folglich  geht  die  variable  Ebene  [sj:]  durch  den 
festen  Strahl  c,  d.  h.  durch  eine  feste  Erzeugende  c  des 
Hyperboloids  Q^^^,  welche  zu  derselben  Regelschar  gehört 
wie  a^  und  b.  Wir  haben  daher  folgenden  ersten  Satz  ge- 
funden: 

Wenn  zwei  reziproke  Bündel  O  und  Oi  gegeben 
sind,  und  man  verändert  einen  Punkt  Tl  =>  X)i  auf 
einer  Geraden  g,  so  entspricht  dem  Strahle: 

[Ojj    ssrr  die  Ebene  ^^  und  dem  Strahle: 

wird  die  Schnittlinie: 

mit  dem  Punkte  ):(t)|)  durch  eine  Ebene  verbunden, 
so  läuft  diese  veränderliche  Ebene  beständig  durch 
eine  feste  Gerade  c. 

Die  Schnittlinie  l^ji^jsss  durchläuft,  wie  wir  gesehen 
haben,  bei  dieser  Veränderung  eine  Regelschar  eines  Hyper- 
poloids  ^(^>,  welcher  die  drei  Strahlen  üib  c  angehören,  wo 
a,  und  b  diejenigen  Strahlen  der  beiden  Bündel  D£)|  be- 
zeichnen, welche  den  Ebenen  [O^]  =  a  und  [Dtfl^]  =  ß^ 
entsprechen.  Da  vermöge  der  reziproken  Beziehung  der 
gegebenen  Bündel  der  Strahl  x  ein  ebenes  Strahlenbüschel 
in  der  Ebene  a  beschreibt,  welches  mit  dem  von  der  Ebene 
£i  "==  [^1^]  beschriebenen  Ebenenbüschel  projektivisch  sein 
muls,  und  wegen  der  Grundeigenschaft  des  Hyperboloids  auch 
die  Ebenen  [ctiS]  und  [os]  projektivische  Ebenenbüschel  be- 
schreiben, so  wird  auch  das  von  der  veränderlichen  Ebene 
[s}:'\  beschriebene  Ebenenbüschel  (mit  der  Axe  c)  projek- 
tivisch sein  mit  der  ursprünglichen  von  ]c(9i)  auf  g  durch- 
laufenen Punktreihe. 

Wir  haben  nun  auf  dem  Hyperboloid  ^(^)  drei  feste 
Erzeugende  a^  b  c  derselben  Regelscbar  und  eine  veränder- 
liche Erzeugende  s  der  andern  Regelschar;  zu  den  drei 
Ebenen  [$a,]  [sb"]  Isc]  legen  wir  durch  s  die  vierte  harmo- 
nische der  letzteren  zugeordnete  Ebene  $;  diese  wird  das 
Hyperboloid  aufaer  in  $  in  einer  einzigen  bestimmten  Er- 
zeugenden g'  der  ersten  Regelschar  schneiden,    und   es  ist 

32  • 
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ersichtlich ;  dafs,  während  die  Erzeugende  $  die  ganze  Regel- 
schar  durchläuft;  die  Erzeugende  g'  immer  dieselbe  bleiben 
mufs ;  denn  sei  s'  eine  zweite  Erzeugende  der  von  $  beschrie- 
benen Regelschar,  so  mu(s  offenbar 

sla^bcg]  A  s'la^bcg] 

sein,  wegen  des  Hyperboloids,  und  da  das  erste  DoppelTerhältnis 
den  Wert  —  1  hat;  so  mufs  ihn  auch  das  zweite  Doppel- 
verhältnis haben ;  d.  h.  die  zu  [sa^]  [sb'}  [ac]  der  letzteren 
zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene  mufs  durch  g'  gehen. 
Wir  haben  demnach  folgenden  zweiten  Satz: 

Wenn  zwei  reziproke  Bündel  O  und  0|  gegeben 
sind,  und  man  einen  Punkt  p  =  Qi  auf  einer  festen 
Geraden  g  so  verändert,  dafs  den  Strahlen: 

|0p|.— ic    und     (Oit),|=y, 

die  Ebenen: 

5,     und     ri 

entsprechen;  wenn  man  ferner  die  Schnittlinie: 

Hill-» 

mit  dem  ursprünglichen  Punkte  j:{t^i)  durch  eine 
veränderliche  Ebene: 

verbindet  und  zu  dieser  die  zugeordnete  vierte 
harmonische  Ebene  |  konstruiert,  während  |,i}  das 
andere  Paar  zugeordneter  Ebenen  sind,  dann  wird 
bei  der  Bewegung  von  x())i)  die  Ebene  i  dorch  eine 
feste  Gerade  g'  laufen  und  ein  Ebenenbflschel  be- 
schreiben, welches  mit  der  von]r(^)  beschriebenen 
geraden  Punktreihe  projektivisch  ist. 

Die  letztere  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus  dem 
Vorigen,  weil  die  von  ):(^|)  beschriebene  gerade  Punktreihe 
mit  dem  von  [sa^]  beschriebenen  Ebenenbfischel,  letsteres 
mit  dem  von  [sx]  beschriebenen  Ebenenbüscbel,  und  (weil 
auch  g'  eine  Erzeugende  desselben  Hyperboloids  ^^  i^) 
auch  mit  dem  von  |  «»  [g's]  beschriebenen  Bbenenbflscliel 
projektivisch  sein  mufs;  folg^ch  beschreiben  auch  die  von 
einander  abhängigen  Elemente: 
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X    und    i 

zwei  projektivische  Gebilde. 

Zu  dieser  ProjektiTität  tritt  aber  noch  die  besondere 
Eigenschaft  der  involu torischen  Lage  beider  Gebilde 
hinzu,  die  das  räumliche  Polarsystem  charakterisiert.  Wir 
überzeugen  uns  von  derselben  durch  folgende  Betrachtung: 

Ist  zu  dem  willkürlich  gewählten  Punkte  p(9|)  auf  der 
festen  Geraden  g  durch  die  obige  Konstruktion  die  entspre- 
chende Ebene  ^  gefunden,  und  begegnet  dieselbe  der  Geraden  g 
in  dem  doppelt  aufzufassenden  Punkte  p{Xi),  so  ist  zum  Nach- 
weise der  involutorischen  Lage  zu  zeigen,  dafs  die  zu  dem 
Punkte  p(r|)  durch  die  gleiche  Konstruktion  zu  ermittelnde 
Ebene  durch  den  anfänglichen  Punkt  v(})i)  gehen  mufs. 

Sind  demgemäfs  die  den  Strahlen: 

|0»)|=ii    und    lOir.l  — r, 

entsprechenden  Ebenen: 

%i     und     Q  j 

so  haben  wir  in  den  beiden  reziproken  Bündeln  O  Oi  Tier 
Paare  entsprechender  Elemente: 

X  und  ||;    17  und  y^\    p  und  jt^;    q  und  r^ 

und  aufserdem: 

[xp]    —  a    und    ( g,  ä,  |  =*  aj 

\v9\  =&  uiid  [yi*'i]  =  /'i- 

Die  vier  Strahlen: 

1) ^    P    \^n\    l«(>l 

in  der  Ebene  a  haben  daher  ein  Doppelyerhältnis,  welches 
gleich  ist  dem  der  vier  entsprechenden  Ebenen  in  dem  Ebenen- 
büscbel  mit  der  Axe  a^: 

welche  sich  bekanntlich  auch  so  umstellen  lassen: 

5^) K^iJ     [ctt»i]     ^i     l|. 

Auf  der  Geraden  g  bestimmen  die  vier  Strahlen  1)  vier 
Funkte  und  die  Ebenen  2)  ebenfalls  vier  Punkte,  zwischen  denen 
die  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse  stattfinden  mufs,  oder, 
was  dasselbe  sagt ,  diese  vier  Paare  von  Punkten  sind  entspre- 
chende Elemente  projektivischer  Punktreihen.    Es  fallen  aber, 
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wie  unmittelbar  ersichtlich  ist,  bei  diesen  beiden  projektivi- 
schen  Punktreihen  die  Endpunkte  eines  Paares  entsprechender 
gleicher  Strecken  verkehrt  auf  einander,  nämlich  die  beiden 
ersten  Punktepaare: 

t(^,)    und    ^)(r,); 

folglich  liegen  die  beiden  Punktreihen  involutorisch ,  d.  h. 
wir  haben  auf  g  drei  Punktepaare  einer  Involution: 

j:  und  ^5;     (gri)  und  (^tä,);     (gg)  und  (^g,), 

und  aus  dieser  Involution  folgt  wieder  die  Projektivitat: 

{j:  P  (gn)  (gli))  7\   {^  v  (g^i)  (gQ)] ; 

das  links  stehende  dieser  beiden  Doppelverhältnisse  hat  aber 
der  Konstruktion  zufolge  den  Wert  —  1,  folglich  auch  das 
rechts  stehende;  daher  geht  die  durch  die  Schnittlinie  der 
beiden  Ebenen  n^  q  zu  diesen  beiden  und  zu  der  durch  pd^) 
gelegten  dritten  zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene  not- 
wendig durch  den  anfanglichen  Punkt  ^(^i)?  ^-  z.  b.  w. 

Hierdurch  ist  die  involutorische  Lage  der  von  den  beiden 
abhängigen  Elementen  j:  und  i  auf  den  Trägem  g  und  g 
beschriebenen  Uebilde  nachgewiesen;  wir  können  also  dem 
vorhin  ausgesprochenen  zweiten  Satz  den  folgenden  hinzu- 
fügen: 

Die  von  den  abhängigen^  Elementen  x  und  |, 
welche  die  obige  Konstruktion  lieferte,  beschrie- 
benen einfachen  Gebilde  sind  nicht  allein  projek- 
tivisch,  sondern  liegen  auch  involutorisch. 

Wir  nennen  nun  diese  durch  die  anfängliche  Konstrak- 
tion ermittelten  abhängigen  Elemente: 

X      und  g 

Pol    und    Polarebene 

eines  räumlichen  Polarsystems  und  haben  dadurch  die  cha- 
rakteristische Eigenschaft  desselben  gefunden: 

Wenn  x  und  S  Pol  und  Polarebene  sind,  so 
mufs  von  jedem  Punkte  x'  de  Ebene  |  die  Polar- 
ebene  g'  durch  X  gehen;  denn  verbinden  wir  x  ^^^  ^ 
durch  eine  Gerade  (/,  so  sind  x  und  y'  ein  Punktepaar  einer 
Punktinvolution  auf  ^,  also  vertauschbar;  auf  jeder  Geraden  g 
im  Räume   wird  also  durch  das  räumliche  Polarsystem  ein^ 
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Punktinvolution  hervorgerufen,  wie  wir  gesehen  haben,  indem 
jedem  Punkte  x  der  Geraden  g  derjenige  Punkt  j:'  konjugiert 
ist,  in  welchem  die  Polarebene  ^  der  Geraden  g  begegnet. 
Wir  wissen  ferner,  dafs,  wenn  x  sich  auf  einer  Geraden  g 
bewegt,  I  sich  um  eine  feste  Gerade  g'  drehen  mufs;  g'  ist 
also  die  Axe  einer  Ebeneninvolution,  welche  mit  der  Punkt- 
involution   auf  g  perspektivisch  liegt. 

Sei  g'  bestimmt  als  die  Schnittlinie  zweier  Polarebe^ien  a 
und  ß  für  die  Punkte  a  und  b  der  Geraden  g,  dann  ist  ersicht- 
lich, dafs,  wenn  a  irgend  ein  Punkt  von  \aß\  =  g'  ist,  die  Polar- 
ebene von  a'  durch  a  gehen  mufs,  weil  a'  in  a  liegt,  und  auch 
durch  (  gehen  mufs,  weil  a'  in  ß  liegt,  folglich  werden  die 
Polarebenen  sämtlicher  Punkte  x  der  Geraden  g'  durch  die 
Gerade  g  gehen ;  die  Geraden  g  und  g'  siud  also  vertauschbar 
und  dürfen  daher  die  Bezeichnung  konjugierte  Gerade 
erhalten;  jede  ist  gleichzeitig  der  Träger  einer 
Punktinvolution  und  die  Axe  einer  JSbeneninvo- 
lution,  und  zwar  liegt  die  Ebeneninvolution  der 
einen  Geraden  mit  der  Punktinvolution  der  kon- 
jugierten Geraden  perspektivisch. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  festen  Punkt  ^  im  Räume 
und  drehen  um  ihn  einen  veränderlichen  Strahl  x\  so  wird 
die  konjugierte  Gerade  x  beständig  in  der  festen  Polarebene 
n  des  Punktes  "üß  liegen  müssen;  der  Strahl  x  durchbohre 
dieselbe  im  Punkte  x,  dann  bilden  j:  und  x  Pol  und  Polare 
eines  ebenen  Polarsystems  [ä],  wie  wir  sofort  erkennen ;  denn, 
wenn  sich  je  auf  einer  Geraden  bewegt,  so  dreht  sich  x  um 
einen  festen  Punkt;  diese  beiden  konjugierten  Elemente  be- 
schreiben projektivische  Gebilde,  welche  involutorisch  liegen, 
und  hierdurch  ist  das  ebene  Polarsystem  vollständig  charak- 
terisiert. Verbinden  wir  gleichzeitig  "i^  mit  der  zu  x'  kon- 
jugierten Geraden  x  durch  eine  Ebene  S',  so  sind  x'  und  g' 
Polarstrahl  und  Polarebene  eines  Polarbündels  mit  dem  Mittel- 
punkte $;  dieses  Polarbündel  (^)  und  das  Polarsystem  [n] 
liegen  perspektivisch.    Also: 

Jede  Ebene  x  im  Räume  ist  der  Träger  eines 
ebenen  Polarsystems,  für  welches  konjugierte  Ele- 
mente sind:  ein  beliebiger  Punkt  y:  derselben  und 
die  Durchschnittslinie  x  seiner  Polarebene  |  mit;r, 
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nämlich  Pol  und  Polare  für  dieses  ebene  Polar- 
System.  Jeder  Punkt  $  im  Räume  ist  der  Mittel- 
punkt eines  bestimmten  Polarbündels,  für  welches 
konjugierte  Elemente  sind:  ein  beliebiger  Strahl 
X  und  die  Polarebene  g'  des  Durchschnittspunktes 
Yon  X  mit  z,  nämlich  Polarstrahl  und  Polarebene 
für  dieses  Polarbündel.  Sind  ^  und  x  Pol  und 
Polarebene  des  räumlichen  Polarsystems,  so  lie- 
gen die  ihnen  zugehörigen  Gebilde:  das  Polarbün- 
del (^)  und  das  ebene  Polarsystem  [x]  perspek- 
tivisch. 

Nimmt  man  in  einer  beliebigen  Ebene  |  des  Baumes 
zwei  Gerade  g  und  h  an,  die  sich  in  einem  Punkte  x'  treffen, 
so  müssen  die  konjugierten  Geraden  g'  und  h'  in  der  Polar- 
ebene I'  des  Punktes  x  liegen ,  folglich  in  einem  Punkte  j 
sich  treffen,  dessen  Polarebene  i  ist  Wir  erhalten  dadurch 
zu.  jeder  Ebene  i  des  .Raumes  einen  Punkt  j:  zugeordnet, 
nämlich  denjenigen  Punkt  (Pol  der  Ebene  |),  dessen  Polar- 
ebene nach  der  ursprünglichen  Konstruktion  (  ist. 

Wenn  die  Ebene  $  sich  um  einen  beliebigen  Strahl  g 
dreht,  so  bewegt  sich  ihr  Pol  p  auf  der  konjugierten  Ge- 
raden g']  das  Ebenenbflschel  [(]  und  die  Punktreihe  0:)  sind 
projektiyisch  und  liegen  involutorisch  u.  s.  w. 

Wir  haben  dadurch  alle  in  doppelter  Weise  auftretenden 
Beziehungen  des  räumlichen  Polarsystems  aus  der  an&ngs 
gegebenen  Konstruktion  heraus  nachgewiesen  und  dieselben 
Resultate  wie  in  §  19  wiedergefunden.  Es  bleibt  jetzt 
nur  noch  übrig,  indem  wir  die  besonderen  incidenten 
Elemente  des  räumlichen  Polarsystems  aufsuchen,  zu  zeigen, 
dafs  die  Kernfläche  desselben  mit  dem  ijrzeugnis  F^^  der 
beiden  gegebenen  reziproken  Bündel  O  und  Oi  identisch  ist 

Nehmen  wir  insbesondere  an,  es  sei  x  ein  solcher  Punkt 
im  räumlichen  Polarsystem,  welcher  in  seiner  Polarebene  { 
liege,  so  könnte  er  entweder  in  der  Schnittlinie  s^^\l^^,t 
durch  welche  |  geht,  oder  nicht  in  dieser  Schnittlinie  h^gen. 
Im  letzteren  Falle  müfsten  aber  von  den  vier  harmonischen 
Ebenen,  welche  durch  s  gehen,  zwei  zugeordnete  koinzidieren, 
folglich  müfste  notwendig  auch  eine  der  beiden  übrigen  li 
oder   1}   in   die    beiden   zusammenfallenden   hineinfallen;  es 
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müfste  also  j:  entweder  der  Schnittpunkt  von  x  und  £,  oder 
der  Schnittpunkt  von  y,  und  17,  auf  alle  Fälle  ein  Punkt  des 
Erzeugnisses  der  beiden  reziproken  Bündel  sein.  Wir  wissen 
aber  aus  der  Konstruktion  zweier  reziproken  Qündel,  dafs 
wenn  jc  der  Schnittpunkt  von  x  und  S|  ist,  er  auch  gleich- 
zeitig der  Schnittpunkt  von  y,  und  17  sein  mufs^  also  in  der 
Schnittlinie  |||i}|a=s$  liegt.  Der  vorhin  angenommene  Fall 
ist  also  nicht  zutreffend ,  sondern  sobald  %  in  seiner  Polar- 
ebene i  liegt,  mufs  es  gleichzeitig  in  St  und  r^y  d.  h.  in 
5  SS  ;|ji}  liegen,  also  immer  ein  Punkt  des  Erzeugnisses  der 
beiden  reziproken  Bündel  D  und  d  sein,  d.  h.  der  Fläche 
FW  angehören. 

Allein  in  diesem  besonderen  Falle,  wenn  r  in  5  liegt, 
wird  die  Konstruktion  der  Polarebene  $  zunächst  unbestimmt, 
und  wir  haben  zu  ermitteln,  welche  besondere  Lage  sie 
dann  annimmt;  wir  wissen  nur,  dals  sie  durch  die  Schnitt- 
linie: 

geht,  welche,  wie  wir  früher  erkannt  haben  (8.  454),  eine 
Tangente  der  JP^')  ist.  Wir  können  aber  die  gesuchte  Polar- 
ebene leicht  dadurch  ermitteln,  dafs  wir  zur  Geraden  s  die 
konjugierte  Gerade  s^  des  Polarsystems  konstruieren ;  da  näm- 
lich s  den  Punkt  x  enthält  und  gleichzeitig  in  der  Polar- 
ebene S  desselben  liegt,  so  wird  8,,  die  konjugierte  Gerade, 
in  I  liegen  müssen  und  zugleich  durch  y  gehen.  Ist  also  ^| 
konstruiert  (etwa  dadurch,  dafs  wir  von  einer  beliebigen 
andern  durch  s  gelegten  Ebene  den  Pol  bestimmen  und  den- 
selben mit  j:  verbinden),  so  wird  die  Ebene  \ss^]  die  gesuchte 
Polarebene  S  sein.  Bezeichnen  wir  unter  Abänderung  der 
bisherigen  Bezeichnung  ein  solches  besonderes  Paar  von  Pol 
und  Polarebene  x  und  (,  die  incident  sind,  durch 

t    und    T, 

so  ist  es  leicht  zu  sehen,  dafs  nicht  nur  t  ein  Punkt  der 
Fläche  F^*\  sondern  auch  r  die  Berührungsebene  in  dem- 
selben sein  mufs.  Denn,  da  die  konjugierten  Strahlen  s  und 
5| ,  welche  sich  in  t  treffen  und  zugleich  in  der  Ebene  t 
liegen,  die  Eigenschaft  besitzen,  dal^  die  Polarebenen  von  den 
Pankten    der  Geraden  s  durch   die   konjugierte   Gerade  s^ 
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laufen  und  umgekehrt,  so  müssen  die  beiden  Punktinvolutionen 
auf  s  und  Sj  parabolischer  Natur  sein  (Th.  d.  K.  S.  öl),  d.  h. 
ihre  Doppelelemente  zusammenfallend  haben  in  dem  Punkte 
t,  oder,  wa&  dasselbe  sagt,  es  kann  auf  den  Geraden  s  und  s^ 
kein  weiterer  Punkt  als  t  vorkommen,  dessen  Polarebene 
durch  ihn  selbst  geht.  Ein  Gleiches  gilt  für  ein  beliebige 
anderes  Psiar  konjugierter  Strahlen  der  Art,  wie  s  und  Sj. 
Ziehen  wir  durch  t  in  der  Ebene  t  einen  beliebigen  andern 
Strahl  s\  so  mufs  auch  sein  konjugierter  Strahl  s[  in  t 
liegen  und  durch  t  gehen,  und  wir  erhalten  auf  diese  Art 
unendlich-viele  Strahlenpaare  s  6'| ,  die  eine  Strahleninvolation 
bilden,  wie  aus  der  Natur  des  Polarsystems  folgt.  Diese 
Strahleninvolution  ist  entweder  hyperbolisch  oder  elliptisch; 
im  ersten  Falle  giebt  es  zwei  Doppelstrahlen,  d.  h.  zusammen- 
fallende konjugierte  Strahlen,  die  offenbar  ganz  der  JF^**  an- 
gehören, weil  alle  ihre  Punkte  mit  den  zugehörigen  Polar- 
ebeuen  incident  sind;  im  zweiten  Falle  giebt  es  aufser  dem 
Punkte  t  keinen  weiteren  Punkt  in  der  Ebene  r.  Hieraus 
sehen  wir  (S.  482),  dafs  r  die  Berührungsebene  der 
Fläche  jP<^>  im  Punkte  t  ist,  und  haben  demgemäfs  folgendes 
Resultat: 

Wenn  in   dem   oben   konstruierten  räumlichen 
Polarsystem    ein    Punkt   t   in   seiner    Poiarebeue  r 
liegt,  so  ist  t  ein  dem  Erzeugnisse  der  gegebenen 
reziproken   Bündel,    d.   h.   der    Fläche    i^w    Angehö- 
riger Punkt,    und   t  die  Berührungsebene  der  F^ 
in    diesem  Punkte.     Die   Doppelpunkte  sämtlicher 
in    dem    Polarsystem    auftretenden    Puuktinvolu- 
tionen    liegen    auf   F^^^]    die    Doppelebenen    sämt- 
licher  im   Polarsystem   auftretenden   Ebeneninvo- 
lutionen    berühren    F^^\      Wenn    sich    irgend   zwei 
konjugierte    Gerade    s  s^     des    räumlichen    Polar- 
systems   im    Räume    begegnen,    so    ist    ihr   Treff- 
punkt ein  Punkt  der  F^^^,  und  die  durch  sie  gehende 
Ebene    die    Berührungsebene    der    -F^    in    diesem 
Punkte.   Wenn  zwei  konjugierte  Gerade  zusammen- 
fallen, so  gehören  alle  ihre  Punkte  der  F^^  an,  und 
alle  Ebenen    durch    dieselbe    sind   Berührungsebe- 
nen; die  F^^^  ist  dann  ein  einfaches  Hyperboloid. 
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Hinsichtlich  der  weiteren  Untersuchung  des  räumlichen 
Polarsystems  können  wir  jetzt  auf  die  §§21 — 24  verweisen,  wo 
die  allgemeinsten  Eigenschaften  desselben  bereits  ermittelt  sind. 

§  57.    Einteilung  der  Flächen  2.  O. 

Für  die  Einteilung  der  Flächen  2.  O.  werden  zwei  ver- 
schiedene Einteilungsprinzipien  gebraucht,  nämlich  einmal 
nach  der  Beschafienheit  der  Berührungsebenen  (S.  479  u.  481), 
die  bei  einer  Fläche  F^'^  immer  denselben  Charakter  haben, 
d.  h.  entweder  sämtlich  hyperbolisch  oder  sämtlich  parabolisch 
oder  endlich  sämtlich  elliptisch  sind;  innerhalb  jeder  dieser 
drei  Hauptklassen  tritt  dann  aber  das  Verhalten  der  unend- 
lich-entfernten Elemente  der  F^^^  als  zweites  Einteilungs- 
prinzip hinzu. 

I.  Eine  Fläche  2.  0.,  deren  Berührungsebenen  sämtlich 
hyperbolisch  sind,  oder  welche  in  jeder  ihrer  Berührungs- 
ebenen ein  reelles  Linienpaar  enthält,  heifst  eine  gerad- 
linige Fläche  2.  O.  oder  ein  einfaches  Hyperboloid 
(§  14)^  sie  enthält  unendlich -viele  gerade  Linien ,  welche 
sich  in  zwei  Regeischaaren  (1^  und  g^)  ordnen,  von 
denen  jede  Gerade  der  einen  Kegelschar  jede  der  andern 
trifft,  aber  keine  zwei  derselben  Regelschar  sich  begegnen; 
die  unendlich -entfernte  Ebene  s^  schneidet  dieselbe  immer 
in  einem  reellen  Kegelschnitt  €^\  welcher  von  dem  Mittel- 
punkte ^,  dem  Pol  der  £^,  durch  einen  Kegel  2.  0,  den 
Asymptotenkegel  (§  15)  projiziert  wird.  Die  drei  Haupt- 
ebenen des  Asymptotenkegels  Tl^^^  sind  die  drei  Hauptebenen 
des  Hyperboloids  und,  wie  jene  den  Asymptotenkegel  in  zwei 
reellen  und  einem  imaginären  Linienpaar  schneiden,  so  ent- 
halten sie  als  die  drei  Hauptschnitte  des  Hyperboloids  zwei 
Hyperbeln  und  eine  Ellipse  (S.  104): 

C  C  C. 

Enthält  insbesondere  die  Ebene  £  selbst  ihren  Pol  W,  so 
degeneriert  das  Hyperboloid  in  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid  (§  29).  Die  Ebene  e^  ist  selbst  eine  Berührungs- 
ebene, der  Kegelschnitt  £(^)  zerfällt  in  ein  reelles  Linienpaar 
(r*  und  5^*).  Von  den  drei  Hauptebenen  wird  eine  f^,  die 
beiden  andern  enthalten  zwei  Parabeln: 
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deren  Ebenen  sich  in  der  c-Axe,  die  im  Endlichen  liegt, 
schneiden ,  während  a*  und  6*  in  e_  die  Winkel  des  Linien- 
paares  r*  g'^  halbieren.  Für  jede  der  beiden  Parabeln  ist 
die  C'Axe  Hauptaxe,  und  ihre  Offnungen  sind  nach  ent- 
gegengesetzten Seiten  gerichtet. 

II.  Eine  Fläche  2.  O. ,  deren  Berührungsebenen  sämt- 
lich parabolisch  sind,  oder  welche  in  jeder  ihrer  Beruh- 
ruugsebeneu  ein  zusammenfallendes  Liuienpaar  enthält,  d.  h. 
nur  eine  gerade  Linie,  heifst  ein  Kegel  2.  0.  Sie  ist  eben- 
falls eine  geradlinige  Fläche,  enthält  aber  nur  eine  einfache 
Schar  von  unendlich  vielen  geraden  Linien,  welche  sämtlich 
durch  einen  festen  Punkt  Wl  (Spitze)  laufen;  durch  denselben 
laufen  auch  sämtliche  Berührungsebenen  des  Kegels.  Dieser 
Punkt  2JJ  ist  der  Pol  der  Ebene  e^  oder  der  Mittelpunkt  des 
Kegels,  der  hier  auf  der  Fläche  selbst  liegt.  Die  unendlich- 
entfernte Ebene  e^  schneidet  den  Kegel  immer  in  einem 
reellen  Kegelschnitt  s^^.  Von  den  drei  Hauptebenen  des 
Kegels  schneiden  zwei  denselben  in  reellen  Linienpaaren,  die 
dritte  in  einem  imaginären  Linienpaare  (S.  48). 

Das  räumliche  Polarsystem;  dessen  Kemfläche  der  Kegel 
^<')  ist,  nimmt  einen  besonderen  (parabolischen)  Charakter 
an.  Für  jede  beliebige  Ebene,  die  nicht  durch  Wt  selbst 
geht,  ist  der  Pol  immer  ein  und  derselbe  feste  Punkt  3Ü. 
Für  jede  Ebene  aber,  die  durch  5K  geht,  wird  der  Pol  un- 
bestimmt und  kann  beliebig  auf  der  Geraden  angenommen 
werden,  welche  der  Polarstralil  der  Ebene  in  Bezug  auf  den 
Kegel  ist;  das  räumliche  Polarsjstem  löst  sich  also  in  das 
einfachere  Gebilde  des  Polarbündels  auf  (§  7),  ebenso 
wie  in  der  Ebene  ein  Polarsystem,  dessen  Kernkegelschnitt 
ein  Linienpaar  ist,  sich  in  eine  Strahleninvolution  auflost. 
Die  Ebene  e^  hat  also  hier,  wenn  sie  nicht  selbst  durch  U^ 
geht,  keinen-  besonderen  Vorzug  vor  jeder  anderen  Ebene 
des  Raumes.  Liegt  aber  insbesondere  der  Punkt  ^  selbst 
in  der  Ebene  s^,  dann  degeneriert  der  Kegel  in  einen  Cy* 
linder.  Der  Mittelpunkt  als  Pol  der  unendlich -entfernten 
Ebene  s^  wird  unbestimmt  oder  vielmehr  auf  eine  gewi^e 
Gerade  (Cylinderaxe)  beschränkt,  den  Polarstrahl  der  Ebene 
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£^.  Diese  selbst  ist  nicht  mehr  als  Berührungsebene  anzu- 
sehen^ obwohl  sie  in  einem  Linienpaare,  dem  zerfallenden 
Kegelschnitt  f<|^,  schneidet;  dieses  Linien  paar  selbst  kann  ein 
reelles,  zusammenfallendes  oder  imaginäres  sein,  und  der  Cy- 
linder  wird  demgemafs  ein  hyperbolischer,  paraboli- 
scher oder  elliptischer  sein. 

Bei  Kegel  und  Cylinder  sind  es  nicht  die  Berührungs- 
ebenen  allein,  welche  die  i^<*>  m  Liiiienpaaren  schneiden, 
sondern  alle  Ebenen  eines  Bündels,  welche  durch  einen  singu- 
lare» Punkt  {SBl  oder  ^R^)  der  Fläche  gehen.  Der  CyHnder 
kann  noch  weiter  zerfallen  in  zwei  Ebenen  (spezieller  Fall 
des  hyperboliseben  Oylinders),  oder  in  eine  Doppelebene 
(spezieller  Fall  des  parabolischen  Cylinders).  In  diesen  Fällen 
schneiden  sämtUehe  Ebenen  des  Baumes  die  F^*^  in  reellen 
oder  zusammenfallenden  Linienpaaren.  Dies  tritt  ein,  sobald 
es  aufser  den  durch  yjl  gehenden  Ebenen  noch  irgend  eine 
andere  Ebene  im  Ranme  giebt,  welche  F<^  in  einem  Linien- 
paare schneidet. 

m.  Eine  Fläche  2.  O.,  deren  Berührungsebenen  sämt- 
lich elliptisch  sind,  enthält  keine  geraden  Linien;  vielmehr 
schneiden  die  Berührungsebenen  in  imaginären  Linienpaaren 
mit  reellem  Doppelpunkt  (Berührungspunkt)  die  F^^>,  und 
die  elliptischen  Strahleninvolutionen,  welche  die  imaginären 
Linienpaare  vertreten,  sind  von  uns  reell  konstruiert  worden. 
(8.  506.) 

Die  unendlich -entfernte  Ebene  s^  kann  die  elliptische 
Fläehe  F^^>  in  einem  reellen  Kegelschnitt  a^^  oder  in  einem 
zerfallenden  Kegelschnitt,  der  aber  notwendig  ein  imaginäres 
Linienpaar  sein  mufs,  oder  in  einem  imaginären  Kegelschnitt 
schneiden,  welcher  durch  ein  reelles  (elliptisches)  ebenes 
Polarsystem  vertreten  wird.  Wir  erhalten  also  in  dieser 
Klasse  von  Flächen  drei  wesentlich  verschiedene  Gattungen: 

1)  Die  unendlich -entfernte  Ebene  f^  schneidet  die  Fläche 
F<^  in  einem  reellen  Kegelschnitt  f^^.  Der  Pol  Wt  derselben, 
welcher  der  Mittelpunkt  der  Fläche  genannt  wird,  kann 
nicht  in  c^  selbst  liegen,  denn  sonst  müfste  der  Kegelschnitt  ^^ 
in  ein  imaginäres  Linienpaar  zerfallen,  was  erst  im  zweiten 
Falle  stattfindet.  Der  Mittelpunkt  der  Fläche  liegt  also  im 
Endliehen.    Er  ist  der  Mittelpunkt  eines  Polarbündels  hyper- 
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bolischen  Charakters  oder  eines  Kegels  (Asymptotenkegels), 
welcher  mit  dem  Kegelschnitt  a^^  perspektivisch  liegt,  wie 
aus  der  Natur  des  räumlichen  Polarsystems  bekannt  ist.  Der 
Asymptotenkegel  ^(^>  hat  drei  zu  einander  rechtwinklige 
Hauptebenen,  welche  zugleich  die  Hauptebenen  der  Fläche 
F^^  sind.  Zwei  derselben  schneiden  den  Asymptotenk^el 
in  reellen  Linienpaaren,  die  dritte  in  einem  imaginären 
Liuienpaare;  von  den  drei  Kegelschnitten  in  den  Hauptebenen 
müssen  also  zwei  Hyperbeln  sein,  der  dritte  konnte  entweder 
eine  Ellipse  oder  ein  imaginärer  Kegelschnitt  sein ;  der  ersten 
Fall;  welcher  beim  einfachen  Hyperboloid  auftritt,  kann  hier 
nicht  eintreten ;  denn  nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  t 
unserer  Fläche  und  seine  Berührungsebene  t  (Polarebene), 
welche  die  F^^^  in  einem .  imaginären  Linienpaare  schneiden 
mufs,  so  wird  die  Schnittlinie  von  r  und  s^  der  Träger  einer 
elliptischen  Punktinvolution  sein  müssen;  'wird  diese  mit  ÜX 
durch  eine  Ebene  €  verbunden  (oder  durch  ^t  eine  Parallel- 
ebene  zu  T  gelegt),  so  wird  s  auch  den  Asymptotenkegel 
W^^^  in  einem  imaginären  Linienpaare  schneiden  müssen,  oder 
was  dasselbe  sagt,  in  den  äufseren  Raum  des  Asymptoten- 
kegels hineinfallen;  in  dem  Polarbündel  'iOt  wird  also  der 
Polarstrahl  zur  Ebene  s  notwendig  in  den  inneren  Raum  des 
Asymptotenkegels  hineinfallen;  dieser  Polarstrahl,  der  kon- 
jugierte  Strahl  zu  \r  e^\  geht  aber  notwendig  durch  t,  den 
Berührungspunkt,  also  alle  Punkte  t  unserer  i^(^>  liegen 
in  dem  inneren  Räume  des  Asymptotenkegels  3)t*''. 
Dasselbe  Räsonnement  zeigt,  dais  beim  einfachen  Hyper* 
boloid  (bei  dem  jede  Berühruugsebene  iii  einem  reellen  Linien- 
paare  schneidet)  alle  Punkte  desselben  in  dem  äufderen 
Kegelraume  des  Asymptotenkegels  9)t<^)  liegen.  Während 
also  bei  diesem  die  Punkte  aufserhalb  des  Asymptotenkegeb 
ein  zusammenhängendes  Flächengebiet  erfüllen,  werden  bei 
unserer  Fläche  in  dem  inneren  Räume  des  Asymptotenkegels 
zwei  getrennte  Flächengebiete  (Schalen)  von  den  Punkten 
der  F^^^  erfüllt  werden,  die  im  Unendlichen  durch  den  Kegel- 
schnitt £(^)  zusammenhängen.  Wir  nennen  daher  un^re 
Fläche  ein  zw  eischaliges  Hyperboloid.  Von  den  drei 
Hauptaxen,  den  Schnittlinien  der  drei  Hauptebenen  des 
Asymptotenkegels ,  mufs  daher  die  eine  in  den  inneren  Kegel- 
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räum  hineiBfallen  und  das  Hyperboloid  in  zwei  reellen  Punkten 
schneiden;  die  beiden  andern  fallen  in  den  äufseren  Kegel- 
raum  und  sind  daher  die  Träger  elliptischer  Punktinvolutionen 
in  dem  räumlichen  Polarsystem  ^  dessen  Kerufläche  das  zwei- 
schalige  Hyperboloid  ist.  Die  drei  Kegelschnitte  in  den 
Hauptebenen  oder  die  drei  Hauptschnitte  des  zweischaligen 
Hyperboloids  sind  also: 

^'S     §2»     32'» 

zwei  Hyperbeln  und  ein  imaginärer  Kegelschnitt  (vertreten 
durch  ein  elliptisches-  ebenes  Polarsystem);  der  Unterschied 
zwischen  dem  zweischaligen  und  dem  einschaligen  Hyper- 
boloid hinsichtlich  der  Hauptaxen  läfst  sich  also  so  aus- 
sprechen, dafs  bei  ersterem  die  a-Axe  reell,  die  b-Axe  und 
c-^xe  imaginär,  bei  letzterem  die  o-Aze  imaginär,  die  b-Axe 
und  c-Axe  reell  sind. 

Ein  einschaliges  und  ein  zweischaliges  Hyperboloid,  welche 
denselbeti  Asymptotenkegel  haben,  stehen  in  ähnlichem  Zu- 
sammenhange mit  einander,  wie  zwei  konjugierte  Hyperbeln  mit 
denselben  beiden  Asymptoten.  Durch  diejenige  Hauptaxe 
(a-Axe)  des  Asymptotenkegels,  welche  in  den  inneren  Kegel- 
raum hineinfallt,  gehen  nämlich  zwei  zu  einander  rechtwinklige 
Ebenen  (die  [aft]- Ebene  und  die  [ac] -Ebene);  jede  dieser  hei- 
klen Hauptebenen  schneidet  den  Asymptotenkegel  in  einem  reel- 
len Linienpaar;  für  das  eine  derselben  als  Asymptoten  kon- 
struieren wir  zwei  konjugierte  Hyperbeln,  deren  eine  also  die 
reelle  a-Axe  und  die  imaginäre  b-Axe,  die  andere  die  reelle 
b-Axe  und  die  imaginäre  a-Axe  hat;  für  das  andere  Linienpaar 
(in  der  [ao]-Ebene)  als  Asymptoten  konstruieren  wir  uns  eben- 
falls zwei  konjugierte  Hyperbeln,  deren  eine  die  reelle  a-Axe 
und  die  imaginäre  c-Axe,  die  andere  die  reelle  c-Axe  und  die 
imaginäre  a-Axe  hat.  Dann  bestimmen  die  beiden  Hyperbeln 
mit  der  reellen  a-Axe  das  zweischalige ,  die  beiden  Hyper- 
beln mit  der  imaginären  a-Axe  das  einschalige  Hyperboloid, 
die  in  einem  ganz  ähnlichen  Zusammenhange  mit  einander 
stehen,  wie  zwei  konjugierte  Hyperbeln  mit  denselben  Asym- 
ptoten in  der  Ebene  (denn  nach  §  21  ist  das  räumliche 
Polarsystem  bestimmt  durch  zwei  konjugierte  Ebenen  mit 
den  ihnen  zugehörigen  ebenen  Polarsystemen).     Solche  zwei 
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Hyperboloide  können  als  „konjugierte  Hyperboloide** 
bezeichnet  werden. 

Wir  können,  um  den  Gang  der  Untersuchung  nicki  za 
unterbrechen,  hier  nicht  näher  eingehen  auf  den  ZusanuneiH 
haug  zweier  solchen  Hyperboloide,  worauf  wir  später  zurück- 
kommen^  und  bemerken  nur  noch,  dafs  bei  dem  zwei* 
schaligen  Hyperboloid  jede  Berükrungsebene  t  in 
einem  Punkte  t  den  Asymptotenkegel  ^{^^>  in  einer 
Ellipse  schneiden  mufs,  deren  Mittelpunkt  t  ist; 
denn,  da  Wi  und  f*,  t  und  r  Pole  und  Polarebenen  des 
räumlichen  Polar  Systems  sind,  so  ist  |3)U|«=«rf  der  konju- 
gierte Strahl  zu  |ff*T|  =  d^.  Das  Polarbündel,  welches  dem 
Punkte  ^l  im  räumlichen  Polarsystem  zugehört,  ist  aber 
identisch  mit  demjenigen,  dessen  Kernfläche  der  Asymptoten- 
kegel  ist;  für  dieses  sind  d  ufid  [^d°[]  Polarstrahl  und  PoIat- 
ebene,  folglich  schneidet  der  Asymptotenkegel  die  £bene  t, 
welche  durch  d^  geht,  in  einem  Kegelschnitt,  für  welchen  t 
und  (Tl  Pol  und  Polare  sind,  also  t  der  Mittelpunkt  ial  Dafs 
dieser  Kegelschnitt  ElHpse  sein  muls,  folgt  dataus,  daTs 
d^  der  Träger  einer  elliptischen  Punktinvolntion  im  raum- 
lichen Polarsystem  ist.  Weitere  Eigenschaften,  die  denen 
der  ebenen  Hyperbel  dorchaus  analog  sind,  werden  wir  siftter 
kennen  lernen.     (S.  Ö29.) 

2)  Die  unendlich- entfernte  Ebeme  $^  schneidet  die  F^^ 
in  einem  zerfallenden  Kegelschnitt  e^,  welcher  aus  einem 
imaginären  Liuienpaar  besteht,  Yon  dem  nur  der  reelle  Doppel- 
punkt ^'^  in  der  Ebene  e^  liegt.  In  diesem  Falle  muls  die 
uuendlich- entfernte  Ebene  s^  selbst  eine  Berührungsebene 
i^(^>  sein,  weil  sie  dieselbe  in  einem  imaginären  Liaienpaar 
schneidet,  und  S^"^  ist  ihr  Berührungspunkt.  Diese  Oberfläche 
heifst  ein  Paraboloid,  weil  die  unendlich-entfernte  Ebene  f^ 
eine  Berührungsebene  derselben  ist,  und  zwaer  ein  ellip- 
tisches Paraboloid,  Weil  diese  Berührungsebene,  also 
auch  sämtliche  übrigen  elliptischer  Art  sind,  während  filr  das 
hyperbolische  Paraboloid  (§  29),  weiches  ebenfalls  £^  zur 
BerÜkrungsebene  hat,  sämtliche  Berührungsebenen  hyper- 
bolischer Art  sind. 

Da  das  eMiptische  Paraboloid  Überhaupt  nur  den  ein- 
zigen reellen  unendlich-entfernten  Punkt  ^*  hat,  so  werden 
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sämtliche  ebenen  Schnitte  durch  dasselbe  Ellipsen 
sein,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  durch  ^s* 
gehen;  diese  werden  Parabeln  sein,  weil  a^  Be- 
rührungsebene ist,  und  Hyperbeln  lassen  sich  nie- 
mals aus  dem  elliptischen  Paraboloid  schneiden, 
ebensowenig,  wie  sich  Ellipsen  aus  dem  hyper- 
bolischen Paraboloid  schneiden  lassen. 

Durch  den  Punkt  ^^5*  ist  eine  bestimmte  Richtung  im 
Räume  gegeben  und  durch  diese  eine  einzige  bestimmte  Stel- 
lung, welche  rechtwinklig  zu  ihr  ist,  d.  h.  wenn  wir  beliebig 
viele  parallele  Strahlen  nach  ^|>*  ziehen  und  zu  ihnen  recht- 
winklige Ebenen  stellen,  so  laufen  dieselben  sämtlich  durch 
eine  feste  Gerade  c*  der  unendlich-entfernten  Ebene.  Durch 
diese  feste  Gerade  c^  geht  nun  eine  reelle  Berührungsebene 
£^  des  elliptischen  Paraboloids,  folglich  notwendig  noch  eine 
zweite  reelle  Berührungsebene  Tq,  die  in  einem  endlichen 
Punkte  «2  das  elliptische  Paraboloid  berührt.  Dieser  aus- 
gezeichnete Punkt  ©  heifst  der  Scheitel  des  Paraboloids  und 
seine  Berührungsebene  t  die  Berührungsebene  im  Scheitel. 
Die  Verbindungslinie  |©^^*i  ««c  ist  die  konjugierte  Gerade 
zu  c7  im  räumlichen  Polarsystem,  dessen  Kemfläche  das 
elliptische  Paraboloid  ist.  Die  Gerade  c  heifst  die  Axe  des 
elliptischen  Paraboloids.  Zu  ihr  treten  als  die  beiden  andern 
Uauptaxen  des  Paraboloids  a^  und  b"^,  welche  in  c^  liegen, 
die  Axen  der  elliptischen  Strahleninvolution,  welche  das  ima- 
ginäre Linienpaar  in  s^  vertritt.  ^"^  ist  als  der  Mittelpunkt 
des  elliptischen  Paraboloids  aufzufassen,  in  welchem  sich  die 
drei  Hauptaxen  a""  IT  c  schneiden.  Da  die  elliptische  Strahlen- 
involution in  £„,  deren  Mittelpunkt  ^"^  ist,  und  die  mit  der 
elliptischen  Punktinvolution,  welche  c*  zugehört,  perspek- 
tivisch liegt,  als  durch  die  Fläche  F^'^^  gegeben  zu  betrachten 
is«t,  so  sind  auch  ihre  zu  einander  rechtwinkligen  Axen  a!^ 
und  h'^  bekannt;  von  den  drei  Hauptebenen  des  Paraboloids 
ist  eine  £^,  die  beiden  andern  die  Ebenen  [ca!^]  und  [cb'^], 
Vielehe  in  zwei  Parabeln: 

das  elliptische  Paraboloid  schneiden.  Diese  beiden  Haupt- 
schnitte, welche  sich  in  der  c- Axe  |(B^^1  schneiden,  haben 
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gleichzeitig  c  zu  Parabelaxen;  aber  die  Öffnungen  beider 
Parabeln  liegen  nach  derselben  Richtung  hin, 
während  sie  beim  hyperbolischen  Paraboloid  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  lagen.  Dies  ist  ein 
charakteristischer  Unterschied  beider  Paraboloide. 

In  der  That,  denken  wir  uns' durch  die  Gerade  c*,  in 
welcher  die  Berührungsebene  x  im  Scheitel  die  Ebene  t^ 
schneidet;  ein  Parallelebenenbüschel  gelegt,  so  mufs  jede 
Ebene  desselben  das  elliptische  Paraboloid  entweder  in  einer 
reellen  Ellipse  oder  in  einem  imaginären  Kegelschnitt  schnei- 
den, und  der  Durchschnittspunkt  mit  der  c-Axe  ist  Mittel- 
punkt, die  Schnittlinien  mit  den  Ebenen  [ca*]  und  [c6*]sind 
die  Hauptaxen  für  den  Durchschnittskegelschnitt.  Schneidet 
daher  eine  solche  durch  d\  gelegte  Ebene  die  eine  Parabel 

^^f^r>  iö  reellen  Punkten,  so  mufs  sie  auch  die  andere  Pa- 
rabel ^^^«  in  reellen  Punkten  schneiden,  weil  eine  Ellipse 
immer  zwei  reelle  Hauptaxen  hat;  im  andern  Falle  wird  eine 
solche  Ebene  keine  der  beiden  Parabeln  ^^l^  und  ^^*\j,  trefien 

können.  Die  Parabeln  haben  daher  ihre  Öffnungen  nach 
derselben  Richtung  der  c-Axe  hin.  Daraus  folgt,  dals  die 
Berührungsebene  r  im  Scheitel  des  elliptischen  Paraboloids 
den  ganzen  unendlichen  Raum  in  zwei  Halbräume  teilt,  tob 
denen  der  eine  alle  Punkte  des  Paraboloids  enthält,  der 
andere  keinen  Punkt  desselben.  In  gleicher  Weise  erkennen 
wir,  dafs  für  das  hyperbolische  Paraboloid  die  Parabeln  in 
den  beiden  Hauptebenen,  die  sich  in  der  c-Axe  schneiden, 
ihre  Offnungen  nach  entgegengesetzten  Seiten  gerichtet  haben. 
Wir  können  auch  hier,  ähnlich  wie  bei  den  Hyper- 
boloiden, ein  elliptisches  und  ein  hyperbolisches  Parabo)(^d 
in  die  Lage  zu  einander  versetzen,  dafs  ihre  Hauptebenen 
zusammenfallen,  sowie  ihre  Scheitel,  aber  in  einer  der  beiden 
Hauptebenen  die  Parabeln  identisch  sind,  während  sie  in  ^r 
andern  zwar  dieselben  Axen  haben  und  gleich  sind,  ib^ 
Öffnungen  aber  nach  entgegengesetzten  Seiten  gerichtet 
sind;  in  der  dritten  Hauptebene  e^  werden  dann  die  Asym- 
ptoten der  hyperbolischen  Strahleninvolution  beim  hyper- 
bolischen Paraboloid  koinzidieren  mit  den  Potenzstrahlen  der 
elliptischen  Strahleninvolution   beim  elliptischen  Paraboloid, 
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und  solche  zwei  Paraboloide  können  ^^konjugiert''  genannt 
werden.  Sind  beide  Parabeln  einander  gleich,  so  wird  das 
elliptische  Paraboloid  ein  Rotationsparaboloid ,  das  hyper- 
bolische ein  gleichseitig -hyperbolisches  Paraboloid  (8.  218). 

3)  Die  unendlich-entfernte  Ebene  s^  schneidet  die  F^^^ 
in  einem  imaginären  Kegelschnitte  £{|\  In  diesem  Falle 
wird  die  i^-^  von  jeder  beliebigen  Ebene  s  in  einer  Ellipse 
geschnitten,  weil  die  Schnittlinie  |£;  £«>  I  ^^^^^  reellen  Punkte 
der  Durchschnittskurye  enthalten  kann.  Die  Fläche  heifst 
daher  ein  Ellipsoid;  alle  Punkte  derselben  liegen  im 
Endlichen.  Der  Pol  der  unendlich  -  entfernten  Ebene  £^, 
der  Mittelpunkt  W  des  Ellipsoid^,  liegt  ebenfalls  im  End- 
lichen und  ist  der  Mittelpunkt  eines  elliptischen  Polar- 
bündels (S.  42)  mit  einem  imaginären  Kernkegel,  welches 
dem  räumlichen  Polarsystem  zugehört,  dessen  Kemfläche  das 
Ellipsoid  ist.  Dies  elliptische  Polarbündel  hat  drei  zu  einander 
rechtwinklige  Hauptebenen,  welche  das  Ellipsoid  in  drei 
Ellipsen  schneiden: 

g(?)       g(2)       g(«) 
^ab      ^ae       ^öe  ? 

die    Durchschnittslinien   derselben   sind    die  drei   Hauptaxen 
des  Polarbündels  und  zugleich  des  Ellipsoids. 

Hierdurch  sind  alle  möglichen  Annahmen,  welche  ge- 
macht werden  können,  erschöpft,  und  wir  haben  alle  reellen 
Flächen  2.  0.,  die  es  überhaupt  giebt,  aufgezählt.  Zu  den 
von  früher  her  uns  bekannten  geradlinigen  Flächen  2.  0.  sind 
nur  noch  drei  neue  Flächen  hinzugetreten:  Das  zweischalige 
Hyperboloid,  das  elliptische  Paraboloid  und  das  Ellipsoid. 

Definieren  wir  die  Fläche  2.  0.  als  Kernfiäche  eines 
räumlichen  Polarsystems  (S.  166),  so  kommt  zu  den  bis- 
herigen Gebilden  nur  noch  ein  neues  hinzu,  nämlich  die 
imaginäre  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  zwar 
keinen  reellen  Punkt  besitzt,  aber  vertreten  wird  von  einem 
durchaus  reellen  räumlichen  Gebilde,  dem  elliptischen  Polar- 
system. Dasselbe  hat  einen  im  Endlichen  liegenden  reellen 
Mittelpunkt  9JJ,  den  Pol  der  unendlich-entfernten  Ebene  f^; 
Wt  ist  der  Mittelpunkt  eines  elliptischen  Polarbündels,  welches 
drei  reelle  Hauptaxen  und  Hauptebenen  hat;  erstere  sind  die 
Träger  dreier  bestimmten  elliptischen  Punktinvolutionen  im 
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räumlichen  Polarsystem;  letztere  die  Träger  dreier  elliptischen 
ebenen  Polarsysteme ^  deren  Eernkegelschnitte  imaginär  sind: 

C\(«)        CV(2)        0;W 

und  diese  heifsen  die  Hauptschnitte  der  imaginären  Fläche  in 
den  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Hauptebenen. 

Die  imaginäre  Fläche  kann  in  gewisser  Weise  als  ^^koQ- 
jugiert''  aufgefafst  werden  zu  dem  reellen  Ellipsoid;  man 
braucht  nämlich  nur  bei  letzterem  die  drei  hyperbolischen 
Punktinvolutionen  auf  den  drei  Haupttaxen  dadurch  in  ellip- 
tische Punktinvolutionen  zu  verwandeln,  dafs  man  die 
Asymptotenpunkte  (Doppelpunkte)  derselben  in  Potenzpunkte 
verwandelt  (Th.  d.  K.  S.  60),  um  zu  den  Punktinvolutionen 
auf  den  Hauptaxen  der  imaginären  Fläche  zu  gelangen. 

>  Geht  man  von  dem  räumlichen  Polarsysteme  aus,  so  tritt 
an  Stelle  des  Haupteinteilungsprinzips,  welches  bei  den 
reellen  Flächen  zweiter  Ordnung  in  der  Beschaffenheit  der 
Berührungsebenen  bestand,  ein  anderes,  nämlich,  wie  wir 
früher  gesehen  haben  (8.  160  u.  161)  die  Beschaffenheit  der 
Punkt-  oder  Ebeneninvolutionen  für  irgend  zwei  konjugierte 
Strahlen  ss^  des  räumlichen  Polarsystems  oder,  wenn  man 
will,  die  Beschaffenheit  irgend  eines  Polartetraeders;  beide 
Gebilde  besitzen  in  einem  und  demselben  Polarsystem  einen 
unveränderlichen  Charakter  und  liefern  die  Unterscheidung 
zwischen  geradlinigen  und  nicht-geradlinigen  Flächen  2.  0.; 
letztere  werden  alsdann  nach  den  unendlich-entfernten  Ele- 
menten einzuteilen  sein.  Artet  das  räumliche  PolarsysteiD 
in  ein  einfaches  Polarbündel  aus,  so  erscheint  als  dessen  Kern- 
fläche  der  reelle  oder  imaginäre  Kegel. 

Wir  machen  schliefslich  noch  auf  gewisse  Grenzfiber- 
gänge  aufmerksam,  welche  von  einer  Gattung  von  Flächen 
2.  0.  zu  einer  andern  Gattung  überführen,  ebenso  wie  in  der 
Ebene  der  Übergang  von  Ellipse  zu  Hyperbel  darch  ein 
Punktepaar  vermittelt  wird.  (Eine  gerade  Linie,  in  der  zwei 
Punkte  gegeben  sind,  kann  als  unendlich-schmale  Ellipse  auf- 
gefafst  werden,  wenn  man  die  Strecke  zwischen  den  beiden 
Punkten  betrachtet  und  als  unendlich-schmale  Hyperbel, 
wenn  man  die  beiden  unendlich  langen  Stücke  aufserhalb  der 
Strecke    betrachtet;    eine    Erweiterung   des    einen   oder    des 
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andern  Liniengebiets  zu  einem  Flächengebiet  führt  entweder 
zur  Ellipse  oder  zur  Hyperbel;  das  Punktepaar  bildet  also  den 
Obergang  von  der  einen  zur  andern.  Liegt  einer  der 
beiden  Punkte  im  Unendlichen;  so  ist  die  halbe  unendlich- 
lange Gerade  die  Grenze  einer  Parabel.)  In  ähnlicher  Weise 
vermittelt  eine  ebene  Hyperbel  den  Übergang 
vom  einschaligen  zum  zweischaligen  Hyperboloid^ 
eine  ebene  Parabel  den  Übergang  vom  ellip* 
tischen  zum  hyperbolischen  Paraboloid  und  eine 
ebene  Ellipse  den  Übergang  vom  einschaligen 
Hyperboloid  zum  Ellipsoid. 

Ein  Hyperbel  teilt  nämlich  das  ganze  Gebiet  ihrer 
Ebene  in  zwei  Räume,  welche  wir  als  inneren  und  äusseren 
Raum  unterschieden  haben;  dieser  wird  von  sämtlichen 
Tangenten  der  Hyperbel  erfüllt ^  jener  von  keiner  ge- 
troffen. Der  äufsere  Raum  kann  nun  aufgefafst  werden  als 
ein  unendlich-abgeplattetes  einschaliges  Hyperboloid,  der 
innere  Hyperbelraum  als  ein  unendlich-abgeplattetes  zwei- 
schaliges  Hyperboloid,  und  die  ebene  Hyperbel  bildet  in 
diesem  Sinne,  indem  sie  beide  Gebilde  in  sich  vereinigt,  den 
Übergang  von  dem  einen  zum  andern  Hyperboloid.  Um- 
gekehrt gelangen  wir  auch;  indem  wir  uns  den  äufseren  oder 
den  inneren  Raum  der  ebenen  Hyperbel  nach  einer  dritten 
Dimension  erweitert  denken,  zu  dem  einschaligen  oder  zu 
dem  zweischaligen  Hyperboloid.  In  gleicher  Weise  teilt  die 
Parabel  das  ganze  Gebiet  ihrer  Ebene  in  zwei  Räume,  welche 
als  äulserer  und  innerer  Raum  derselben  unterschieden  werden, 
indem  jener  von  sämtlichen  Tangenten  der  Parabel  erfüllt, 
dieser  von  keiner  getroffen  wird.  Der  äufsere  Raum  kann 
aufgefafst  werden  als  ein  unendlich  -  abgeplattetes  hyper- 
bolisches Paraboloid,  der  innere  Parabelraum  als  ein  unend- 
lich-abgeplattetes elliptisches  Paraboloid,  und  die  ebene  Pa- 
rabel bildet  in  diesem  Sinne,  indem  sie  beide  Gebilde  in  sich 
vereinigt;  den  Übergang  von  dem  einen  zum  andern  Para- 
boloid. Umgekehrt  gelangen  wir  auch,  indem  wir  uns 
den  äufseren  oder  den  inneren  Raum  einer  ebenen  Parabel 
nach  einer  dritten  Dimension  erweitert  denken,  zu  dem  hyper- 
bolischen oder  zu  dem  elliptischen  Paraboloid. 

Endlich  teilt  eine  ebene  Ellipse  das  ganze  Gebiet  ihrer 
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Ebene  in  zwei  Bäume,  einen  endlichen^  den  inneren  Raum, 
und  einen  unendlich-grofsen;  den  äufseren  Baum.  Der  letztere 
kann  aufgefafst  werden  als  ein  unendlich-abgeplattetes  ein- 
schaliges  Hyperboloid ,  der  erstere  als  ein  unendlich- ab- 
geplattetes EUipsoid;  und  die  ebene  Ellipse  bildet  in  diesem 
Sinne,  indem  sie  beide  Gebilde  in  sich  vereinigt,  den  Über- 
gang von  dem  einschaligen  Hyperboloid  zum  Ellipsoid.  Um- 
gekehrt gelangen  wir  auch,  indem  wir  uns  den  inneren  odei 
den  äufseren  Baum  einer  Ellipse  nach  einer  dritten  Dimen- 
sion erweitert  denken^  einmal  zum  Ellipsoid  und  das  andere 
Mal  zum  einschaligen  Hyperboloid. 

Wir  haben  hier  dreimal  den  Übergang  von  einer  gerad- 
linigen zu  einer  nicht-geradlinigen  Fläche  2.  O.  In  dem 
Grenzübergange  reduzieren  sich  die  Begelschareu  der  gerad- 
linigen Fläche  auf  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  wahrend 
die  nicht-geradlinige  Fläche  2.  0.  sich  auf  das  Gebiet  inner- 
halb des  Kegelschnitts  reduziert,  welches  von  keiner  Tangente 
getroffen  wird. 

Für  die  drei  nicht- geradlinigen  Flächen  findet  noch  ein 
Übergang  statt  vom  zweischaligen  Hyperboloid  durch  das 
elliptische  Paraboloid  zum  Ellipsoid,  analog  dem  Übergange 
von  der  Hyperbel  durch  die  Parabel  zur  Ellipse ;  indem  näm- 
lich der  Kegelschnitt  in  der  unendlich-entfernten  Ebene  i^ 
kontinuierlich  aus  einem  reellen  Kegelschnitt  durch  einen 
Nullkegelschnitt  (imaginäres  Linienpaar)  in  einen  imaginären 
Kegelschnitt  übergeht,  vollzieht  sich  jener  Übergang  der 
drei  Flächen  2.  0.  in  einander.  Ein  anderer  Übergang  vom 
einschaligen  zum  zweischaligen  Hyperboloid  findet  statt  durch 
den  Kegel,  ebenso  wie  ein  zusammenfallendes  Linienpaar 
(Doppellinie)  den  Übergang  von  einem  reellen  Linienpaar 
zu  einem  imaginären  Linienpaar  bildet.  Dieser  Über^mg 
veranschaulicht  sich  am  besten,  wenn  wir  uns  ein  einschaliges 
und  ein  zweischaliges  Hyperboloid  denken,  welche  denselben 
Asymptotenkegel  haben ;  während  das  einschalige  Hyperboknd 
in  dem  Baume  aufserhalb  des  Kegels,  das  zweischalige  in 
dem  Baume  innerhalb  des  Kegels  liegt,  kann  man  durch  all- 
mähliche Änderung  beide  in  den  Grenzfall  des  K^^ls  über- 
führen; dieser  enthält  die  zusammenfallenden  Linienpaare 
(Kegelstrahlen),  das  einschalige  Hyperboloid  die  Erzeugenden 


§  58.    Die  Mittelpunktsflächen  8.  0.    Metr.  Beziehungen  derselben.    519 

der  beiden  Regelscharen,  das  zweischalige  Hyperboloid  durch 
jeden  seiner  Punkte  in  der  Berührungsebene  ein  imaginäres 
Linienpaar. 

§  58.  Die  MittelpunktsflAohen  2.  O.  Metrische  Besiehungen 
swisofaen  den  konjugierten  DurohmeBsem  derselben. 

Nach  dem  Vorigen  giebt  es  unter  den  allgemeinen  Ober- 
flächen 2.  O.  (mit  Ausschlufs  der  Kegelfläche)  yier,  welche 
ihren  Mittelpunkt  ^  im  Endlichen  liegen  haben,  nämlich 
das  einschalige  Hyperboloid,  das  zweischalige  Hyperboloid, 
das  EUipsoid  und  die  imaginäre  Fläche,  d.  h.  für  diese  vier 
Flächen  liegt  der  Pol  3)1  der  unendlich-entfernten  Ebene  €^ 
nicht  im  Unendlichen,  ist  also  ein  Punkt  3}t  im  End- 
lichen, der  die  Eigenschaft  besitzt,  dafs  alle  durch  ihn  ge- 
zogenen Strahlen  (Durchmesser)  Träger  von  Punktinvo- 
lutionen sind,  die  9){  zum  Mittelpunkt  haben;  je  nachdem 
diese  Punktinvolutionen  elliptisch  oder  hyperbolisch  sind, 
wird  ein  solcher  Durchmesser  d  keinen  Punkt  der  Fläche 
enthalten  oder  zwei  reelle  Punkte,  die  von  *üJt  gleich  weit 
abstehen.  Um  beide  Fälle  zu  umfassen,  wollen  wir  die 
Potenz  der  zugehörigen  Punktiuvolutionen  einführen: 

welche  positiv  ist  für  die  hyperbolische,  negativ  für  die  el- 
liptische Punktinvolution  und  immer  gleich  dem  Rechteck  aus 
den  Abständen  zweier  konjugierten  Punkte  j:  %  der  Punkt- 
involution vom  Mittelpunkt  3)1: 

Zwischen  diesen  Durchmessern  durch  3Jl  bestehen  nun 
gewisse  metrische  Beziehungen ,  die  für  alle  vier  •  oben  ge- 
nannten Flächen  in  gleicher  Weise  abgeleitet  werden  können. 

yR  ist  der  Mittelpunkt  eines  Polarbündels,  welches  ihm 
im  roumlichen  Polarsystem,  dessen  Kerufläche  F^^^  ist,  zu- 
gehört. Ziehen  wir  durch  SDl  einen  beliebigen  Strahl  A,  so 
gehört  zu  demselben,  als  Polarstrahl,  eine  bestimmte  Polar- 
ebene a  im  Polarbündel  ^i^^^]  ziehen  wir  in  der  Ebene  a 
einen  zweiten  beliebigen  Strahl  B  durch  3)2,  so  wird  der 
Ebene  [ÄBj  ein  bestimmter  Strahl  C  als  Polarstrahl  zu- 
gehören,  der  sowohl  in  der  Ebene  a,  der  Polarebene  des 
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Strahles  Ä,  als  auch  in  der  Ebeue  /),  der  Polarebene  des 
Strahles  B  liegen  mufs,  also  der  Schnittstrahl  I  a j3 1  =  C  ist. 
Die  drei  Strahlen  ABC  bilden  ein  Polar  drei  kant  im 
Polarbündel,  indem  jeder  von  ihnen  der  Polarstrahl  fflr  die 
gegenüberliegende  Ebene  ist  (S.  38).  In  Bezug  auf  unsere 
Fläche  l'^W  heifsen  die  drei  Kanten  eines  solchen  Folar- 
dreikants  im  Polarbündel  3Jf<^>  drei  konjugierte  Durch- 
messer ABC  derselben,  und  die  Potenzen  der  ihnen  zu- 
gehörigen Punktinvolutionen  sollen  bezeichnet  werden  durch: 

Pji     Pß     Po  • 

Solche  konjugierte  Durchmessersysteme  können,  wie  wir 
sehen,  in  groiser  Mannigfaltigkeit  hergestellt  werden,  indem 
ein  Durchmesser  A  willkürlich  durch  9J{  gezogen  werden 
kann;  der  andere  B  in  der  Ebene  a  liegen  mufs,  aber  be- 
liebig durch  '^l  angenommen  werden  darf,  und  der  dritte  C 
dann  vollständig  bestimmt  ist.  Ein  ausgezeichnetes  Polar- 
dreikant bilden  die  Hauptaxen  der  F^^^  (§  57),  welche  wir 
mit  ab  c  und  deren  zugehörige  Potenzwerte  wir  mit 

Pa       Pb       Po 

bezeichnen;  dieses  Polardreikant  ist  das  einzige,  welches  aus 
drei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen  besteht.  Die  drei 
Seitenflächen  eines  Polardreikants  schneiden  die  F^^^  in  Kegel- 
schnitten, für  welche  die  beiden  Kanten,  welche  die  Seiten- 
fläche enthält,  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser  sind. 

Fassen  wir  zunächst  die  [^J3] -Ebene  auf  mit  den  beiden 
konjugierten  Durchmessern  A  B  und  dem  in  ihr  enthaltenen 
Kegelschnitte  y^*\  so  werden  die  Potenzwerte  Pj  und  Pb 
durch  je  ein  Paar  konjugierter  Punkte  a  a'  auf  A  und  b  i' 
auf  B  vollständig  bestimmt,  nämlich: 

(Fig.  23),  wobei  die  Paare  a  a',  b  b'  beliebig  aus  den  Punkt- 
involutionen gewählt  werden  können.  Ziehen  wir  durch  a 
und  b  Parallele  zu  B  und  A,  die  sich  in  b  treffen,  so  ist 
|S]]f{b|  e=  D  ein  beliebiger  dritter  Durchmesser;  die  Richtung 
des  zu  D  konjugierten  Durchmessers  E  ist  offenbar  parallel 
der  Verbindungslinie  |a'b'!,  der  Polai-e  von  b;  schneidet  also 
D  die  Gerade  |ab'|  in  b',  so  ist 
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die  Potenz  der  PunktinTolatiou ,  welche  den  Durchmesser  D 
zugehört. 

Denken  wir    uns  nun  das  Dreieck  Ul^ta       iii    welchem 


Fig.  23. 

ab  «=  ^b  ist,  auf  eine  zu  E  rechtwinklige  Gerade  projiziert, 
so  erhalten  wir  bekanntlich: 

q)ta  .  sin  {A,  -B)  +  ^Kb  .  sin  (5,  ^)  =  gj?b  .  sin  (J3,  E) 

und  andererseits  ist: 

'üJla'  .  sin  {A,E)=^  mV  .  sin  {B,  E)  =  3Rb' .  sin  {D,  E) , 

woraus  folgt: 

W7  "^  TOT       WF" 
Aus  dieser  elementaren  Beziehung  ergiebt  sich  ein  doppeltes 
Resultat: 

5Wa^    ,    m*       W  ^.    ^^     \     ^B   _   Pd 

P^  "^  P^  ""  P^  ^°"  5i7«  "T-  3^^  —  ^[^2 


•TS  > 


und  da 

aWa  :  aJlb  :  2Jib  «=  sin  (BD) :  sin  (^D)  :  sin  {AB) 
ist,  so  erhalten  wir  die  beiden  Beziehungen: 


sin«  (■BD)    ,    8in«(^D)  _  sin*  (AB) 
^Ä        ^        ^B        ~        ^D 


(I).      .     .      . 

(II)  .  Pa  .  sin^  {AE)  +  Pb  .  sin^  (BE)  =  Pn  .  sin«  (DE) . 
Die  Gleichung  (I)  lehrt  den  Wert  der  Potenz  P/)  für 
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einen  beliebig  gegebenen  Durchmesser  D  ermitteln,  sobald 
man  die  Potenzwerte  Fa  und  Pß  kennt  Die  Gleichoiig 
(II)  giebt,  wenn  wir  die  konjugierten  Durchmesser  D  und 
E  mit  einander  vertauschen: 

Pa  .  sin»  (^D)  +  Pb  .  sin»  {BD)  =  Pe  .  sin»  {DE) , 

und;  da  infolge  der  Gleichung  (I)  die  linke  Seite  gleich  wird 

p       p      «in«  {A  B) 

SO  folgt  die  Beziehung: 

Pa^Pb.  sin»  {AB)  =  Pi, .  Pg  .  sin»  {DE) , 
bei  welcher  links  nur  Elemente  stehen,  welche  von  dem  Paare 
konjugierter  Durchmesser  Ä  JB,  rechts  nur  Elemente,  welche 
von  dem  Paare  konjugierter  Durchmesser  D  E  abhängen; 
verändern  wir  also  das  erstere  beliebig,  so  bleibt  die  rechte 
Seite  unverändert,  also  ist 

(L)  PaPb'  sin»  {AB)  =  konst. 

für  alle  Paare  konjugierter  Durchmesser,  die  man  in  einer 
festen  Ebene  [AB"]  wählen  mag,  insbesondere  also  auch 
gleich  dem  Produkte  der  Potenzen  auf  den  Äxen  P«  .  P»  f&r 
den  Kegelschnitt  y^^K 

Bemerken  wir  femer,  dafs  die  Gleichung  (II): 

'  Pa  .  sin»  {AE)  +  Pb  .  sin»  {BE)  =  Pn  .  sin»  {DE) 

auf  der  linken  Seite  von  dem  Paare  konjugierter  Dorch- 
messer  A  B  abhängt,  die  rechte  Seite  dasselbe  aber  nicht 
enthält,  so  wird,  wenn  wir  E,  also  auch  D  festhalten,  da- 
gegen das  Paar  A  B  beliebig  verändern,  allemal 

Pa  .  sin»  {AE)  +  Pb  .  sin»  {BE)  —  konst 
sein,  d.  h.  unverändert  bleiben,  oder  wenn  wir  statt  des  will- 
kürlich gewählten  festen   Durchmessers  E  einen  andern  za 
demselben  rechtwinkligen  wählen,  auch  für  alle  Paare  AB: 

Pa  .  cos»  {AE)  +  Pb  cos»  {BE)  =  konst 

sein  müssen.    Hieraus  folgt  durch  Addition  die  bekannte  Be- 
ziehung : 

(2.)  Pa  +  Pb  =  konst. 

für  alle  Paare  konjugierter  Durchmesser  des  Kegelschnittes  y^- 
Diese  Beziehung  hat  sich  aber  in  zwei  andere  aufgelöst. 
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die  noch  einer  Verallgemeinerung  fähig  sind,  yon  der  wir 
siogleich  Gebrauch  machen  werden.  Denken  wir  uns  nämlich 
durch  SSR  einen  beliebigen  Strahl  S  im  Räume  gezogen,  dessen 
rechtwinklige  Projektion  auf  die  Ebene  [AB]  der  Strahl  E 
sei,  so  haben  wir  in  dem  rechtwinkligen  Dreikant  AES: 

cos  (SA)  =  cos  (EA)  .  cos  {ES) 

(vgl.  Fig.  16,  S.  382)  und  in  dem  rechtwinkligen  Dreikfint  BES 

cos  {SB)  =  cos  {EB) .  cos  {ES) , 

folglich  ergiebt  sich  aus  der  mit  cos^  {SE)  multiplizierten 
Relation 

Pa  .  cos^  {AE)  +  Pb  .  cos'  {BE)  =  konst. 

die  neue  Beziehung: 

Pa  .  cos«  {SA)  +  Pb  .  cos«  {SB)  —  konst. 

für  alle  Paare  konjugierter  Durchmesser  A  B  in  der  Ebene 
y  und  einen  beliebigen  festen  Strahl  S  im  Raume^  der  durch 
Tl  gezogen  ist.  Hieraus  folgt  aber,  da  Pa-}-  Pb=*  konst. 
ist^  auch 

(3.)  Pa  .  sin«  {SA)  +  Pb  .  sin«  {SB)  =  konst. 

für  alle  Paare  konjugierter  Durchmesser  A  B  in  der  Ebene 
y  und  einen  beliebigen  festen  Strahl  S  im  Räume,  der  durch 
^  gezogen  ist 

Gehen  wir  jetzt  zu  dem  räumlichen  Polarbündel  SR^^) 
über  und  nehmen  drei  konjugierte  Durchmesser  ABC  der 
F^*^]  ein  beliebiger  vierter  Durchmesser  sei  ^,;  die  in  dem 
Polarbündel  zu  A^  konjugierte  Ebene  a^  ist  dadurch  yoUig 
bestimmt;  wir  können  aber  in  derselben  ein  Paar  konjugier- 
ter Durchmesser  B^  C,  so  wählen ,  dafs  B^  in  der  Ebene 
[w^,  C]  liegt,  dann  ist  C|  TÖllig  bestimmt. 

Da  nun  ^,  JS,  C  in  einer  Ebene  liegen,  so  müssen  die 
drei  Ebenen  [.BiCi]  [C,^,]  [AB]  sich  in  einer  Geraden  schnei- 
den, und  da  die  beiden  ersten  Ebenen  sich  in  C\  schneiden, 
so  niufs  die  Ebene  \_AB]  durch  C|  gehen,  oder 

A    B    C^ 

müssen  in  einer  Ebene  liegen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Schnittlinie: 

[AB],  Mi^,]|  -  S, 
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SO  werden  ABC^S    in  einer  Ebene 

und  Ä^  J?|  CS  ebenfalls  in  einer  Ebene 

liegen ,  und  da  [(TCJ  die  Polarebene  des  Polarstrahls  S  ist, 
so  haben  wir  in  jeder  dieser  beiden  Ebenen  zwei  Paare  kon- 
jugierter Durchmesser)  nämlich 

A  B         und        CjS 
j1jJ5,        und        CS. 

Hiernach  ergeben  sich  die  oben  nachgewiesenen  Relationen  (2.): 

Ba  +  ^ä  =  Bc^^  +  Bs 
Bs  -{-  Bc  =  Bjj^  -^'  Bßi , 

aus  deren  Summe  folgt: 

Ba  +  Bb  +  Bc=  Ba,  +  Bb,  +  Bc,. 

Da  aber  der  Durchmesser  A^  ganz  willkürlich  gewählt  war, 
und  in  der  Polarebene  [-ßj  C,]  desselben  für  jedes  Paar  kon- 
jugierter Durchmesser  die  Summe  Pä4+  Pc^  denselben  Wert 
behält,  so  ist  überhaupt  für  irgend  drei  konjugierte  Durch- 
messer A  B  C  die  Summe 

Pa  +  Pb  +  Po  ^  konst. , 

d.  h.  die  Summe  der  Potenzen  der  drei  Punktinvo- 
lutionen  auf  irgend  drei  konjugierten  Durchmes- 
sern einer  Mittelpunktsfläche  2.  0.  hat  immer  den- 
selben konstanten  Wert,  ist  also  auch  gleicb 
Pa-i-  Pb  +  Pc  für  die  drei  Hauptaxen  der  Fläche. 

Zweitens  haben  wir  in  den  beiden.  Ebenen  [ABC^S]  ond 
[A^B^CS]  die  Beziehungen  (1.)  oben  nachgewiesen: 


I 


Pa  .  Pß  sin»  (AB)     =  Ps.Pc,.  sin»  (SC,) 
Pa,  .  Pb,  sin»  {A,  B,)  ^  Bg  .  Bc  .  sin»  (SC) , 

und  wenn  wir  einmal  den  räumlichen  Strahl  C  mit  dem 
Paare  A  B  und  Cj  S  in  Verbindung  setzen ,  die  oben  nach- 
gewiesene Relation  (3.): 

P^.sin»(C^)  +  PB.sin2(CJ5)=P(7,.sin»(CC0+Pfi.8in»(CS), 
andererseits ;  wenn  wir  den  räumlichen   Strahl  C|   mit 
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Paaren    konjugierter   Durchmesser    A^B^    und    CS  in  Ver- 
bindung setzen: 

PA,^sm\C,Ä^)+PBfim\C^B,)  =  Po.  sin'  (CC,)  +  Pssin'(C,S). 

Multiplizieren  wir  aber  die  erste  der  beiden  letzten 
Gleichungen  mit  Pcf  die  zweite  mit  Pr,  und  ziehen  sie  von 
der  vorigen  ab,  so  folgt  wegen  der  obigen  Relationen: 

Pb  Pc  sin'  {B  C)  +  Pc  Pa  sin'  (CA)  +  P^  Pb  sin'  {A  B) 
^PB,PcM\B,C,)+Pc,PA.fAii\C,A,)  +  PA,PB,f^m\A,B,). 

Da  aber  der  Durchmesser  A^  ganz  willkürlich  gewählt 
war  und  in  der  Polarebene  [JB,  C,]  desselben  für  jedes  Paar 
konjugierter  Durchmesser,  sowohl  das  Glied  Pß^Pc^  sin'  {B^  C,), 
als  auch  die  Summe  Pß,  sin'  (-4,  JB,)  +  Pc»  sin'  (-4,  C,)  den- 
selben Wert  behält;  so  ist  überhaupt  für  irgend  drei  kon- 
jugierte Durchmesser  ABC  die  Summe: 

PßPcsin'(-BC)  +  PeP^sin'(C^)  +  P^Pi,sin'(^£)  =  konst., 

d.  h.:  Bildet  man  für  irgend  drei  konjugierte 
Durchmesser  einer  Mittelpunktsfläche  zweiterOrd- 
nung  aus  den  Potenzen  der  drei  zugehörigen 
Punktinvolutionen  die  Produkte  je  zweier  und  mul- 
tipliziert sie  mit  dem  Quadrate  des  Sinus  des  von 
ihnen  eingeschlossenen  Winkels,  so  hat  die  Summe 
dieser  drei  Produkte  immer  denselben  konstanten 
Wert,  ist  also  auch  gleich  P^Pc  +  P,  Pa  +  Pa  Pi> 
für  die  drei  Hauptaxen  der  Fläche. 

Drittens  giebt  das  Produkt  der  beiden  vorhin  betrachteten 
Gleichungen: 

P^.Pb.Pc.  sin'  (AB)  sin'  (SC) 
—  Pa,  .  Pb,  .  Pc, . sin' {A^  B,)  sin' {SC,). 

Wir  haben  aber  in  dem  Dreikant  AC8  bekanntlich: 

sin  (CS)        %in  {[AB],  [AC]) 
8in(CU)  "^  8in([^J5],  [A,  J5,])' 

da  ABCtS  uiid  A^B^CS  in  je  einer  Ebene  liegen,   und 

ebenso  in  dem  Dreikant  A^C,  S: 

ain  (fi  S)  Bm([A,B,l[AtC,]) 

Bin(C\ul,)   "*  8in([AjÄ,],[A-B]) 
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und  durch  Division  beider  Gleichungen  folgt: 

r  sm{CS)  |2^    f  Bin  (C  A)  ain  l[A  B],IAC])\^ 
1  sin  {C^S)  f  l  sin  (C\^ Jsin C[A,£J,  (A,CJ)  /    ' 

Dies  substituiert  in  die  vorige  Gleichung  giebt: 

PaPbP  .  sin^  (Ä  B)  sin«  {A  C)  sin«  {[A  B\ ,  [^  C]) 
=  P^,  Pb,  Pc,  .  sin«  (^,5,)  sin«(J,CO  8in«([^,B,],  [X^CJ). 

Die  Gröfse  sin«(^iJB,)  sin«(4,  C,)  sin«([^,B,],  [^C^i]), 
welche  allein  von  den  Seiten-  und  Kanten  winkeln  des  Drei- 
kants A^  jS|  Cf  abhängt;  ist  eine  bekannte,  in  Bezug  auf  die 
drei  Kanten  symmetrische  Funktion  der  Winkel,  welche 
V.  Staudt  das  Quadrat  des  räumlichen  Sinus  eines 
Dreikants  A^B^C^  genannt  hat  und  welche  wir  kurz  be- 
zeichnen wollen  durch 

Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die  Winkel  des  Dreikanis 

und  die  Kantenwinkel: 

•  {[^,JB,],[^,C,l)=^,  ([£.C,],[B,^.])==JB,  ([C7.^,],  [C,5,1)=C„ 

so  ist 

cos  «,  =  cos  /3|  cos  y,  +  sin  ß^  sin  y,  cos  A^ , 


also 


COS^] 


cos  oci  —  cos  ßi  cos  y, 


sin  /}|  sin  7i 

.   2   j     «iii'  Pi  ßi"'  yi  —  CO*'  öt,  —  cos'  ßt  cos'  Vi  -+-  2  costf|  C08ftco*y> 

*  sm'p,  sin'y, 

also 

sin«  ß^  sin«  y,  sin«  ^j 

-=-1  —  cos« «,  —  cos«  /},  —  COS«  y,  +  2  cos  aj  cos  ßi  cos  yi 

1  cos  y,  cos  /3i   =  S«  (^^  -B,  Cj) 
cos  yj  1  cos  «j 

cos  /),      cos  ttj      1 

und  wegen  der  Symmetrie  dieses  Ausdrucks: 

sin«  ßi  sin«  y,  sin«  -4,  =  sin«  y,  sin«  a,  sin«  Bj 
=  sin«  a,  sin«  /?,  sin«  C,  —  S«  (^j  B,  C,). 

Wir  können  daher  den  obigen  Ausdruck  auch  so  schreiben: 
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=  P^, .  Pb, . Pc. . sm^B,C,),sm'{B,Ä,) .  8in'([B,C,],  [B,A,]y, 

da  nun  der  Durchmesser  A^  ganz  willkürlich  gewählt  war, 
und  in  der  Polarebene  [JB^  C,]  desselben  für  jedes  Paar  kon- 
jugierter Durchmesser,  sowohl  das  Produkt  Ps,  Pc^  sin^  (B,  C,), 
als  auch  das  Produkt  Bin}{B^Ä^) .  Bin^{[B^C^]j  [B^Ä^])  be- 
kanntlich denselben  Wert  behält,  so  ist  überhaupt  für  irgend 
drei  konjugierte  Durchmesser  ABC  das  Produkt: 

Pa.Pb.Pc  .  S^  CA,  B,C)^  konst., 

d.  h.:  Für  irgend  drei  konjugierte  Durchmesser 
einer  Mittelpunktsfläche  zweiter  Ordnung  ist  das 
Produkt  aus  den  Potenzen  der  zugehörigen  Punkt- 
inyolutionen  in  das  Quadrat  des  räumlichen  Sinus 
des  von  den  drei  konjugierten  Durchmessern  ge- 
bildeten Dreikants  von  konstantem  Werte,  also 
auch  gleich  Pa  Ph  Pc  für  die  drei  Hauptaxen  der 
Fläche,  da  der  räumliche  Sinus  eines  dreirecht- 
winkligen Dreikants  gleich  1  ist.*) 


*)  Durch  den  räumlichen  Sinus  eines  Dreikanta  läfst  sich  bekannt- 
lich das  TetraSdervolumen  ausdrücken.  Sind  91  S  6  $)  vier  beliebige 
Punkte  im  Räume,  die  Ecken  eines  Tetraeders,  und  bezeichnet  man 
dessen  Kanten  und  Seitenflächen: 

133(5^]  =  or,    [(55)«]=«p.    [$)««]  =  y,    [51^6]  «*, 
das  Volumen  des  Tetraeders  durch  t^,  so  ist: 

6r  —  ahc  .  8in(a,  h)  .  sin(c,  y)  ==.  a6c  .  sin (6,  c) .  8in(a,  a) 

^abc  , 8in(c,  a)  .  sin  (&,  ß). 

Wir  können  aber  die  Neigungswinkel  (a,  «)  (6,  jj)  (c,  y)  durch  Flächen- 
Winkel  ausdrücken: 

8in(a,  a)  =  8in(a,  h) .  Bm{a,  y)  =  8in(a,  c) .  8in(a,  ß)  u.  s.  f. 

also  ist: 

6v  »  abc  .  sin(a&)  .  sin(ac) .  sin(j3,  y) 

B»  ahc  .  sin(2»c)  .  fan{ha) .  sin(y,  a) 

=  abe  .  sin(ca) .  8in(c&) .  Bin(a,  ß) 

oder  nach  dem  Obigen: 
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Dies  letzte  Resultat  läfst  eine  bemerkeDswerte  Folgerung 
zu:  Nehmen  wir  nämlich  die  beiden  Hyperboloide,  welche 
(S.  512)  als  konjugierte  bezeichnet  wurden,  die  denselben 
Asymptotenkegel  haben,  und  von  denen  das  eine  ein  ein- 
schaligeSy  das  andere  ein  zweischaliges  ist,  so  wissen  wir,  dafs, 
wenn  t  ein  Punkt  des  zweischaligen  Hyperboloids  und  t  seine 
Berührungsebene  ist,  dieselbe  den  Asymptotenkegel  ^t^^  in 
einer  Ellipse  schneiden  mufs,  deren  Mittelpunkt  i  ist; 
ferner  mufs  eine  durch  ^l  parallel  zu  r  gelegte  Ebene  das 
konjugierte  (einschalige)  Hyperboloid  in  einer  Ellipse  schneiden, 
welche  mit  der  vorigen  kongruent  ist,  weil  jede  durch  |5)}t 
gelegte  Ebene  die  beiden  Hyperboloide  in  konjugierten  Hy- 
perbeln und  die  Ebene  r  in  einer  Tangente  an  einer  der- 
selben schneidet;  wenn  nun  der  Durchmesser  |^M|  mit  i 
und  irgend  zwei  konjugierte  Durchmesser  der  Ellipse  mit  B 
und  C  bezeichnet  werden,  so  drückt  das  mit  %^  multiplizierte 
Produkt  Pß  .  Pc  sin'  {B  C)  das  Quadrat  der  Fläche  der  Ellipse 
aus  und  Pa  .  sin^  (AB)  sin'  {[BA],  [BC])  das  Quadrat  der 
Hohe  eines  Kegels,  dessen  Spitze  ^  und  dessen  Grundfläche 
jene  Ellipse  ist.  Pa  Pb  Pc  S^  {A  B  C)  drückt  also  das  Qua- 
drat des  Volumens  dieses  Kegels  aus  (bis  auf  einen  Zahlen- 
faktor), und  der  vorige   Satz  läfst  sich  so  aussprechen: 


bedeutet 


wo  S^[ahc)  «=  1,         c08(a&),    cos (ac) 

cos  (6  a),  1,         cos  (6  c) 

cos(ca)i    co8(c6),  1 

Der  räumliche  Sinus  des  Dreikants  ist  0,  wenn  die  drei  Kanten  in 
eine  Ebene  fallen,  und  1,  wenn  sie  drei  zu  einander  rechtwinklige 
Strahlen  sind. 

Mit  Hilfe  des  räumlichen  Sinus  lassen  sich  leicht  bei  einem  PsaI* 
lelepipedon  die  Verhältnisse  der  Kanten  zu  der  räumlichen  Diagonale 
desselben  ausdrücken.  Bezeichnen  wir  die  drei  in  einer  Ecke  J« 
Parallelepipeds  zusammeustofsenden  Kanten  durch  abc  und  die  ränm- 
liehe  Diagonale  desselben  durch  d,  so  haben  offenbar  die  beiden  Py- 
ramiden, deren  Kanten  a  6  c  und  ah  d  sind,  gleiches  Volumen,  ftlso  i^t 

(o6c)«<S«(a6c)  =.  {ahdfS^iflhd) , 
also* 

c«  :  d«  «=  S^{ahd)  :  S^(ahc) , 
mithin  allgemein: 

a«  :  6«  :  c«  :  d«  «  S^ipcd) :  S^{acd) :  S^(ahd) :  S^{ahc) 

analog  dem  bekannten  Satze  der  Trigonometrie. 
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Eine  veränderliche  Ebene,  welche  von  einem 
festen  Kegel  zweiten  Grades  ^(^>  ein  konstantes 
Volumen  abschneidet,  umhüllt  ein  zweischaliges 
Hyperboloid;  dessen  Berührungspunkt  mit  der 
Ebene  allemal  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  ist^  in 
welcher  die  Ebene  den  Kegel  SSl^^^  schneidet.  Der 
Kegel  selbst  ist  der  Asymptotenkegel  des  Hyper- 
boloids. 

Wir  erkennen  hierin  das  räumliche  Analogoü  bekannter 
EigeDschaften  der  ebenen  Hyperbel. 

Sind  ABC  drei  konjugierte  Durchmesser  einer  Mittel- 
punkisfläche  -F<^>  und  Pa  Pb  Pc  die  Potenzen  der  ihnen  zu- 
gehörigen Punktinvolutionen,  so  läfst  sich  die  Potenz  der 
auf  einem  beliebigen  •  vierten  Durchmesser  D  befindlichen 
Punktinvolution  auf  folgende  Art  ermitteln: 

Da  die  drei  Ebenen  des  Dreikants  ABC  und  die 
unendlich -entfernte  Ebene  e^  ein  Polartetraeder  im  räum- 
liehen  Polarsystem  bilden,  dessen  Kernflache  JP(^>  ist,  so 
werden  die  drei  Paar  Gegeukanten  des  Polartetraeders  kon- 
jugierte Strahlen  im  Polarsystem  sein,  also  zu  A  der  kon- 
jugierte Strahl  IC-BC]  s^\  u.  s.  f. 

Ziehen  wir  durch  SSH  einen  beliebigen  vierten  Durch- 
messer D,  nehmen  irgend  einen  Punkt  b  desselben  und  legen 
durch  ihn  drei  Ebenen  parallel  den  Ebenen  IBC]  [CA']  [AB'l 
welche  den  Strahlen  ^  JS  C  in  den  Punkten  a  b  c  begegnen 
mögen,  dann  erhalten  wir  die  sechs  Seitenflächen  eines 
Parallelepipeds  (Fig.  24),  von  welchem  D  eine  Diagonale  ist; 
die  Pole  der  drei  Seitenflächen,  welche  sich  in  b  schneiden, 
seien  a'  b'  c'  auf  den  Durchmessern  A  B  Cy  so  dafs  also  die 
Werte  der  Potenzen  für  die  den  drei  konjugierten  Durch- 
messern zugehörigen  Punktinyolutionen  sind: 

Die  Ebene   [a'b'c']   ist  die  Polarebeije  des  Punktes  b,  triflPt 
also  den  Strahl  |^b|  in  dem  Punkte  b',  so  dafs 

3)lb.3)?b'=P/) 
die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  dem  Durchmesser  D  ist. 
Legen  wir  die  Ebene  [CD],  welche  die  Ebene  [AB]  in  der 
Diagonale  3JJc  des  Parallelogramms  schneidet,  dessen  Seiten 
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3Jla   und    9Rb    sind,  so  wird   c  der  Pol   von   |ab'|  sein  im 
ebenen  Polarsystem  in  der  Ebene  [^^Jj  also  schneidet  |3Äe| 


D 


cy 

*7   -^f 

v 


äßi 


/ 


\ 


Fig.  24. 

die  Gerade  |a'b'|  im  Punkte  c',  der  zu  c  konjugiert  ist,  und 
wir  haben  auf  S.  521  die  elementare  Beziehung  gefunden: 

mt 


m^  ,  ans 


mt 


In  der  Ebene  \CIf\  ist  in  gleicher  Weise  3)1  b  die  Diago- 
nale eines  Parallelogramms ,  dessen  Seiten  ^  c  und  %  c 
sind,  und  die  Polare  von  b  in  dem  Polars jsteme  in  der  Ebene 
[6'2>]  ist  Ic'c'l,  welche  in  b'  von  \m\i\  getroflTen  wird,  also: 

a?tb 


Aus  der  Summe  beider  Gleichungen  folgt: 

"•  a»b'  ' 


•'  "*"  3*eb'  "*" 


eine  elementare   Relation,    die  nun  in  doppelter  Weise  för 
uns  verwertet  werden  kann;  es  folgt  aus  ihr: 

^A  ^B  ^C  ^B 
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oder,  wenn  wir  (s.  Anmerkung  anf  S.  528)  die  Quadrate  der 
Strecken  im  Zähler ,  Kanten  und  Diagonale  des  Parallelepi- 
peds;  ersetzen  durch  die  Quadrate  der  räumlichen  Sinus  zwi- 
schen den  Dreikanten,  die  aus  den  vier  Strahlen  AB  CD 
gebildet  werden: 

|.         S^(BCD)    ,     8*(ÄCD)     I     S^(ÄBD)  8*  (ABC) 

^  Pa        '^        Pß        '^         Pc        ~         Pd        ' 

eine  Beziehung,  welche  den  Wert  der  Potenz  Pd  der  Puiikt- 
in?olution  auf  einem  beliebigen  Durchmesser  D  liefert,  aus- 
gedrückt durch  die  Potenzen  Pa  Pb  Pc  der  PunktiuTolu- 
tionen  auf  den  gegebenen  drei  konjugierten  Durchmessern 
ABC. 

Andererseits   liefert   aber   die   vorige   Relation  folgende 
Gleichung: 


^A        i         Pß        »        ^C  ^D 


und  bezeichnen  wir  die  zu  dem  Durchmesser  Z)  konjugierte 
Ebene  im  Polarbündel  ^t<^)  mit  d,  so  liegen  a'  b'  c'  b'  in 
der  Ebene  d,  und  es  ist: 

gjJa' .  sin  (^,  *)  =  mV  .  sin  {B,  d)  =  SStc  .  sin  (C,  d) 

=  3Jlb'.sin(Z),  *), 

so  dafs  sich  die  Beziehung  so  gestaltet: 
n)         Pa  sin^  {A,  8)  +  Pb  sin«  (JB,  d)  +  Pc  sin«  (C,  d) 

—  Pn  sin«  (Z),  d). 

Aus  der  Beziehung  I)  ergiebt  sich  u.  A.,  wenn  wir  für 
ABC  insbesondere  dasjenige  System  konjugierter  Durch- 
messer setzen,  welches  die  drei  zu  einander  rechtwinkligen 
konjugierten  Strahlen  des  Polarbündels  ^t<^\  die  Axen  ab  c 
der  Fläche  F^^\  bilden,  wodurch: 

5«  (a6c)  =  1 ,    8^  (abd)  =  cos«  {d,  c)    u.  s.  f. 
wird,  folgende  Beziehung: 

cos'  (d,  a)     ,     C08*  (rf,  6)     ,     coa*  (d,c)  1 


wo  d  ^=  I)   ein  beliebiger  vierter  Durchmesser  ist.     Nehmen 
wir  statt  d  der  Reihe  nach  drei  beliebige  zu  einander  recht- 
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winklige  Durchmesser  d^  d2  d^  und  addieren  die  erhaltenen 
Beziehungen^  so  folgt,  da  (S.  383) 

cos^  (d^  a)  +  cos^ (cL^a)  +  cos'  (dj^a)  «=  1 
ist: 

^+^+^=4-+4-+4-  =  konst.,.   d.  h.: 

-^rf,  -^rfa  ^tk  ^a  ^h         ^9 

Die  Summe  der  reziproken  Werte  der  Potenzen 
von  den  Punktinvolutionen  auf  irgend  drei  zu 
einander  rechtwinkligen  Durchmessern  eines 
räumlichen  Polarsystems  ist  konstant,  also  gleich  der 
Summe  der  reziproken  Werte  der  Potenzen  der  auf  den  drei 
Hauptaxen   der  Fläche  F^   befindlichen  Punktinvolutionen. 

In  der  Beziehung  II)  kommen  die  drei  konjugierten 
Durchmesser  ABC  allein  auf  der  linken  Seite  vor,  während 
die  rechte  Seite  von  denselben  unabhängig  ist,  und  in  diese 
nur  eingehen  die  Ebene  S,  der  zu  ihr  konjugierte  Darch- 
messer  D  und  die  Potenz  der  ihm  zugehörigen  Punkt- 
involution. 

Wenn  wir  daher  an  die  Stelle  von  ABC  irgend  ein 
anderes  System  dreier  konjugierter  Durchmesser  A^  By  C^ 
treten  lassen,  so  bleibt  die  rechte  Seite  ungeändert,  d.  h.: 

P^  sin2  {A,  d)  +  Pb  sin'  (B,  d)  +  Pc  sin'  (C,  *)  =  konst. 
für  alle  beliebigen  Tripel  von  je  drei  konjugierten  Durch- 
messern (oder  alle  Polardreikante  des  Polarbündels  SR^^O  ^ 
eine  beliebige  festgehaltene  Ebene  S. 

Setzen  wir  an  Stelle  der  Ebene  Ö  ihre  Normale  N,  so 
wird  die  vorige  Relation: 

Pa  cos'  {A,N)  +  Pb  cos'  {B,  N)  +  Pc  cos'  (C,  N)  =  konst 
für  alle  Tripel  konjugierter  Durchmesser  ABC  und  einen 
beliebigen  festen  Strahl  N]  da  aber,  wie  wir  auf  S.  524  ge- 
sehen haben,  allgemein  P^  +  -Pä  +  Pc  =  konst.  ist,  so  folgt 
durch  Abziehen: 

Pa  sin'  {A,  N)  +  Pb  siu'  (P,  N)  +  Po  sin'  (C,  N)  «  konst., 
d.  h.:  Wenn  man  für  irgend  drei  konjugierte  Durch- 
messer einer  Mittelpunktsfläche  2.0.  die  Werte  der 
Potenzen  der  zugehörigen  Punktin  volutionen  mul- 
tipliziert mit  den  Quadraten  des  Sinus  oder  Cosi- 
nus   der  Winkel,    welche  die  drei  Richtungen  der 
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konjugierten  Durchmesser  mit  irgend  einer  festen 
Richtung  im  Räume  bilden,  so  ist  die  Summe  die- 
ser Produkte  konstant  für  alle  Tripel  von  kon- 
jugierten Durchmessern. 

Hierdurch  zerlegt  sich  die  oben  gefundene  Relation: 

Fa  +  Pb  +  Po^  konst. 

in  zwei  andere,  die  von  einer  willkürlich  gewählten  Rich- 
tung N  abhängen. 

Die  obige  Beziehung  II)  läfst  eine  andere  Folgerung 
zu:  Da  D  und  d  einen  beliebigen  Durehmesser  und  die 
ihm  konjugierte  Durchmesserebene  bezeichneten ,  so  wird, 
wenn  wir  für  d  die  Normale  n  dieser  Ebene  einführen,  die 
Beziehung  II)  folgende: 

Pa  cos^  {ä,  n)  +  Pß  cos«  {B,  n)  +  Pc  cos«  {C,  n) 

—  Pd  cos«  (D,  n). 

Ist  nun  D  ein  reeller  Durchmesser,  welcher  die  Fläche  F^^> 
in  reellen  Punkten  durchbohrt,  zwischen  denen  W  in  der  Mitte 
liegt,  so  wird  die  zu  D  konjugierte  Ebene  parallel  sein  der 
Berührungsebene  in  einem  der  Endpunkte  dieses  Durchmessers, 
und  P/>  wird  gleich  sein  dem  Quadrate  des  Halbmessers,  ^^^  d^ ; 
also  wird  d^  cos«  {d,  n)  das  Quadrat  von  der  Länge  des  Perpen- 
dikels sein,  welches  aus  dem  Mittelpunkt  ^  auf  die  Berüh- 
rungsebene in  dem  Endpunkte  des  Durchmessers  d  herab- 
gelassen werden  kann;  bezeichnen  wir  dieses  Perpendikel 
mit  p,  so  haben  wir  also:  t 

Pa  cos«  {ä,  n)  +  Pß  cos«  (B,  n)  +  Pc  cos«  (C,  «)  =  j)« 
oder,  wenn  wir  für  das  System  der  drei  konjugierten  Durch- 
messer ABC  die  drei  Axen  ab  c  wählen: 

Pa  cos«  (a,  n)  +  Pb  cos«  (6,  n)  +  Pc  cos«  (c,  n)  =»  jp« . 

Denken  wir  uns  drei  zu  einander  rechtwinklige  Berüh- 
rungsebenen an  die  i^(«>  gelegt,  so  werden  deren  Normalen 
n  vi  n"  auch  drei  zu  einander  rechtwinklige  Strahlen  sein, 
und  die  drei  Perpendikel  aus  SR  auf  die  drei  rechtwinkligen 
Berührungsebenen,  welche  sich  in  ^  schneiden  mögen,  werden 
die  drei  Kanten  eines  Parallelepipeds  sein,  von  dem  ^  und 
^  gegenüberliegende  Ecken  sind,   und   dessen  Seitenflächen 
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paarweise  den  drei  Berührungsebenen  parallel  laufen;  folg- 
lich ist: 

und  da  bekanntlich 

cos^  (a,  n)  +  cos^  (a,  n)  -|-  cos'  (a,  n")  =  1  u.  s.  w., 

so  erhalten  wir: 

(?!)t^)2  =  P^  +  P,  +  P,  =  konst.,    d.h.: 

Der  Schnittpunkt  dreier  zu  einander  recht- 
winkligen Berührungsebenen  einer  Fläche  2.  0.  F<" 
liegt  allemal  auf  einer  mit  der  Fläche  konzen- 
trischen Kugel,  deren  Radius  zum  Quadrate  hat: 
Pa  +  Pb-^-  Po-  Wir  wollen  diese  die  „Orthogonalkugel" 
der  Fläche  jF<*^  nennen. 

Durch  die  drei  Eonstanten: 

PA  +  PB+Pc=C,=Pa  +  Pö+  Pc, 

PbPc  sin«(B,C7)  +  PcPa  sm\C,A)  +  P^Pb  8m\A,B)  =  c, 

=  PbPo  +  PoPa  +  PaPby 
PaPbPcS^  (ABC)  =  C3  =  PaPbPc 

sind  die  Koeffizienten  einer  kubischen  Gleichung 

gegeben,  deren  Wurzeln  P«  Pb  Pe  die  Quadrate  der  Haopt- 
axen  der  Mittelpunktsfläche  oder  die  Potenzen  der  Punkt- 
involutionen  sind,  welche  den  Hauptaxen  zugehören,  sobald 
irgend  drei  konjugierte  Durchmesser  mit  den  ihnen  zugeho- 
rigen  Punktinvolutionen  gegeben  sind. 

§  59.  Metrische  Besiehungen  für  das  räumliche  Polar- 
System,  von  welchem  der  Mittelpunkt  und  ein  beüebiges 

Folartetra3der  gegeben  sind. 

Sobald  man  von  einem  räumlichen  Polarsystem  den 
Mittelpunkt  SSI  (Pol  der  unendlich -entfernten  Ebene  s^)  uod 
ein  beliebiges  Polartetraeder  (21865))  kennt,  ist  dasselbe  ?oll- 
ständig  bestimmt  (S.  149).  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die 
drei  vorigen  Konstanten  c^  Cj  C3  zu  ermitteln. 

Da  für  das  Polarsystem  die  Elemente: 
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Ol: 

Polarebene: 

% 

[©(F.5DJ 

» 

[(55D31] 

6 

[2)  91  SB] 

5) 

[«336] 

Wl 

«_ 

oo 


gegeben  sind,  so  wird  die  Verbindungslinie  \^%\  die  Ebene 

[93  6®]  in  einem  Punkte  m 
treffen ;  welcher  der  Mittel- 
punkt des  ebenen  Polarsystems 
ist,  das  der  Ebene  [93(52)]  zu- 
gehört; für  dasselbe  ist  93  (S^ 
ein  Polardreieck,  und  wir  kön- 
nen leicht  die  beiden  den  kon- 
jugierten Durchmessern  zuge- 
hörigen Konstanten  ermitteln 
(Fig.  25).  Verlängern  wir  |m23| 
i^  bis  zum  Schnittpunkte  b  mit 
der  Kante  |(SjD|,  so  ist: 

m2) .  mb 

die  Potenz  der  Punktiuvoluiion 
auf  dem  Durchmesser  |m$| 
des  ebenen  Polarsystems;  der 
zu  diesem  konjugierte  Durchmesser  ist  die  Parallele  durch 
m  zn  65);  trifft  diese  Parallele  die  Kante  |SS)|  in  c,  so  ist 
die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  dem  zu  |m5B|  konjugier- 
ten Durchmesser: 

mc  .  b(5. 

Legen  wir  jetzt  durch  5}t  eine  Parallelebene  zu  [863!)], 
so  ist  dieselbe  die  Polarebene  zu  dem  Strahle  1 3R  91 1  im  Polar- 
bündel ^R  <*),  und  trifft  diese  Parallelebene  die  Tetraederkanten 
in  93' 6' S)',  so  ist  die  Ebene  [93 '6 '2)']  der  Träger  eines 
neuen  ebenen  Polarsystems,  für  welches  der  Punkt  'üJi  der 
Mittelpunkt  ist  und  die  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf 
zwei  konjugierten  Durchmessern  leicht  ausgedrückt  werden 
durch  die  vorigen  Potenzen;  bezeichnen  wir  die  Potenz  auf 
dem  Durchmesser  1 3)2^1  durch: 


Fig.  85. 
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und  die  Potenz  auf  dem  Durchmesser  '  9)i  33' ;  durch  P«,  so  wird 
dieselbe  also  ermittelt  werden  können:  da  93'  auf  ?l$|  liegt, 
so  mufs  die  Polarebene  yon  $ '  (im  räumlichen  Polarsysteme) 
durch  die  Gegenkante  |6S)|  gehen;  da  ferner  S'  in  der  Durch- 
messerebene [33'K'S)']  liegt,  so  mufs  die  Polarebene  durch 
den  unendlich -entfernten  Punkt  des  konjugierten  Durch- 
messers {^{9l|  gehen  oder  parallel  {ü)l'^|  sein;  hieraus  folgt, 
dafs  die  Polarebene  von  $'  auf  dem  Durchmesser  ^M'S'\ 
von  "üil  aus  ein  Stück  abschneidet,  welches  gleich  ist  mb; 
also  ist  die  Potenz  auf  dem  Durchmesser  l'äJiS'l: 

Endlich  ist  der  zu  {^iiB'<  konjugierte  Durchmesser,  dessen  Po- 
tenz durch  Fe  bezeichnet  werde,  die  durch  3)i  zu  |6'S)'|  par- 
allel  gezogene  Gerade,  und  in  gleicher  Weise  finden  wir  daher: 

und,  da  sich  wegen  der  Parallelität  verhält: 

mg'  ^  %aR  j      mc  ^  ^m 

m33  %m  mc         3lm  ' 

so  haben  wir: 

In  der  Ebene  [SC 3)]   ist  nun   bekanntlich,  wenn   wir  um 

das  Dreieck  SGJ)   einen  Kreis  beschreiben   und  die  Potena 

des  Punktes  ni  in  Bezug  auf  diesen   Kreis  nehmen,  dieselbe 

gleich : 

mS  .  mb  +  nie  .  bS 

(Th.  d.  K.  S.  185);  wenn  wir  daher  durch  diesen  Kreis  und 
den  Punkt  21  eine  Kugel  legen,  d.  h.  dem  Tetraeder  (21Ö6S)) 
eine  Kugel  umschreiben ,  so  wird  die  Potenz  des  Punktes  m 
in  Bezug  auf  diese  Kugel  dieselbe  sein,  wie  in  Bezug  auf 
jenen  Kreis,  also  nach  dem  Obigen: 

sie  ist  aber  auch,  wenn  wir  annehmen,  dafs  der  Strahl  |m^i 
die  umschriebene  Kugel  zum  andern  Male  in  %'  treffe,  gleich 

m3l .  m2l', 
folglich  ist 
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Pa  +  Pb  +  Pc  =  3jm~  ä)m',   ~ 

d.  h.  gleich  der  Potenz  des  Punktes  W  in  Bezug  auf  die  dem 
Tetraeder  umschriebene  Kugel;  bezeichnen  wir  diese  Potenz 
mit  Pjt)   so  dafs: 

(I)  Pa  +  Pb+Pc=Ps^ 

ist,  so  läfst  sich  der  Satz  aussprechen: 

Die  Potenz  des  Mittelpunktes  ^  eines  räum- 
lichen Polarsystems  in  Bezug  auf  die  einem  be- 
liebigen Polartetraeder  umschriebene  Kugel  ist 
konstant;  gleich  der  Summe  der  Potenzen  der  drei 
Punktinvolutionen^  welche  den  Hauptaxen  des 
Polarsystems  zugehoren.  Erinnern  wir  uns  nun'(S.  534); 
dafs  diese  Summe  Pa  -\-  Pb  -{'  Po  gleich  dem  Quadrate  des 
Radius  der  ^^Orthogonalkugel'^  ist;  d.  h.  derjenigen  Kugel, 
welche  sämtliche  Schnittpunkte  je  dreier  rechtwinkligen  Be- 
rührungsebenen der  F^^^  enthält;  so  läfst  sich  der  Satz  aus- 
sprechen : 

Die  Orthogonalkugel  einer  Fläche  P<*);  welche 
die  Schnittpunkte  je  dreier  zu  einander  recht- 
winkligen Berührungsebenen  •  der  F^^^  enthält; 
schneidet  jede  einem  Polartetraeder  (in  Bezug 
auf  JP^^)  umschriebene  Kugel  rechtwinklig. 

Zweitens  wissen  wir;  dafs  in  dem  ebenen  Polarsystem  der 
Ebene  [9)  (£3)]  das  Produkt  der  Potenzen 

m33  .mb.mc.b6.  sin'(|m33|,  |mc|)  =  ^rp^p^p^ 

ist  (Th.  d.  K.  S.  185);  wo  r  den  Radius  des  dem  Dreieck 
S  6  3)  umschriebenen  Kreises  und  p2  p^  p^  die  Perpendikel 
bedeuten,  welche  von  m  auf  die  Seiten  |64)|;  |^93|;  |$@| 
herabgelassen  sind;  hieraus  folgt: 

Da  ferner 

und  das  Perpendikel  h^  von  %  auf  die  Ebene  [33' 6' 3)']  so 
ausgedrückt  werden  kann: 
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Aj  o=  3)m  .  8in(^,  A) .  am([BÄ],  \B0\) , 
so  erhalten  wir  (S.  526): 

P^.Ps.  Pc.S^{ABC)  =  2r.p,p,p,  .  h]  .  ^^^  ■ 

Die  Grölsen  auf  der  rechten  Seite  lassen  sich  aber  leicht 
umgestalten.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  vier  Hohen  des 
Tetraeders  91  «tS©  durch 

H^    H^    -H3    -ff, 

und  die  vier  ihnen  parallelen  Perpendikel  von  dem  Punkte  ^ 
auf  die  Tetraederflächen  durch 

-^1       -^2       -^3       ^A  } 

SO  verhält  sich : 

folglich : 

Fj,  Pb  Pc  .  S^(^£C7)  =  -  2r  .  i>,j>3i),  .  *?  .  |i  • 

Endlich  drücken  wir  das  Volumen  der  Pyramide  (9l6J)m) 
so  aus:  -J  .  i  (62))  .  P2  •  ^\  ^^^  andererseits,  wenn  wir  als 
Grundfläche  das  Dreieck  (^6^)  nehmen  und  als  Hohe  das 
aus  m  auf  dieselbe  gefällte  Perpendikel,    dessen  Groise  ist 

A  •  5?.  so--  i  (21 6S))  •  -P2  •  fS  woraus  folgt: 

63)  .jp,A,  =  2(2t6®).P2 
und  analog:         5)2)  .p^hi  =  2(51932)) .  P3 

236.p^A,  =  2(2l«6).P4, 
folglich,  da  bekanntlich 

(336)  .  (6®) .  (2)33)  =  4r  .  (»63)) 
ist,  ergiebt  sich: 

PaPbPc  .  Ä^(^^C)  =  -  4P,P,P,P,         (.^^j-^j.llj       ' 

oder,  wenn  wir  das  Volumen  v  des  Tetraeders  (3tSC©)  «"'■ 

führen : 

3t;  =  («CS!B).  Jf, 

=  (6®5i)  .  5j 

=  (3liö2)).fl3 

« (31336).  fi,, 
SO  ergiebt  sich: 
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(II)     Pa.Pb.Pc  8^(ABC) (6t;)'  .  ^\^-^^ , 

d.  L:  Wenn  man  aus  dem  Mittelpunkt  ^  eines  räum- 
lichen Polarsystems  auf  die  yier  Seitenflächen 
eines  beliebigen  Polartetraeders  die  Perpendikel 
fällt  und  die  Verhältnisse  derselben  zu  den  ihnen 
parallelen  Hohen  des  Tetraeders  multipliziert  mit 
dem  negativen  Quadrate  des  sechsfachen  Tetraeder- 
TolumenS;  so  ist  dieses  Produkt  konstant,  gleich 
dem  Produkt  der  Potenzen  der  drei  Punktinvolu- 
tionen,  welche  den  Hauptaxen  des  Polarsystems 
zugehoren. 

Um  die  übrig  bleibende  dritte  Konstante  c^  zu  ermitteln, 
wählen  wir  ein  anderes  System  konjugierter  Durchmesser, 
als  dasjenige,  welches  in  den  beiden  vorigen  Fällen  in  Be- 
tracht kam,  bei  welchem  nämlich  ein  Durchmesser  von  ^ 
nach  einer  Tetraederecke  %  ging  und  die  konjugierte  Ebene, 
welche  die  beiden  andern  konjugierten  Durchmesser  enthielt, 
der  gegenüberliegenden  Tetraederfläche  [$($£)]  parallel  war. 
** '  Das  neue  System  konjugierter  Durchmesser  konstruieren 
wir  so: 

Die  Gegenkanten  \%^\  und  |(i3)|  des  Polartetraeders 
sind  die  Träger  von  Punktinvolutionen,  deren  Mittelpunkte 
m  und  ntj  seien,  während  die  ihnen  konjugierten  unendlich- 
entfernten  Punkte  m*  und  m^  sißd.  Da  nun  die  Gegen- 
kanten des  Polartetraeders  konjugierte  Strahlen  im  räumlichen 
Polarsysteme  sind,  so  ist: 

[•Di  63)]  die  Polarebene  von  m"*,   geht  also  durch  m, 

m^m  V        V        „  mr,    „     „      „    m,. 

Die  Ebenen  [^62)]  und  [2«  31 33]  schneiden  sich  also  in  der 
Geraden  |mm,  |,  welche  durch  Tt  gelegt  die  beiden  Gegen- 
kanten |3133|  und  |(53)|  trifiFt;  es  giebt  nur  eine  solche  Gerade 
;  mm|  I  durch  ^l,  und  ihr  ist  konjugiert  die  unendlich-entfernte 
Gerade  |m*mj|. 

Die  zu  dem  Durchmesser  |Tntn||  konjugierte  Durchmesser- 
ebene  ist  die  Ebene  [^im'^int],  d.  h.  die  durch  3Ä  parallel 
zu  dem  Paare  von  Gegenkanten  |9123|  und  |63)|  gelegte  Ebene. 

Ziehen  wir  durch  3R  (Pig.  26)  eine  Parallele  A  zu  der 
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Kante  1 91351   und  eine  Parallele  B  zu  der  Kante   1(53)  ,  be- 
zeichnen wir  ferner  den 


C 


Durchmesser  |  m  ntj ;  mit 
C,  so  ist  offenbar  tob 
A  der  konjugierte  Strahl 
im  räumlichen  Polar- 
system die  unendlich- 
entfernte  Gerade  der 
Ebene  [^65)]  oder 
[BC],  von  B  der 
konjugierte  Strahl  im 
räumlichen  Polarsjsiem 
^  die  unendlich -entfernte 
Gerade  der  Ebene 
[3KS135]  oder  [ÄC]] 
und  von  C  der  konju- 
gierte Strahl  im  raum- 

liehen    Polarsystem 
m*  m7  i    oder   die  un- 


Fig.  86. 


endlich-entfernte  Gerade  der  Ebene  [AB],  folglich  bilden 

ABC 
ein  Polardreikant  im  Polarbündel  2Ji(*>,  sind  also  drei  konju- 
gierte Durchmesser  des  Polarsystems;  diese  sind  es^  welche 
wir  der  folgenden  Betrachtung  zu  Grunde  legen  wollen.    Wir 
können  zunächst  den  Satz  aussprechen: 

Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  eines  räum- 
lichen Polarsystems  zwei  Parallele  zu  einem  Paar 
konjugierter  Strahlen  desselben  und  diejenige 
dritte  Gerade^  welche  dem  Paare  konjugierter 
Strahlen  begegnet,  so  erhält  man  allemal  drei 
konjugierte  Durchmesser  des  Polarsystems. 

Um  nun  die  Potenzen 

Pa     Pß     Po 
der  drei  Punktinvolutionen  zu  ermitteln,  welche  diesen  kon- 
jugierten Durchmessern  zugehören,   bemerken  wir  zunächst; 
dafs 

ist;  femer  liegt  der  Durchmesser  A  in  der  Ebene  [3R8S1 
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ist  parallel  der  Kante  |31S{,  und  diese  selbst  ist  der  Träger 
einer  Punktinyolution,  Ton  welcher  m  der  Mittelpunkt  und 
%  S  ein  Paar  konjugierter  Punkte  ist,  deren  Potenz  also 
=  mSl  .  tti»  ist.  Wir  haben  also  in  der  Ebene  [3R3ia3] 
ein  ebenes  Polarsystem  ^  yon  welchem  3)1  der  Mittelpunkt^ 
m,  und  \%^\  Pol  und  Polare  und  die  Punktinyolution  auf 
l^^l  bekannt  ist;  folglich  wird  die  Potenz  der  Punktinyolu- 
tion auf  dem  zu  |9133|  parallelen  Durchmesser  sein: 

P^  =  in9l.m5B  •  ^^. 

OTiltl 

Ziehen  wir  femer  |$(^|;.  welche  Gerade  die  gegenüberliegende 
Tetraederfläche  in  a  treffe,  so  werden  33  a  nti  in  einer  Ge- 
raden liegen,  und  bezeichnen  wir,  dem  Früheren  entsprechend, 
die  Perpendikel  aus  Wt  und  aus  %  auf  die  Seitenfläche  [$C^!D] 
durch  P|  und  H^^  so  haben  wir: 

TOtt  ^. ^1  _  mg     itiiJK 
%a   ^^  Ht         »33  *  m,m'' 

folglich  P^  =  in3l.2l».^; 

vertauschen  wir  dagegen  91  und  93  mit  einander,  und  be- 
zeichnen wir  in  gleicher  Weise  die  aus  ySt  und  SS  auf  die 
gegenüberliegende  Seitenfläche  des  Tetraeders  [%@^]  herab- 
gelassenen Perpendikel  durch  P^  und  H2,  so  erhalten  wir 
ebenso 

Wir  bemerken  noch,  dafs  aus  diesen  Gleichungen  folgt: 
fi,  "^  i/,  ^  l  m«  .  3193  "^  tn^^  .  ^%  i 

■"    —  ■    —    ^s^ • 

Bezeichnen  wir  in  gleicher  Weise  die  Perpendikel  aus 
Wl  auf  die  übrigen  Tetraederflächen  durch  P3  und  P4,  die 
mit  ihnen  parallelen  Hohen  durch  H^  und  H^ ,  so  haben  wir 
die  beiden  Relationen: 

Ui         H^        niiin 

Ps     I     ^"4  _  ram 
i/s  "*"  i/4  *""  mm,' 
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woraus  beiläufig  folgt: 

•Pl        I      -Pt       I      -Ps       I      -^4     1      ♦ 

Ä,    ■»"    ^,    ■»"    ^,    ■»"    ^4    ""  ^  ' 

woYon  wir  spater  Gebrauch  machen  werden. 

Wenn  wir  die  beiden  vorigen  Beziehungen  in  der  Form: 

1  t       m?l.5(93  1  Im«.©« 


-^   —   • 


P,H,        P^  H\       1      P,H,        P^  Hl 

addieren,  so  folgt: 

An  Stelle  der  Höhen  H,  H^  auf  der  rechten  Seite  können 
wir  die  Perpendikel  aus  ?(  und  93  auf  die  Gegenkante  |C£| 
einführen.  Bezeichnen  wir  das  Perpendikel  aus  %  auf  |62i 
durch  h%,  das  Perpendikel  aus  3d  auf  |(S!£)|  durch  %«,  so 
wird  das  Volumen  des  Tetraeders  sich  so  ausdrücken  lassen: 

6t;  =  6D  .  Ä«  .  Äj  =  62)  .  A©  .  H, , 

also  wird : 

1       ,    _1_  _  mW  .  (05))^  r  ,5      m«     ,   , ,     mö  I 
P,if,  "»"  P.if,  ■"      P^  .  (6r)«      V*»  '   «^    "t"  '*«  '   53«  p 

oder;  da  das  Tetraederyolumen  (S.  210)  sich  so  ausdrücken 
läfst: 

6t;  =  3133.  62)  .sin(i2l»|,  |62)|).ifc, 

wo   k  die   kürzeste  Entfernung   zwischen    den   Gegenkanten 
121331  und  ]62)|  bedeutet,  so  wird 

_J_    ,     J 1 i  ii2    JL*-LÄt«    J!il- 

P,i/,  "T^  P,ff,  ~    P^  sin«  (A,  B)    '  >•  r»  '    5(«  "»"'*«*««  j ' 

da  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  den  Gegenkanten  \%9 

und  |62)| 

k  =  mm,  .  sin  (C,  [-4  JB]), 

so  wird  auch: 

¥  .  sin^  (^,  B)  =  (mm,)2  S^  (^BC) . 
Denken  wir  uns  nun  in  einem  beliebigen  Punkte  ))  i^^ 
Geraden  |62)|  eine  Normalebene  auf  derselben  errichtet  üb« 
die  Punkte  21  m  2)  auf  diese  projiziert,  so  dafs  die  Pufspankte 
der  von  ihnen  auf  diese  Ebene  herabgelassenen  Perpendikel 
21'  m'  ®'  werden,  also: 


i 


m3l 
31© 

ni'3l' 

=  r©' 

m© 
©31 

m'©' 
""  ©'¥  ' 
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so  wird  nach  einem  bekannten  Elementarsatze  für  das  ebene 
Dreieck  p  %'  58'  (S.  414) : 

da  aber 

m'K  .  m'SÖ'  =  m5l .  in»  .  sin'  {B,  Ä) 
ist,  so  vereinfacht  sich  unser  obiger  Ausdruck: 

1       ,       l  1_    ßin»(5,C)    ,    m3[.m©       I 


d.  h.  nach  S.  527 : 

1  I    mnii      1 


P^.  Bin« (^,[5^1)    1    aWm,     ** 

Eine  zweite  durchaus  analoge  Beziehung  erhalten  wir, 
wenn  wir  die  Kante  |9l»{  mit  der.  Kante  |(i^{  oder  den 
Durchmesser  Ä  mit  dem  Durchmesser  B  vertauschen,  nämlich : 

1     j 1 1 I   niim     1 


Pi 


P^U^  ^  PaH^  Pß .  8in«(5,[C^])     '    mm     k^  ' 

und  die  Summe  der  beiden  letzten  Belatiouen  giebt: 

1 1 i    1   /mmj    I    ^±m\ 

P^  .  8in*(^,  [BC])        Pß  .  %in^{B,[CÄ])  "^  k*  \3«mi  "^  'Mm/ 

Es  ist  aber: 

9Jim,  "*"   ÜRnt  "  ^m,  .  man    "^  Pc 

=  -.  *' 


P^ .  8in«(6M^^]) 

Mitbin  erhalten  wir  folgendes  Resultat: 

'       + » +        » 


P^8in«(A[BC])     '      P^8in»(B,[C^])    ^    P^.  8in*(6\[^/^J) 

"  ""  rp,i^  +  p^i/r  +  p,i/7  +  i^4Ö7  r  *^ 


*)  Dieser  Satz  ist  von  v.  Staudt  in  der  Schrift:  „Von  den  reellen 
und  imaginären  HalbmeHsern  der  Kurven  und  Flächen  II.  Ordnung" 
(Nürnberg  1867)  S.  67  ohne  Beweis  angegeben. 


544   §  59-    Metrische  Beziehungen  für  das  räumliche  Polarsystem  etc. 

Dieser   Satz   giebt   die   noch   fehlende  dritte  Konstante, 
denn,  da 

/g2  {ABC) = sin2  (J5^  (j) .  gin^  {Ä,  [BC\)  =  sin«((7,  Ä)  sin\B,  [CA]) 

=  sin^  {A,  B)  sin^  (C,  [AB]) 
ist,  so  folgt: 

PgPg 8in«(B, C)  +PcP^  8in«(0,^)  +P^P^Bin«(^,^) 

also  nach  dem  Obigen  (S.  539): 

III)    PbPc  sm\B,C)  +  PcPa  ^m\C,A)  +  Pj,Pb  ^m\A,B) 

^^^>'     H^E^H.H,  [  P,H,  ^   P^B,  ^   P,jy,  ^  P4l^4  1  ' 

ein  Satz,  der  sich  leicht  in  Worten  aussprechen  läTst,  aber 
kürzer  so  ausgedrückt  werden  kann: 

_Lj_J_4.  J r_!_4.  _!_  +  _?_  j._L.l 

P,^  P,^  P,  \  P,H,  ^   P,H^  ^   P^H,  ^  P,H,  1 ' 

d.h.:  Wenn  man  von  dem  Mittelpunkte  eines  räum- 
lichen Polargystems  die  Perpendikel  fällt  auf  die 
Seitenflächen  eines  beliebigen  Polartetraeders, 
die  Längen  derselben  mit  den  gleichlaufenden 
Tetraederhohen  multipliziert  und  die  negative 
'Summe  der  reziproken  Produkte  bildet,  so  erhält 
man  einen  konstanten  Wert,  der  gleich  ist  der 
Summe  der  reziproken.  Potenzen  der  Punktin?olu- 
tionen  auf  den  drei  Hauptaxen  des  Polarsystems. 
Auch  das  erste  oben  gefundene  Resultat: 

t       I 1 1 I    mmi       1 


P,ir,     '     P^H^  P^8in«(^,[JJCJ)^    a»m,     ifc» 

läfst  sich  als  Satz  aussprechen,  wenn  wir  die  beiden  kon- 
jugierten Strahlen  |2ia3|  =  5  und  |6!D|  =  Sj  des  räumlichen 
Polarsystems  festhalten  mit  den  ihnen  zugehörigen  Punkt* 
involutionen,  wodurch  deren  Mittelpunkte  m  und  nti  fest  bleiben, 
ebenso  wie  der  zu  s  parallele  Durchmesser  A  und  die  vor 
gehörige  Punktinvolution  P^,  also  die  ganze  rechte  Seite  der 
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letzten  Gleichung;  während  auf  der  linken  Seite  das  durch 
die  Kante  s^  «»  |(S3)|  gelegte  Paar  konjugierter  Ebenen  der 
zugehörigen  Ebeneninyolution  verändert  wird;  wir  erhalten 
also  folgenden  Satz: 

Sind  s  und  s^  zwei  konjugierte  Strahlen  eines 
räumlichen  Polarsystems;  und  nimmt  man  aus  der 
dem  Strahle  8^  zugehörigen  Ebeneninvolution  ir- 
gend ein  Paar  konjugierter  Ebenen,  welches  von 
dem  konjugierten  Strahle  s  in  den  Punkten  %  und 
93  getroffen  wird;  fällt  man  aus  diesen  Punkten 
die  Perpendikel  JETi  JETj  auf  die  beiden  konjugierten 
Ebenen  und  auch  aus  dem  Mittelpunkte  des  Polar- 
systems die  Perpendikel  P,  P,  ^^^  dieselben,  so 
ist  die  Summe: 

Auch  die  beiden  übrigen  Konstanten  c^  und  c,^  lassen 
sich  vermittelst  des  gewählten  Systems  der  konjugierten  Durch- 
messer ABC  leicht  bestimmen. 

Wir  haben  nämlich  auf  S.  541  gefunden: 

^(sgt<H)    =____;        ^(TO^)    =— ^^^; 
hieraus  folgt  durch  Addition: 

und  da  in  dem  ebenen  Dreieck   ^  ^  iB  der  bekannte   oben 
angewendete  Satz  gilt: 

mUf  •  ^  +  (ÜKSB)*  •  -^-*-  =  (mmf  -  m?l .  m93, 

aufserdem 

2Km  .  aRm,  =  Pc 

m%  ■  mfd  •  ^^^^ -=  Pa 

mtxa 
ist,  so  folgt: 

und  in  gleicher  Weise: 

SGHBftrxB,  Tfaeor.  d.  O^erfl.  2.  Ordn.  35 
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woraus  folgt: 

=  —  {Pa'+Pb  +  Pc] -P*- 

Dafs  dies  in  der  That  mit  dem  früher  gefundenen  Ke- 
sultat  I)  in  Übereinstimmung  ist,  können  wir  auch  leicht 
direkt  erkennen,  wenn  wir  die  vorige  Gleichung  so  schreiben: 

Denken  wir  uns  nun  eine  Kugel  dem  Tetraeder  um 
schrieben,  so  wird  m%  .  iu3J  die  Potenz  des  Punktes  in  in 
Bezug  auf  die  umschriebene  Kugel  sein ,  also,  wenn  c  c'  die 
beiden  Punkte  sind,  in  welchen  die  dem  Tetraeder  («SB 6®) 
umschriebene  Kugel  dem  Durchmesser  C=  ptnntil  begegnet, 

so  ist: 

m%  .m33  =  meine', 

oder,    wenn    wir   mit  D  den  Mittelpunkt   zwischen  c  c' be- 
zeichnen : 

=  (mD)^  — (Oc)^ 

wir  haben  also: 

^;  m%f+^m^f — (mof-^f-  +  (Oc'+Mm»)?;| 

und  ebenso: 

Da  nun  nach   dem   bekannten   oben  angewendeten  Ele- 
mentarsatze : 

(,„o)^ .  mi^  +  (^t,  £,/.  .^^  =  _  imof  +  "sim .  mm^ 

ist,  so  folgt: 

=  -  (mof  +  (oc)'  =  -mc .  mc'  =  -  p« 

w.  z.  b.  w. 

Endlich    erhalten   wir   durch  Multiplikation    der   beiden 

früheren  Gleichungen: 
oder : 
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P.         P.    «V.  ^ J  •  ^l 


und  ebenso: 


also: 

Es  ist  aber  offenbar: 

mnt,  .  sin  (C,  [-45])  «*  ä, 

wo  Je  die  kürzeste  Distanz  zwischen  den  beiden  Gegenkanten 
|3tS|  und  |ßS)|  bedeutet,  und  das  Tetraedervolumen: 

6i?  =  (91») .  ((55))  .  *  .  sin  (19lö|,  |C^.5),) 

(S.  210),  folglich  erhalten  wir: 

was  unsere  obige  Relation  II)  ist.    (S.  530.) 

§  60.    Weitere  Besiehungen  metrischer  Art. 
Die  im  yorigen  Paragraphen  gefundene  Beziehung: 

P«  "^Pft  +  P;  ip;Hr+  P.i/,  +1^57"^  P4i^4l 

läfst  noch  eine  andere  Form  zu,  auf  welche  wir  hier  ein- 
gehen wollen. 

Wir  haben  oben  (S.  641)  gefunden: 

P^  =  m2l.m».^^?^; 

ntmi 

wenn  wir  aus  den  Punkten  %  und  $  die  Perpendikel  fällen 
auf  die  Ebene  [e^D^JJi]  oder  [BC]  (Fig.  26)  und  diese  Per- 
pendikel bezeichnen  durch 

so  ist: 


folglich : 


Wir  haben  ferner  auf  S.  544  gefunden: 


35* 
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wo  k  die  kürzeste  Distanz  der  Gegenkanten  |$[93|»  |@S){  des 
Tetraeders  bedeutet;  es  folgt  also: 

a^tni  r     1 L      1 ]  _  — 1 I     L 

mm,   r PtH,  "T"  P,H,  J  ""  p«  p»  "T"   *«  ' 

Endlich  haben  wir  auf  S.  541  die  Beziehung  ermittelt: 

Pf^   ,    P,        Wlmt 
H,  "T  h;  ""  mm,  ' 

also  können  wir  die  vorige  Beziehung  auch  so  schreiben: 

In  gleicher  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Kante  |€3){ 
an  Stelle  der  Kante  |%S3|  setzen: 

Solcher  Beziehungen  können  wir  jetzt  für  jedes  der  drei 
Paare  Gegenkant-en  des  Tetraeders  (318  (SS))  zwei  aufstellen, 
und  alle  sechs  Gleichungen  addieren;  auf  der  rechten  Seite 
vom  Gleichheitszeichen  tritt  dann  zuerst  als  negativer  Teil 
eine  Summe  von  sechs  Gliedern  auf,  die  wir  der  Kürze  wegen 
durch  ein  Summenzeichen  ausdrücken,  indem  wir  nur  ein 
allgemeines  Glied  der  Summe  hinschreiben^   also: 

—  ^*^  ^ ^ > 

sodann,  wenn  ^^^^1"     ^^^^^ 

k  die  kürzeste  Entfernung  der  Gegenkanten  \%Sd\  und  \^1'\ 
l   V         „  „  „  „  |M6|    „    |«®i 

»»„         »  „  „  „  l«S)|    «    l»6 

bezeichnet,  als  positiver  Teil: 

eine  Gröfse,  die  wir  bekanntlich  ersetzen  können  durch: 

^•(5;+5i+i:+5:)-^(7+-ir+#i 


*)    Eine   von  F.  Idachimsthal   angegebene    Beziehung  (vergl- 
R.  Baltzer:  Die  Elemente  der  Mathematik,  BuchVl^  §6,  S.  351). 
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bezeichnen   wir   endlich   zur    Abkürzung    die  Produkte   und 
Quotienten: 

1  1 1  1 

P,  _  P,  _  P,  _  P^  _ 

SO  giebt  die  Summe  der  obigen  sechs  Gleichungen  folgendes 
Resultat: 

(Pl  +P2)  (2l  +  ?2)  +  (Ps  +P4)  («3  +  «4) 
+  (Pl  +P3)  i^X  +  «3)  +  (P2  +P4)  (?2  +  «4) 
+  (Pl+P4)(«ri+«4)  +  (P2+P3)(22  +  23) 


^(«) 


p' .„. .  p» 


Die  ausgeführte  Multiplikation  auf  der  liuken  Seite  vom 
Gleichheitszeichen  giebt  24  Glieder,  die  sich  offenbar  so  zu- 
sammenziehen lassen: 

2{Pi  2i  +P2  ?2  +P3«3  +P4  24} 

+  {P1+P2+P3+P4X2I  +?2  +  23  +  24}. 

Da  aber 

Pl«l+P2?2+P3?3+P4«4  ~^+;^+iä+:^ 

und  (S.  542) 

«1  +  «2  +  «3  +  «4  =  1 

ist,  so  folgt  die  merkwürdige  Beziehung: 

^^p[m+ p^if,  +  p»H, + p^äi  —  2^  pi~z~ 

oder  nach  dem  Obigen  (S.  544,  III)): 

^+  p^+  p:=  2'^  p«_^^  .  Pf—/ 
oder,  wenn  wir  die  frühere  Bezeichnung  restituieren: 

""  ^*^  Eä;  nr©lSM37[5C]) ' 
d.  h.:  Wenn  man  in  einem  räumlichen  Polarsystem, 
dessen  Mittelpunkt  'ÜJl  ist,  ein  beliebiges  Polar- 
tetraeder (213562))  nimmt,  so  ist  jede  Kante  des- 
selben der  Träger  einer  Punktinvolution;  multi- 
pliziert man    die    Potenz    dieser   Punktinvolution 


■^IdSD»!  •  -^isiDiWi 


_    .^Liuuhet  Art 
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.  -s  Neigungawinkels 

-p-,/--\  -    -Liierte  Ebene  darch 

'  ~mame  der  rezipro- 

■"O  *  '^'^  '^'"  „ükte   konstant    sein, 

Tetraeders  I.  __    ;er  reziproken  Werte 

_*'"'■  .AüQTolutiouen  auf  den 

■R,, '  .5,  _n  der  Form  geschrieben: 

^'^"  -..,;-   ler  konjugierten  Durcbmessei 

I  .  ,..>i  ~uz ,  wenn  wir  nur  bedenken, 

_.    -*..:::«  Perpendikel    sind,    wie  sie 

In  ,-i   ^  itehen,  nämlich  P,  das  aus 

'"■  ,  _-   ;^!ic  l'«-pendikel  und  fl,  das  aus  a 

^^.  jy-  _■  T-i^ndikel  u.  B.  f. ;  wir  können  aUo 

-     -r   euten  Uleichung  mit  den  sechs 

.-n.    »IT  den  vier  Punkten   ?1  B  6  S 

^s:  l'i  als  gleichwertig  hinzufügen 

..-■a    Aäsua,  dafs   ^3Ji  der   Mittelponkt 

.    -:a<^  Polartetraeders  im  räumlichen 

- :.     ~i«i  li<?fert  folgenden  Satz: 

i-jliebige    Punkte    im    Raame 

.j     t    drei    derselben    durch  eine 

■    ..li  i'is  deu   beiden  übrigen  die 

— -.  Kbeue  herablassen;  dasPro- 

-  :   /-rreniiikel   wird  negativ  oder 

.    ;A,ji-;ai  die  Ebene  diese   beiden 

.■  c-   aufit    treunt;    man    erhält  im 

-.      irr    Produkte;   die    algebraische 

•  .-■»■in    Werte    dieaer    zehn    Pro- 

-■-tu    L:i^t^nw3ant«u  Satz  auch   direkt  be- 
..      ,  niaäsi:h:*:k«i  folgenden 

',4'jue  sieh   nicht  treffende  Ge- 
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rade  s  und  s^  gegeben  sind^  und  durch  8  drei  be- 
liebige Ebenen  Si  €.^  s^  gelegt  werden,  welche  der 
Geraden  s^  in  den  Punkten  a|  a2  a^  begegnen,  wenn 
man  ferner  aus  je  zweien  dieser  Punkte  auf  die 
Ebene,  welche  durch  den  dritten  Punkt  geht, 
Perpendikel  herabläfst  und  die  Summe  der  rezi- 
proken Produkte  dieser  Perpendikel  bildet,  so  er* 
hält  man  das  reziproke  Quadrat  des  kürzesten  Ab- 
standes  zwischen  den  beiden  Geraden  ss^,  oder  in 
Zeichen: 


p';;p'^      p^p"'     p^p, 

wo  P^*   das  Perpendikel  aus  dem  Punkte  a.  auf  die  Ebene 


•• 

►tt, 

fjfc  bedeutet  und  k  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  den  ge- 
gebenen beiden  Geraden  s  und  5,  bezeichnet. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  durchschneiden  wir  die  Figur 
durch  eine  Transversalebene  €,  welche  auf  dem  Strahle  s 
rechtwinklig  stehe  in  dem  Punkte  O ;  läfst  man  yon  a|  a2  ci^ 
die  drei  Perpendikel  auf  diese  Ebene  herab,  und  seien  die 
Fuispunkte  derselben  b|  bj  ^3  ?  ^^  g^lt  <ler  Satz : 

O  bj        ,        C)  b^  _    ,    _Ohl_  _  . 


b|  hi .  b|  bj       b2  bs  .  bt  bi        bßbi  .  ba  bi 
Nun  ist  aber: 

hik  —  aia*.8in(5,  s,) 
und,  wenn  A,  das  Perpendikel  bezeichnet,  welches  von  a»   auf 
die  Gerade  s  herabgelassen  wird: 

wonach  die  vorige  Beziehung  die  Gestalt  annimmt: 

—^ +  — '^-^ —  -f  — -^  —  =  sin2  (s,  s,). 

Nehmen  wir  nun  in  dem  Strahle  s  zwei  beliebige  Punkte 
^1^2  ^^7  dann  läfst  sich  das  Volumen  v  des  Tetraeders 
%i^2^*^A  ^^  doppelter  Weise  ausdrücken: 

6  v  =  (21,  2I2)  .  (a.-  a*) .  sin  (5, 5,) .  ä  —  (21,  2I2) .  ä,  .  P;*^ 

woraus  folgt: 

a<  a*  .  sin  (5,  s^)  .h  =  hi.  P"* , 
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mit  dem  Quadrate  des  Sinus  des  Neigungswinkels 
ihrer  Richtung  gegen  die  konjugierte  Ebene  durch 
den  Mittelpunkt  "iS^,  so  wird  die  Summe  der  rezipro- 
ken Werte  dieser  sechs  Produkte  konstant  sein, 
nämlich  gleich  der  Summe  der  reziproken  Werte 
der  Potenzen  der  drei  Punktinvolutionen  auf  den 
Hauptaxen  des  Polarsystems.     . 

Aber  die  Relation  I)  selbst,  in  der  Form  geschrieben: 

'p;h,  +  p;iü'^ p;w,  +  PJÜ+  2^^  z^       ^«        ^ 

liefert  einen  von  der  Theorie  der  konjugierten  Durchmesser 
unabhängigen  geometrischen  Satz,  wenn  wir  nur  bedenken, 
dafs  P\H^  etc.  ebenfalls   solche  Perpendikel   sind,   wie  sie 

unter  dem  Summenzeichen  ^e  stehen,  nämlich  P|  das  aus 

W  auf  [^6^^]  herabgelassene  Pespendikel  und  H^  das  aus  9 
auf  [33  (S^J  herabgelassene  Perpendikel  u.  s.  f. ;  wir  können  also 
die  vier  ersten  Glieder  der  letzten  Uleichung  mit  den  sechs 
übrigen  vereinigen ,  wenn  wir  den  vier  Punkten  SC  8  6  S) 
im  Räume  den  fünften  Punkt  "Sl  als  gleichwertig  hinzufügen 
und  die  Auffassung  fallen  lassen,  dafs  "jR  der  Mittelpunkt 
und  ^(^(SS)  die  Ecken  eines  Polartetraeders  im  räumlichen 
Polarsystem  sein  sollen.     Dies  liefert  folgenden  Satz: 

Wenn  man  fünf  beliebige  Punkte  im  Räume 
hat,  so  kann  man  je  drei  derselben  durch  eine 
Ebene  verbinden  und  aus  den  beiden  übrigen  die 
Perpendikel  auf  diese  Ebene  herablassen;  das  Pro- 
dukt  dieser  beiden  Perpendikel  wird  negativ  oder 
positiv  sein,  je  nachdem  die  Ebene  diese  beiden 
Punkte  trennt  oder  nicht  trennt;  man  erhält  im 
ganzen  zehn  solcher  Produkte;  die  algebraische 
Summe  der  reziproken  Werte  dieser  zehn  Pro- 
dukte ist  null.*) 

Wir  können  diesen  interessanten  Satz  auch  direkt  be- 
weisen,  wenn  wir  vorausschicken  folgenden 

Hilfssatz: 

Wenn  zwei  im  Räume  sich  nicht  treffende  6e- 


*)  v.  Staudt  a.  a.  0.  S.  58. 
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rade  s  und  s^  gegeben  sind^  und  durch  $  drei  be* 
liebige  Ebenen  f^  s^  £3  gelegt  werden,  welche  der 
Geraden  s^  in  den  Punkten  ai  a2  a3  begegnen,  wenn 
man  ferner  aus  je  zweien  dieser  Punkte  auf  die 
Ebene,  welche  durch  den  dritten  Punkt  geht, 
Perpendikel  herabläfst  und  die  Summe  der  rezi- 
proken Produkte  dieser  Perpendikel  bildet,  so  er- 
hält man  das  reziproke  Quadrat  des  kürzesten  Ab- 
Standes  zwischen  den  beiden  Geraden  ss^y  oder  in 
Zeichen: 

wo  Pj**    das  Perpendikel  aus  dem  Punkte  a.  auf  die  Ebene 

et  bedeutet  und  k  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  den  ge- 
gebenen beiden  Geraden  s  und  s^  bezeichnet. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  durchschneiden  wir  die  Figur 
durch  eine  Transversalebene  £,  welche  auf  dem  Strahle  s 
rechtwinklig  stehe  in  dem  Punkte  O ;  läfst  man  yon  a|  aj  a3 
die  drei  Perpendikel  auf  diese  Ebene  herab,  und  seien  die 
Fulspunkte  derselben  b|  bj  ^3  >  ^^  &^^  ^^^  ^^^ ' 

Ob?       ,        Oh]       ,        0hl      _. 


bi  b, .  bi  bj       bt  bj  .  bt  bi       babi  .  ba  bi 
Nun  ist  aber: 

bfb*  =  a,a*.sin(5,  5,) 

und,  wenn  A,  das  Perpendikel  bezeichnet,  welches  von  a«   auf 
die  Gerade  s  herabgelassen  wird: 

C)b<  =  A,, 

wonach  die  vorige  Beziehung  die  Gestalt  annimmt: 


Nehmen  wir  nun  in  dem  Strahle  s  zwei  beliebige  Punkte 
^]  %2  ^^;  dann  läfst  sich  das  Volumen  v  des  Tetraeders 
%i  ^2  ^i  ^k  i^  doppelter  Weise  ausdrücken : 

6 1;  =  (21,  %)  .  (a,  a*) .  sin  (5,  s,)  •  *  -  (21,  21,) .  A, .  PJ*, 

woraus  folgt: 

a^  a*  .  sin  (5, 5,)  .  A;  =  A, .  P"* , 
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mit  dem  Quadrate  des  Sinus  des  Neigungswinkels 
ihrer  Richtung  gegen  die  konjugierte  Ebene  durch 
den  Mittelpunkt  "iS^;  so  wird  die  Summe  der  rezipro- 
ken Werte  dieser  sechs  Produkte  konstant  sein, 
nämlich  gleich  der  Summe  der  reziproken  Werte 
der  Potenzen  der  drei  Punktinvolutionen  auf  den 
Hauptaxen  des  Polarsystems.     . 

Aber  die  Relation  I)  selbst,  in  der  Form  geschrieben: 

PTB^,'^  Pjff'^  KS,"^  FJÜ"^  2j^^  ^  ^         ^^ 

liefert  einen  von  der  Theorie  der  konjugierten  Durchmesser 
unabhängigen  geometrischen  Satz,  wenn  wir  nur  bedenken, 
dafs  Pi-H^t  ^^'  ebenfalls   solche  Perpendikel   sind,    wie  sie 

unter  dem  Summenzeichen    ^s  stehen,  nämlich  P|  das  aus 

W  auf  [^6^]  herabgelassene  Pespendikel  und  H^  das  aus  91 
auf  i33(ü^^]  herabgelassene  Perpendikel  u.s.f. ;  wir  können  also 
die  vier  ersten  Glieder  der  letzten  Gleichung  mit  den  sechs 
übrigen  vereinigen ,  wenn  wir  den  vier  Punkten  ?l  33  6  S) 
im  Räume  den  fünften  Punkt  Sßl  als  gleichwertig  hinzufügen 
und  die  Auffassung  fallen  lassen,  dafs  ^JR  der  Mittelpunkt 
und  ^(^^(SS)  die  Ecken  eines  Polartetraeders  im  räumlichen 
Polarsystem  sein  sollen.     Dies  liefert  folgenden  Satz: 

Wenn  man  fünf  beliebige  Punkte  im  Räume 
hat,  so  kann  man  je  drei  derselben  durch  eine 
Ebene  verbinden  und  aus  den  beiden  übrigen  die 
Perpendikel  auf  diese  Ebene  herablassen;  das  Pro- 
dukt dieser  beiden  Perpendikel  wird  negativ  oder 
positiv  sein,  je  nachdem  die  Ebene  diese  beiden 
Punkte  trennt  oder  nicht  trennt;  man  erhält  im 
ganzen  zehn  solcher  Produkte;  die  algebraische 
Summe  der  reziproken  Werte  dieser  zehn  Pro- 
dukte ist  null.*) 

Wir  können  diesen  interessanten  Satz  auch  direkt  be- 
weisen,  wenn  wir  vorausschicken  folgenden 

Hilfssatz: 

Wenn  zwei  im  Räume  sieh  nicht  treffende  Ge< 


*)  v.  Staudt  a.  a.  0.  S.  58. 
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rade  s  und  s^  gegeben  sind^  und  durch  s  drei  be- 
liebige Ebenen  s^  e^  ^3  g^^^S^  werden,  welche  der 
Geraden  s^  in  den  Punkten  a|  a2  a^  begegnen,  wenn 
man  ferner  aus  je  zweien  dieser  Punkte  auf  die 
Ebene,  welche  durch  den  dritten  Punkt  geht, 
Perpendikel  berabläfst  und  die  Summe  der  rezi- 
proken Produkte  dieser  Perpendikel  bildet,  so  er- 
hält man  das  reziproke  Quadrat  des  kürzesten  Ab- 
Standes  zwischen  den  beiden  Geraden  ss^,  oder  in 
Zeichen: 

wo  P^*   das  Perpendikel  aus  dem  Punkte  a,  auf  die  Ebene 

et  bedeutet  und  k  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  den  ge- 
gebenen beiden  Geraden  s  und  s^  bezeichnet. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  durchschneiden  wir  die  Figur 
durch  eine  Transyersalebene  €,  welche  auf  dem  Strahle  s 
rechtwinklig  stehe  in  dem  Punkte  O ;  läfst  man  von  a|  aj  a3 
die  drei  Perpendikel  auf  diese  Ebene  herab,  und  seien  die 
Fufspunkte  derselben  b|  bj  ^3  >  ^^  P^^  der  Satz : 

Ob?       ,        Oh]       , 0hl . 


b|  hi .  bi  bj       bj  bs .  bt  bi       h^ht  .  bj  bi 
Nun  ist  aber: 

beb*  —  a,a*.sin(5,  s,) 

und,  wenn  hi  das  Perpendikel  bezeichnet,  welches  von  a.   auf 
die  Gerade  s  herabgelassen  wird: 

Ob,  =  Ä., 

wonach  die  vorige  Beziehung  die  Gestalt  annimmt: 

—^ -j ^ h  — -^ ^sin^  (s,  sX 

aiat.aiag   '    0203.0201    '    080j.0sa2  ^'   ^ 

Nehmen  wir  nun  in  dem  Strahle  s  zwei  beliebige  Punkte 
^1^2  ^^f  ^^^^  lä^st  sich  das  Volumen  v  des  Tetraeders 
%i^2^i^i^  ^^  doppelter  Weise  ausdrücken: 

6t;  =  (51,  «2) .  (a,a*) .  sin  (5,5,) .  Ä  -  (21,  21^) .  A.-.  P."*, 

woraus  folgt: 

a<  dk  •  sin  (5, 5,)  .  Ä;  =  Äj  .  P"* , 
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mit  dem  Quadrate  des  Sinus  des  Neigungswinkels 
ihrer  Richtung  gegen  die  konjugierte  Ebene  durch 
den  Mittelpunkt  "DOt,  so  wird  die  Summe  der  rezipro- 
ken Werte  dieser  sechs  Produkte  konstant  sein, 
nämlich  gleich  der  Summe  der  reziproken  Werte 
der  Potenzen  der  drei  Punktinvolutionen  auf  den 
Hauptaxen  des  Polarsystems.     . 

Aber  die  Relation  I)  selbst,  in  der  Form  geschrieben: 

P\~H^  +  p;h,+  P;W,+  PJÜ+  2^^  ^  ^»  ^ 

liefert  einen  von  der  Theorie  der  konjugierten  Durchmesser 
unabhängigen  geometrischen  Satz,  wenn  wir  nur  bedenken, 
dafs  Pf  .5^1   etc.  ebenfalls   solche  Perpendikel   sind,   wie  sie 

unter  dem  Summenzeichen  ^l  stehen,  nämlich  P^  das  aus 

W  auf  [%@^^]  herabgelassene  Pespendikel  und  H^  das  aus  9 
auf  [33  (S  3)]  herabgelassene  Perpendikel  u.  s.  f. ;  wir  können  also 
die  vier  ersten  (jlieder  der  letzten  Gleichung  mit  den  sechs 
übrigen  vereinigen ,  wenn  wir  den  vier  Punkten  ?l  S  6  S 
im  Räume  den  fünften  Punkt  "^M  als  gleichwertig  hinzufügen 
und  die  Auffassung  fallen  lassen,  dafs  Tl  der  Mittelpunkt 
und  ^(>|3(SS)  die  Ecken  eines  Polartetraeders  im  räumlichen 
Polarsystem  sein  sollen.     Dies  liefert  folgenden  Satz: 

Wenn  man  fünf  beliebige  Punkte  im  Räume 
hat,  so  kann  man  je  drei  derselben  durch  eine 
Ebene  verbinden  und  aus  den  beiden  übrigen  die 
Perpendikel  auf  diese  Ebene  herablassen;  das  Pro- 
dukt dieser  beiden  Perpendikel  wird  negativ  oder 
positiv  sein,  je  nachdem  die  Ebene  diese  beiden 
Punkte  trennt  oder  nicht  trennt;  man  erhält  im 
ganzen  zehn  solcher  Produkte;  die  algebraische 
Summe  der  reziproken  Werte  dieser  zehn  Pro- 
dukte ist  null.*) 

Wir  können  diesen  interessanten  Satz  auch  direkt  be- 
weisen,  wenn  wir  vorausschicken  folgenden 

Hilfssatz: 

Wenn  zwei  im  Räume  sich  nicht  treffende  6e- 


*)  v.  Staudt  a.  a.  0.  S.  58. 
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rade  s  und  s^  gegeben  sind^  und  durch  s  drei  be* 
liebige  Ebenen  £|  €.^  s^  gelegt  werden,  welche  der 
Geraden  s^  in  den  Punkten  a^  a2  a3  begegnen,  wenn 
man  ferner  aus  je  zweien  dieser  Punkte  auf  die 
Ebene,  welche  durch  den  dritten  Punkt  geht, 
Perpendikel  herabläfst  und  die  Summe  der  rezi- 
proken  Produkte  dieser  Perpendikel  bildet,  so  er- 
hält man  das  reziproke  Quadrat  des  kürzesten  Ab- 
Standes  zwischen  den  beiden  Geraden  sSiy  oder  in 
Zeichen:     . 


p^p*    p^p''    p^'pt:    ** 

wo  P^*   das  Perpendikel  aus  dem  Punkte  a«  auf  die  Ebene 

e^  bedeutet  und  k  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  den  ge- 
gebenen beiden  Geraden  s  und  8^  bezeichnet. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  durchschneiden  wir  die  Figur 
durch  eine  Transversalebene  6,  welche  auf  dem  Strahle  s 
rechtwinklig  stehe  in  dem  Punkte  O ;  läfst  man  yon  aj  aj  CI3 
die  drei  Perpendikel  auf  diese  Ebene  herab,  und  seien  die 
Fufspunkte  derselben  bibj^a)  ^^  P^^  ^^^  Satz: 

Ob?       ,        Ob?       ,    _0b|_  _  . 


bf  hi .  bi  bj       b2  bg  .  bs  bi       bßbi  .  bs  bt 
Nun  ist  aber: 

b.b*  —  a,aA.sin(5,  5,) 

und,  wenn  A»  das  Perpendikel  bezeichnet,  welches  von  a»   auf 
die  Gerade  s  herabgelassen  wird: 

Ob.  =  Ä,, 
wonach  die  vorige  Beziehung  die  Gestalt  annimmt: 

-'       +  T~---  +  ~k--  =  Sin*  (s,  s,). 


Nehmen  wir  nun  in  dem  Strahle  s  zwei  beliebige  Punkte 
^1  ^2  an,  dann  läfst  sich  das  Volumen  v  des  Tetraeders 
2li  Stj  ^«  ^*  ^^  doppelter  Weise  ausdrücken : 

6 1;  =  (21,  2I2)  .  (a,a*) .  sin  (5,  s,).k^  (21,  21^) .  Ä, .  P]^ 

woraus  folgt: 

a»  a*  .  sin  (s,  5,)  .  h  =  ä,  .  P"* , 
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mit  dem  Quadrate  des  Sinus  des  Neigungswinkels 
ihrer  Richtung  gegen  die  konjugierte  Ebene  durch 
den  Mittelpunkt  "DOt;  so  wird  die  Summe  der  rezipro- 
ken Werte  dieser  sechs  Produkte  konstant  sein, 
nämlich  gleich  der  Summe  der  reziproken  Werte 
der  Potenzen  der  drei  Punktinvolutionen  auf  den 
Hauptaxen  des  Polarsystems.     . 

Aber  die  Relation  I)  selbst^  in  der  Form  geschrieben: 

P^Hi"^  F^^'^  PTH,'^  lüiÜ'^  2j^^  p«  ^         ^^ 

liefert  einen  von  der  Theorie  der  konjugierten  Durchmesser 
unabhängigen  geometrischen  SatZ;  wenn  wir  nur  bedenkeni 
dafs  PlH^  etc.  ebenfalls   solche  Perpendikel    siud^    wie  sie 

unter  dem  Summenzeichen  ^H  stehen,  nämlich  P|  das  aus 

W  auf  [336^]  herabgelassene  Pespendikel  und  H^  das  aus  9 
auf  [33  C^^]  herabgelassene  Perpendikel  u.s.f. ;  wir  können  ako 
die  vier  ersten  Ulieder  der  letzten  Gleichung  mit  den  sechs 
übrigen  vereinigen ,  wenn  wir  den  vier  Punkten  ?l  9  C I 
im  Räume  den  fünften  Punkt  ^R  als  gleichwertig  hinzufügen 
und  die  Auffassung  fallen  lassen,  dafs  ^M  der  Mittelpunkt 
und  ^l!:B(SS)  die  Ecken  eines  Polartetraeders  im  reumlichen 
Polarsystem  sein  sollen.     Dies  liefert  folgenden  Satz: 

Wenn  man  fünf  beliebige  Punkte  im  Räume 
hat^  so  kann  man  je  drei  derselben  durch  eine 
Ebene  verbinden  und  aus  den  beiden  übrigen  die 
Perpendikel  auf  diese  Ebene  herablassen«,  dasPro- 
dukt  dieser  beiden  Perpendikel  wird  negativ  oder 
positiv  sein,  je  nachdem  die  Ebene  diese  beiden 
Punkte  trennt  oder  nicht  trennt;  man  erhält  im 
ganzen  zehn  solcher  Produkte;  die  algebraische 
Summe  der  reziproken  Werte  dieser  zehn  Pro- 
dukte ist  null.*) 

Wir  können  diesen  interessanten  Satz  auch  direkt  be- 
weisen,  wenn  wir  vorausschicken  folgenden 

Hilfssatz: 

Wenn  zwei  im  Räume  sich  nicht  treffende  Ge- 


*)  V.  Staudt  a.  a.  0.  S.  68. 


j 
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rade  s  und  8^  gegeben  sind^  und  durch  $  drei  be* 
liebige  Ebenen  e^  e.^  h  S^^^S^  werden,  welche  der 
Geraden  s^  in  den  Punkten  a|  a2  a^  begegnen,  wenn 
man  ferner  aus  je  zweien  dieser  Punkte  auf  die 
Ebene,  welche  durch  den  dritten  Punkt  geht, 
Perpendikel  herabläfst  und  die  Summe  der  rezi- 
proken Produkte  dieser  Perpendikel  bildet,  so  er- 
hält man  das  reziproke  Quadrat  des  kürzesten  Ab- 
Standes  zwischen  den  beiden  Geraden  ss^,  oder  in 
Zeichen: 


p^i*^    -p^j't:    p^pt:    ** 

wo  F^^    das  Perpendikel  aus  dem  Punkte  a.  auf  die  Ebene 

fi  bedeutet  und  k  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  den  ge- 
gebenen beiden  Geraden  $  und  s^  bezeichnet. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  durchschneiden  wir  die  Figur 
durch  eine  Transversalebene  6,  welche  auf  dem  Strahle  s 
rechtwinklig  stehe  in  dem  Punkte  O ;  läfst  man  von  aj  a2  CI3 
die  drei  Perpendikel  auf  diese  Ebene  herab,  und  seien  die 
Fufspunkte  derselben  b|  bj  ^3  >  ^^  S^^^  ^^^  ^^^  • 

Ob?       ,        Oh]       , ObJ . 


bf  bj .  bi  bg       b]  bg  .  bs  bi        bsbi  .babt 
Nun  ist  aber: 

b.bi  ==  a,a*.sin(5,  s,) 

und,  wenn  A,-  das  Perpendikel  bezeichnet,  welches  von  a,   auf 
die  Gerade  s  herabgelassen  wird: 

wonach  die  vorige  Beziehung  die  Gestalt  annimmt: 
'^'       +  r-A-T  +  r-r^'W  =  sin'  (s.  Si)- 


Ol  üt .  Ol  eis        asOg  .  at  ai        OsQj  .  a^  as 

Nehmen  wir  nun  in  dem  Strahle  s  zwei  beliebige  Punkte 
^(i  %2  ^^7  dann  läfst  sich  das  Volumen  v  des  Tetraeders 
%i  2I2  di  a*  in  doppelter  Weise  ausdrücken : 

6 1;  =  (51,  2I2) .  (a.-  a*) .  sin  (5,  s,)  •  *  =  (31,  ^2)  •  h  •  P?„ 

woraus  folgt: 

di  dk  .  sin  (5, 5,)  .  Ä;  =  Äj .  P"* , 
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and  diese  Werte,  in  die  letzte  Beziehung  eingesetzt,  geben 
den  zu  beweisenden  Satz: 

pI'.p^'  ^  p'\p'ji  ^  pim>::    *" ' 

Auf  diesen  Satz  uns  stützend  nehmen  wir  ein  be- 
liebiges Tetraeder  ($1  iB  @  2))  und  irgend  einen  Punkt  ÜR  im 
Räume  an,  ziehen  durch  yjl  die  einzige  Gerade,  welche  dem 
Paare  von  Gegenkanten  \%Sd\  und  | € 2) |  in  den  Punkten  m 
und  nti  begegnet,  und  legen  die  Ebene  [(S^  371],  dann  giebt 
der  vorige  Satz  die  Beziehung: 

p^         P®  ^    P"»         P*  ^P*         p'  *" 

-'^[«(IDJ--'^[«65)J  M«6D]-M««3>|  ^|81>W]'M«S>Ä] 

WO  k  die  kürzeste  Distanz  zwischen  den  Gegenkanten  |319 
und  |63)|  bedeutet 
Nun  ist  aber: 

p*  IT         pSW  p 


50  D-  pW  p 


und 

9R  flni 

woraus  folgt: 

l  PtHi  "+"  P,-&, }  "  Ä» 


Bemerken  wir  noch  die  Verhältnisse: 


Pi 


m© 

«» 

-ffi     '    mmi 

aRnti     m© 

m  nti      ^  !SB 

Tlmt     m9C 

mnti  '  33  21  ^~ 

ÜRm,        J>,    , 

p« 

also 

Pi 

und  ebenso 

P« 

so  folgt 

_        J^ 

also  wird  unsere  vorige  Gleichung: 
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und  in  gleicher  Weise  erhalten  wir  darch  Yertauschung  des 
Paares  von  Gegenkanten  |$[93|  und  |(SS)|: 

1 


IBi+SJ  \PiH,'^P,Hj  ""*« 


Die  Summe  beider  Gleichungen  giebt: 

i2^  +  :^l  {p;h^  +  pjü\  +  If,  +  ^)  Ip^+p:s4J 


2 


und  solcher  Gleichungen  erhalten  wir  drei,  indem  jedes  Paar 
von  Gegenkanten  auf  -eine  führt.  Bezeichnen  wir  daher  zur 
Abkürzung 

so  folgt: 

(Pl   +  P2)    («1  +  97)    +    (PZ  +  Pi)    («3  +  «4) 
.  +   (Pl  +JP3)    («1  +  «3)   +    (P2+  Pi)   (?2  +  ii) 

+    Ol  +Pi)    (2l  +  24)    +    (l>2  +Pz)    («2  +  23)       • 

"^iF'+i  +  il-^P^Tl TS 

Da  nun  bekanntlich 


p  v 


M  "T  B  T  «.t  ™"    m    T   m'  "r    772     1 


13  3  4 

ist^  und  die  aus  24  Termen  bestehende  Summe  Yon  Produkten 
auf  der  linken  Seite  vom  Gleichheitszeichen  sich  zusammen- 
zieht auf: 

2  {Piqi  +  P2q2  +  Pziz  +  Piii) 
+  {Pi  +P2+P9+Pi)  {«1  +  «2  +  «3  +  «4) » 
aufserdem  aber 

Pi  «I  +P222+  Ps  is+Pi^A^-^-i 

und  2i  +  «2  +  «3  +  ?4  = 

wird,  so  folgt: 


£3      1 

3 

3                      4 

1 

1 

1 

-          P«                 P» 
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oder  aach 

2 


{*) 


1 


-^s^ 


p*       p* 


=  0, 


oder  endlich,   wenn  wir   den  willkürlichen   fünften  Punkt  K 
der  Konformität  wegen  durch  (5  ersetzen: 

1 


2 


m  -^- 


.» 


==  0,  w.  z.  b.  w. 


Durch 


besondere    Annahme    der    fünf    willkürlich   im 

Räume  zu  wählenden  Punkte  er- 
geben sich  viele  spezielle  Säize, 
die  hier  nicht  angeführt  werden 
sollen.  Wir  wollen  nur  noch  kun 
den  analogen  Satz  der  Ebene  ab- 
leiten : 

Sind  3123  6  die  Ecken  eines 

ebenen  Dreiecks,  Wl  ein  beliebiger 

Ig    vierter  Punkt  der  Ebene  und  trifft 

i3)e  2l|  die  Gegenseite  |S  C|  in  m, 

so  ist  bekanntlich    (Fig.  27): 


(5193)' 


+ 


(2((5y 


SBm.SBC!    '    6m. e©    '    m©.m(5 
Ferner,  wenn  h^h^^r^  die  Höhen  des  Dreiecks  3t 33 6  and 
PxV'iPz  di®  Perpendikel  aus  3Ä  auf  die  Dreiecksseiten  sind,  ist: 

(91  m) .  Jf^g,,  =  (m») .  A,  =  (23  31)  .ft  •  j;zrf^ 

(91  m) .  1%^^  =  (m  tt) .  Ä,  =  (ß 90  . p, .  ^^j^ 
(21  (5)  .  h,  =  {{^  «) .  Ä,  =  (»  91) .  A3, 


JMm« 
m5) .  m(5 

5153« 


h] 


Ä? 


©m.95(5 
woraus  sich  ergiebt: 


>*    .  P® 


--  + 


ftl  — Pl 

AI 


lftÄ«  +  j>,Ä.l     K 
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oder  auch: 


Wenn  wir  jetzt  in  gleicher>  Weise  von  den  Ecken  2} 
und  (S  aus  operieren^  wie  bisher  von  der  Ecke  9(  aus  und 
die  erhaltenen  Gleichungen  addieren^  so  folgt  wegen  der 
Bedingung: 

Pi       t      Pt       I       Ps    I 

Ä,   "+"  Ä,  "T  A3  ~  * 
die  Gleichung: 

oder,   wenn  wir  der  Konformität  wegen  den  Buchstaben  *"' 
durch  3)  ersetzen: 


2 


1 


d.  h.:  WennmanvierbeliebigePunkte  in  derEbene 
hat,  jezwei  derselben  durch  eineGerade  verbindet 
und  aus  den  übrigen  die  beiden  Perpendikel  auf 
diese  Gerade  fällt,  so  wird  das  Produkt  derselben 
negativ  oder  positiv  sein,  je  nachdem  die  verbin- 
dende Gerade  die  beiden  übrigen  Punkte  trennt  oder 
nicht  trennt;  die  algebraische  Summe  der  rezi- 
proken Werte  der  dadurch  erhaltenen  sechs  Pro- 
dukte ist  Null. 

,Auch  hier  ergeben  sich  durch  besondere  Annahme  der 
vier  willkürlich  zu  wählenden  Punkte  specielle  Sätze,  deren 
Aufsuchung  wir  dem  Leser  überlassen. 

.  Betrachtet  man  dagegen  ^33(S  als  ein  Polardreieck  und 
2){  als  den  Mittelpunkt  eines  ebenen  Polarsystems,  so  ist 
!'}){9(|  ein  Durchmesser  A  und  die  durch  ^t  zu  |S(^|  parallel 
gezogene  Gerade  der  konjugierte  Durchmesser  B  für  dies 
Polarsjstem,  und  es  sind  leicht  die  Potenzen  der  zugehörigen 
Punktinvolutionen  zu  ermitteln,  nämlich: 

P^  =  g)l2l .  Wm;  Pa  äh^AB)  =  -  /?,  (A,  -  p,), 

P^  =  ina.V^.m6;  PBsinH^,^)  =  ifa,,r^ 
folglich : 
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1  I  1  =       ^'      (  ^ L- 

P^  Bin«(^,  B)  ^  P^  sm\A,  B)        K^pAp^     .  pC  p,  A, 

woraus  folgt,  wenn  P^  und  P«  die  Potenzen  der  Punktiovo- 
lutioneu  auf  den  Hauptaxen  des  Polarsystems  bedeuten: 

V—TjXPl^P,]  =  ip»    .p«  TTÄrr 

Gehen  wir  in  gleicher  Weise  von  der  Ecke  S  und  der 
£cke  @  des  Polardreiecks  aus  und  operieren  ebenso,  so  folgt 

durch  Addition,  da  r  +  ?*  +  r^  =  1  wird : 

^1  Ä«  «8 

o  fj_    I    J^l L__  j \ L__L__ 

\P^     '     Pa  /  P^      P®         »     pS       p«        >     p«      p» 
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also  mit  Berücksichtigung  des  vorigen  Satzes  (S.  555): 

=  +  f_J + L_4._JL_ 

I  p*     p^  p**     p'*  p*     p* 

Berücksichtigen  wir  die  bekannten  Beziehungen: 

P^P,    =2p,P2P3-^  =  (2A)^^ 

(Th.  d.  K.  S.  219),  wo  Pst  die  Potenz  des  Punktes  3»  in  Be- 
zug  auf  den  dem  Dreieck  91  33  (S  umschriebenen  Kreis,  A'i^ 
Inhalt  des  Dreiecks  2133  6,  7i,  ÄjÄ^  seine  Höhen,  r  den 
Radius  des  umschriebenen  Kreises  und  p^  p^  Ps  ^^  Perpen- 
dikel aus  ^  auf  die  Dreiecksseiten  bedeuten,  so  folgt: 

eine  metrische  Beziehung,  die  auch  leicht  direkt  a^deitet 
und  welcher  folgende  an  die  Seite  gestellt  werden  kami: 

Pst {^  (^21)'  +  ^  (3Ji33)'  +  ^  (m&f[ 

Endlich  erwähnen  wir  noch  folgenden  Ausdruck  für  die 
Potenz  Pft' 

Wenn  man  durch  einen  Punkt  9Jl  in  der  Ebene  eines 
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Dreiecks  $[ 93  (S  Parallele  zieht  zu  den  Seiten  |SB(S|,  i^^l,  |9193| 

desselben,  welche  in  den  Punkten 
a^a^,  bibj,  qc^  die  andern  Drei- 
ecksseiten treffen,  so  ist  allemal 
(Fig.  28): 

Wir  unterdrücken  den  ele- 
mentaren Beweis  dieser  Beziehung, 
welche  als  besonderen  Fall  den  Pto- 
lemäus'schen  Satz  in  sich  schliefst, 
sowie  anderer  metrischen  Beziehungen,  die  sich  hieran  an- 
knüpfen lassen  und  eine  ergiebige  Quelle  für  geometrische 
Aufgaben  darbieten. 

§  61.    Die  FokalkegelBchnitte  des  räumlichen 

Polarsystems.  *) 

Die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  oder  das  sie  vertretende 
räumliche  Polarsystem  besitzt  gewisse  Eigenschaften,  welche 
den  Eigenschaften  der  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  analog 
sind,  und  die  uns  im  Folgenden  beschäftigen  sollen. 

Die  Betrachtung  des  räumlichen  Polarsystems  (§  19  und 
§  55)  hat  uns  gezeigt,  dafs  jeder  Punkt  im  Räume  der 
Mittelpunkt  eines  Polarbündels  wird,  indem  irgend  ein  durch 
diesen  Punkt  gezogener  Strahl  und  seine  Verbindungsebene 
mit  dem  konjugierten  Strahl  Polarstrahl  und  Polarebene  dieses 
Polarbündels  sind.  Wir  wissen  ferner  (§  10),  dafs  es  im 
Polarbündel  im  allgemeinen  sechs  Strahlen  (Brennstrahlen) 
giebt,  deren  zugehörige  Ebeneninvolutionen  orthogonal  sind, 
also  giebt  es  auch  im  räumlichen  Polarsystem  durch 
einen  beliebigen  Punkt  im  allgemeinen  sechs 
Strahlen,  deren  zugehörige  Ebeneninvolutionen 
orthogonal  sind;  von  diesen  sind  allemal  zwei  reell  und 
die    vier   übrigen    imaginär.     Die    Gesamtheit   aller   solchen 


*)  Die  Haupteigenschafken  der  Fokal kegelschnitte  hat  zuerst 
M.  Chasles  in  seinem  Aper9U  historique  sur  Torigine  et  le  däveloppe- 
ment  des  mäthodes  en  g^om^trie,  Edition  seconde  (1875),  Note  XXXI, 
ohne  Beweis  angegeben. 
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Strahlen  9  welche  die  Axen  orthogonaler  Ebeneninvolutionen 
im  .  räumlichen  Polarsysteme  sind^  bildet  einen  gewissen 
Strahlenkomplex,  von  welchem  wir  nur  besondere  Elemente 
hier  aufsuchen  wollen.  Es  kann  nämlich  vorkommen,  dafs 
für  einen  besonderen  Punkt  $  im  Räume  die  beiden  reellen 
Brennstrahlen  des  zugehörigen  PolarbQndels  zusammenfallen. 
Ein  solches  besonderes  Polarbündel  ^<^>  wird  ein  rotatorisches, 
d.  h.  es  hat  nicht  nur  ein  Tripel  von  Uauptaxen,  sondern 
unendlich-viele;  die  beiden  zusammenfallenden  Brennstrahlen 
bilden  eine  der  Hauptaxen,  und  die  beiden  andern  sind  in  der 
auf  ihr  rechtwinklige^  Ebene  irgend  ein  Paar  zu  einander 
rechtwinkliger  Strahlen.  In  dem  Falle,  dafs  das  Polar- 
bündel ^(^)  einen  reellen  Kernkegel  hat,  den  Berührnngs- 
kegel  aus  ^s  an  die  Kernßäche  F^^^  des  raumlichen  Polar- 
systems, bedeutet  dies  also  so  viel,  als  die  Ermittelung 
solcher  Punkte  ^,  deren  Berührungskegel  an  eine 
Fläche  J^t^)  Rotationskegel  (Kreiskegel  oder  gerade 
Kegel)  werden;  aber  wir  können  von  der  Realität  absehen 
und  die  Frage  allgemeiner  stellen: 

Welches  ist  der  Ort  solcher  Punkte  im  räum- 
lichen Polarsystem,  deren  zugehörige  Polarbündel 
zwei  zusammenfallende  Fokalstrahlen  haben?  oder 
mit  andern  Worten:  Wo  liegen  solche  Punkte  im 
räumlichen  Polarsystem,  deren  zugehörige  Polar- 
bündel in  einer  ihrer  Hauptebenen  eine  orthogo- 
nale Strahleninvolution  besitzen? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  konstruieren  wir  zu- 
nächst zu  einem  beliebigen  Punkte  ^  das  zugehörige  Polar- 
bündel ^^(^>,  indem  wir  durch  ^  eine  veränderliche  Ebene 
6  legen  und  den  Pol  derselben  mit  ^  durch  einen  Strahl 
l  verbinden;  dann  sind  l  und  €  Polarstrahl  und  Polarebene 
des  Polarbüudels  ^(^.  Soll  nun  a  eine  Hauptaxe  dieses 
Polarbündels  sein,  so  mufs  zu  jeder  durch  a  gelegten  Ebene 
der  Polarstrahl  in  der  Normalebene  des  Strahles  a  liegen,  und 
soll  zugleich  a  die  Axe  einer  zugehörigen  orthogonalen  Ebenen- 
involution sein,  so  niufs  zu  jeder  durch  a  gelegten  Ebene  der 
Polarstrahl  normal  auf  dieser  Ebene. stehen.  Die  letztere  Be- 
dingung involviert  zugleich  die  erstere;  denn  sobald  zu  jeder 
durch  a  gelegten  Ebene  der  Polarstrahl  normal  ist,  werden 
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sämtliche  Polarstrahlen  zu  den  durch  a  gelegten  Ebenen  in 
der  Normalebene  des  Strahles  a  liegen ;  dieser  wird  also  eine 
Haaptaxe  des  Polarbündels  ^(^>  sein.  Diese  Bedingung  ist 
zugleich  notwendig  und  hinreichend^  denn^  sobald  es  nur  eine 
Ebene  giebt  durch  a,  deren  Polarstrahl  nicht  auf  ihr  normal 
ist^  kann  zwar  a  noch  die  Axe  einer  orthogonalen  Ebenen- 
involution im  räumlichen  Polarsystem  sein^  aber  nicht  mehr 
eine  Hauptaxe  des  Polarbündels  ^^^^.  Nun  giebt  es  aber  im 
allgemeinen  durch  a  immer  eine  Ebene ,  deren  Polarstrahl 
nicht  zu  ihr  normal  ist,  nämlich  diejenige,  welche  durch  a 
und  den  Mittelpunkt  W  des  räumlichen  Polarsystems  gelegt 
werden  kann.  Diese  ist  nämlich  eine  Durchmesserebene,  deren 
Pol  in  £^  liegt  in  einer  Richtung,  die  im  allgemeinen  nicht 
zu  ihr  normal  ist;  nur  in  dem  besonderen  Falle,  wenn  a  in 
einer  der  Hauptebenen  des  räumlichen  Polarsystems  liegt,  wird 
die  geforderte  Bedingung  erfüllt  werden  können. 

Wir  sehen  also,  daCs  die  gesuchten  Geraden  a  (d.  h.  die 
Rotationsaxen  rotatorischer  Polarbündel),  folglich  auch  die 
Punkte  ^  selbst  nur  aufgesucht  werden  dürfen  in 
einer  der  drei  Hauptebenen  des  räumlichen  Polar- 
systems, und  dafs  aufserhalb  derselben  überhaupt  keine 
Punkte  von  der  verlangten  Beschaffenheit  vorhanden  sein 
können.  Dadurch  wird  die  Ermittelung  der  Punkte  $  und 
der  Axen  a  wesentlich  vereinfacht,  und  wir  durchmustern 
nunmehr  blofs  eine  der  drei  Hauptebenen  des  räumlichen 
Polarsystems  und  übertragen  die  Betrachtung  auf  jede  der 
beiden  andern;  wir  setzen  dabei  eine  Mittelpunkisfläche  -P^W 
voraus  und  wollen  die  Modifikation,  welche  für  den  Fall  der 
Paraboloide  eintritt,  besonders  behandeln. 

Nehmen  wir  in  einer  Hauptebene  des  räumlichen  Polar- 
systems eine  beliebige  Gerade  Z  an,  so  wird  die  konjugierte 
Gerade  l^  auf  der  Hauptebene  senkrecht  stehen  in  einem 
Punkte  :jj,,  welcher  der  Pol  der  Geraden  l  ist  in  demjenigen 
ebenen  Polarsystem ,  welches  die  betrachtete  Hauptebene  ent- 
hält. Die  Gerade  l^  ist  der  Träger  einer  Punktinvolution, 
deren  Mittelpunkt  pi  ist;  nennen  wir  also  ji*  und  f  irgend 
zwei  konjugierte  Punkte  desselben,  so  wird: 

p\X  ')>\X'  =^  konst. 
Zu  der  Ebene  [Ix]  ist  also  ]c'  der  Pol  im  räumlichen  Polar- 
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System;  ein  Perpendikel  aus  dem  Punkte  ^'  auf  die  Ebene 
\li]  liegt  aber  notwendig  in  der  durch  l^  rechtwinklig  zu  l 
gelegten  Ebene,  weil  l  und  l^  selbst  in  rechtwinkligen  Rich- 
tungen sich  finden.  Lassen  wir  daher  auch  aus  ))|  ein  Per- 
pendikel auf  l  herab,  dessen  Fufspunkt  q  sei,  so  wird  |)>,q| 
der  kürzeste  Abstand  ^wischen  den  Geraden  l  und  I,  sein, 
und  wir  haben  in  dem  Dreieck  q  >:  je',  dessen  Ebene  durch  {( 
geht  und  zu  l  normal  ist,  zwei  Hohen,  deren  DurchschniUs- 
punkt  ))  heifse,  folglich  die  bekannte  Beziehung: 

Da  nun  das  Rechteck  ))t):.)>]^'  konstant  bleibt,  wenn  das 
Punktepaar  j:  j:'  der  Punktinvolution  auf  Z|  sich  verändert, 
da  femer  |^,q|  fest  bleibt,  so  wird  auch  der  Punkt  ))  sich 
nicht  ändern;  wir  schliefsen  also: 

Wenn  man  um  eine  beliebige  Geirade  {  in  einer 
Hauptebene  des  räumlichen  Polarsystems  eine  ver- 
änderliche Ebene  dreht  und  aus  dem  Pole  dersel- 
ben ein  Perpendikel  auf  sie  herabläfst,  so  trifft 
dasselbe  die  Hauptebene  in  einem  unveränder- 
lichen Punkte  )). 

Wir  haben  hierdurch  eine  neue  Abhängigkeit  in  unse- 
rem Operationsfelde  hergestellt,  indem  wir  einer  beliebigen 
Geraden  l  einen  bestimmten  Punkt  )p  zuordnen.  Die  Kon- 
struktion dieses  zugeordneten  Punktes  )p  geschieht  so: 

Die  Gerade  l  habe  zum  Pol  in  dem  gegebenen  Polar- 
systeme, dessen  Träger  die  betrachtete  Hauptebene  ist^  einen 
bestimmten  Punkt  ))i  derselben;  aus  )f^  fällt  man  das  Perpen- 
dikel I  ))|  q  I  auf  l  und  errichtet  in  ^^  das  Perpendikel  {(  auf 
der  Hauptebene;  {,  ist  der  Träger  einer  bestimmten  dem 
räumlichen  Polarsystem  zugehörigen  Punktinvolution,  deren 
Potenz  Pp,  sei ;  ist  >:  je'  ein  beliebiges  Punktepaar  dieser  Punkt- 
involution, so  wird  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  qjrjc'  der 
gesuchte  Punkt  )p  sein,  welcher  durch  die  Bedingung  be- 
stimmt wird: 

Wir  wollen  jetzt  nachweisen,  dafs  die  so  zusammen- 
gehörigen Elemente  )p  und  l  Pol  und  Polare  eines 
neuen    ebenen    Polarsystems    in    der    betrachteten 
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Haupte bene  sind,  welches  mit  dem  ebenen  Polarsystem 
des  Hauptschnittes  in  nahem  Zusammenhange  steht. 

Nennen  wir  ^  den  Mittelpunkt,  ab  c  die  drei  Haupt- 
axen  des  räumlichen  Polarsystems,  die  Potenzen  der  ihnen 
zugehörigen  Punktinvolutionen : 

Pa      Pb       Pc 

und  operieren  zunächst  in  der  Hauptebene  [ab].  Wir  wählen 
unter  allen  Geraden  l  derselben,  deren  zugehörige  Punkte  )) 
wir  konstruieren,  zuerst  solche,  die  zur  b-Axe  parallel  laufen; 
wird  die  a-Axe  von  einer  solchen  Geraden  {  in  q  getroffen, 
so  ist  ihr  Pol  )),  durch  die  Bedingung  bestimmt: 

ÜRq.5K^),  —  Pa, 
und    das   in  p^   auf  der  [ab] -Ebene  errichtete  Perpendikel, 

welches    parallel    zur 
crJlwe  c-Axe  ist,   trägt  eine 

Punktinyoiution,  deren 
Potenz  wir  leicht  er- 
mitteln; in  der  [ac]- 
Ebene  sind  nämlich  die 
a-Axe  und  die  c-Axe 
die  Hauptaxen  des 
ebenen  Polarsystems , 
und  es  verhält  sich 
bekanntlich : 

Pp.  :Pe  =  ^),q  :  a«q, 
[denn  es  ist  (Fig.  29) 

Fig.  29.  -^p.  =  ^^i)^  •  hy^ 

Pc  =  mt).m\)', 

und  da  p^x  ==  3)f t/  ist,  so  folgt: 

Pp.  :  Pc  =  ^),]f :  m\)  =  ^,  q  :  9)1  q]. 
Da  nun  der  Punkt  ^  bestimmt  wird  durch  die  Bedingung: 


O'ÄTe 


oder 


^),q.p,^)  +  P,     1^  =  0, 


so  folgt: 

^J)Jq.Vi^>  +  Pc  =  0, 

SoBK&rxB,  Theor   d.  Oberfl.  2.  Ordn. 
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oder 

9Kq{3R^-  3K»),)  +  Pc  =0, 

also  erhalten  wir: 

Hieraus  folgt^  dafs;  während  die  Gerade  l  parallel  zur  b-Aie 
sich  bewegt  und  die  a-Aze  in  q  schneidet,  der  zugehörige 
Punkt  p  auf  der  a-Axe  sich  so  verändert ,  dals  das  Punkte- 
paar ))  q  eine  neue  Punktinvolution  auf  der  a-Axe  durchläuft^ 
deren  Mittelpunkt  3Jl  und  deren  Poteu^  P«  —  Pe  ist 

In  gleicher  Weise  erkennen  wir,  dafs,  wenn  die  Gerade 
l  sich  parallel  zur  a-Axe  verschiebt,  und  die  fc-Axe  in  einem 
Punkte  q  schneidet,  der  zugehörige  Punkt  p  auf  der  &-Äxe 
sich  derart  verändert,  dafs  )>  q  ein  Punktepaar  einer  neuen 
Punktinvolution  wird,  deren  Mittelpunkt  ^  und  deren  Potenz 
Pt  -  Pc  ist. 

Von  diesen  beiden  besonderen  Lagen  der  Geraden  l  in 
der  [ab] -Ebene  gehen  wir  nun  zu  der  allgemeinen  Lage 
dieser  Geraden  über  (Fig.  30);  möge  sie  die  a-Axe  und  die 
&-Axe  in  den  Punkten  C{a  und  q»  treffen,  und  seien  die  zu- 
gehörigen, soeben  ermittelten  Punkte  pa  und  pf,,  also: 

3Kqa.3«^  =  P«  — Pc 

Nennen  wir  pa  und  f)'^  diejenigen  beiden  Punkte  auf  der 
a-Axe  und  6-Axe,  welche  in  den  ursprünglichen  zugehörigen 


Fig.  so. 


rÄseß 


Punktinvolutionen  den   Punkten   q«   und  q^   konjugiert  sind, 
also: 
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Pa  •=  m <{a  .  'SJIV''      ' 

P»-aRq».gRl);, 

so  wird: 
also 

aKqa.1>.»)«  =  Pc  =  a«q». 

Pa1>a          SKq# 

Ziehen  wir  nun  durch  ^^  und  pi,  Parallele  zu  den  beiden 
Hauptazen  in  der  [ab] -Ebene,  die  sich  in  p  treffen,  und 
auch  durch  )pa  und  ^^  Parallele  zu  den  Hauptaxen,  die  sich 
in  )p'  ü'effen,  so  können  pa)?a  und  )fi,)^'i,  als  die  Katheten 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  aufgefalst  werden,  dessen 
Hypotenuse  pp'  ist;  ferner  sind  auch  ^q«  und  ^q^  die 
Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse 
die  Gerade  l  bildet,  und  da  die  Katheten  beider  rechtwinkli- 
gen Dreiecke  proportional  sind^  so  sind  dieselben  ähnlich, 
also  ihre  Winkel  gleich,  d.  h.: 

folglich  ist  \pp'\  rechtwinklig  auf  7,  oder  umgekehrt:  der 
Punkt  p  liegt  in  dem  Perpendikel,  welches  aus  p'  auf  die 
Gerade  l  gefällt  ist;  p'  ist  aber  der  Pol  der  Geraden  l  in  dem 
ebenen  Polarsystem,  welches  der  Hauptebene  [ab]  zugehört. 
Denken  wir  uns  nun  in  p'  das  Perpendikel  auf  der  [ai^]-Ebene 
errichtet,  so  ist  dasselbe  parallel  der  c-Axe  und  der  Träger 
einer  Punktinvolution,  deren  Potenz  Pp'  durch  die  Potenz 
Pt  leicht  ausgedrückt  wird.  Es  verhält  sich  nämlich  Pp'  zu 
Pcy  wie  die  Abstände  der  Punkte  :p'  und  ^  von  der  Geraden 
l,   oder^  da  der  letztere  Abstand  wegen  der  Ähnlichkeit  der 

Dreiecke,  =  3Rqa  •  -^-^ ,  so  folgt: 


Pc  ^^a'PaPa 

oder,  da  Pc  «»  ^tqa  •  pap'a  ist,  wie  wir  eben  gesehen  haben, 
so  wird:  P,.  +  ^)'q.p>  =  0, 

d.  h. :  Wenn  die  Gerade  l  beliebig  in  der  [a 6] -Ebene  an- 
genommen wird,  so  bestimme  man  ihren  Pol  p'  in  demjeni- 
gen ebenen  Polarsystem,   welches  der  [a&]- Ebene  zugehört, 

36* 
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falle  das  Perpendikel  ^'q  aus  ))'  auf  l  und  bestimme  auf 
demselben  den  Punkt  )f  so,  dafs: 

wird",  wo  Pp'  die  Potenz  derjenigen  Punktinvolution  bedeutet, 
welche  dem  in  p'  auf  der  Ebene  [ab]  errichteten  Perpen- 
dikel zugehört;  dies  ist  aber  identisch  mit  der  früheren  Kon- 
struktion; die  wir  jetzt  durch  folgende  neue  ersetzen  können: 
In  der  [a  5] -Ebene  werden  auf  den  beiden  Hauptaxen 
zwei  neue  Punktinvolutionen  konstruiert,  welche  ^  zum  ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkt  und  zu  Potenzen  haben: 

auf  der  a-Axe:  auf  der  &-Axe: 

schneidet  irgend  eine  Gerade  l  die  Träger  der  beiden 
Punktinvolutionen  in  q«  und  q»,  deren  konjugierte  Punkte 
)fa  und  ))d  sind;  so  trefiPen  sich  die  durch  ^a  und  f)^  zu  den 
Hauptaxen  parallel  gezogenen  Geraden  in  dem  Punkte  p, 
welcher  der  Geraden  l  zugeordnet  wird.  Dies  ist  aber  nichts 
anderes,  als  die  bekannte  Konstruktion  eines  ebenen  Polar- 
systems (Th.  d.  K.  S.  411  ff.),  von  welchem  ÜR  der  Mittel- 
punkt; die  a-Axe  und  die  &-Axe  die  HauptaxeU;  die  Potenzen 
der  zugehörigen  Punktinvolutionen  aber 

Pa^JPo  und  P,  -  Pc 
sind.  Wir  haben  also  nachgewiesen;  dafs  die  durch  obige 
Konstruktion  einander  zugeordneten  Elemente  l  und  ip  Polare 
und  Pol  dieses  neuen  ebenen  Polarsystema  sind;  welches  wir 
auf  dem  Träger  [aft]  konstruiert  haben.  —  Das  in  dieser 
Weise  auf  der  [a  &]-Ebene  konstruierte  neue  Polarsystem  be- 
sitzt, wie  wir  wissen,  im  allgemeinen  eine  einfache  Mannigfaltig- 
keit solcher  besonderen  Strahlen  !,  deren  Pole  )}  in  ihnen 
selbst  liegen  oder  mit  ihnen  incident  sind;  diese  besonderen 
Strahlen  l   sind    die    Tangenten    eines    gewissen    Kemkegel- 

Schnitts  Ä^^j  und  die  incidenten  Pole  )f  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten  mit  diesem  Kegelschnitt;  derselbe 
kann,  je  nach  der  Natur  des  Polarsystems  reell  oder  imagi- 
när sein. 

Sei  t  eine  Tangente  des  Kernkegelschnitts  S!^l  und  t  ihr 

Berührungspunkt;   sei   ferner  t^    die  konjugierte   Gerade  von 
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t  im  räumlichen  Polarsystem ^  d.  h.  das  in  dem  Punkte  t|, 
dem  Pol  der  Geraden  t,  errichtete  Perpendikel  auf  der  Ebene 
[ab].  Da  t  und  t  incidente  Elemente  des  neuen  ebenen 
Polarsjstems  sind,  so  muFs  t  der  Fufspunkt  des  aus  t|  auf  t 
herabgelassenen  Perpendikels  sein,  folglieh  ist  tt|  die 
kürzeste  Entfernung  zwischen  den  Geraden  t  und  ^p  die  auf 
beiden  normal  steht. 

Der  Konstruktion  zufolge  ist  nun,  da  in  unserm  besonde- 
ren Falle  q  und  ))  in  t  zusammenfallen: 

(t,t)'+P,.  =  0, 

oder,   wenn   xv    irgend  ein  Paar   konjugierter    Punkte    der- 
jenigen Punktinvolution  ist,  welche  der  Geraden  t^  zugehört: 

und  hieraus  folgt ,  da(8  die  Strahlen  t  jc  und  t  v  zu  einan- 
der rechtwinklig  sein  müssen,  folglich  auch  die  Ebenen  [tx] 
und  [t  fjf  d.  h.  die  dem  Strahl  t  zugehörige  Ebeneninvolution 
im  räumlichen  Polarsystem  ist  eine  orthogonale.  Zweitens 
besitzt  aber  der  Punkt  t  die  Eigenschaft,  dafs  der  Pol  der 
Ebene  [tt^]  auf  t  liegt,  und  diese  Ebene  [t/J  auf  dem  Strahl 
t  normal  steht,  folglich  ist  t  notwendig  eine  Hauptaxe  des 
Polarbündels,  welches  dem  Punkte  t  im  räumlichen  Polar- 
sysiem  zugehört.  Der  Punkt  t  hat  also  die  zu  Anfaug  ge- 
forderte Eigenschaft,  dafs  das  ihm  zugehörige  Polarbündel 
eine  Hauptaxe  hat,  deren  zugehörige  Ebeneninvolution  ortho- 
gonal ist,  oder,  was  dasselbe  sagt,  dafs  seine  beiden  reellen 
Fokalstrahlen  zusammenfallen;  nennen  wir  demgemäfs  ein 
solches  Polar bündel,  bei  welchem  die  einer  Hauptaxe  zu- 
gehörige Ebeneninvolution  eine  orthogonale  ist,  ein  rota- 
torisches Polarbündel,  so  können  wir  folgendes  Resultat 
aussprechen : 

Im  ränmlichen  Polarsystem  kommt  es  im  all- 
gemeinen unendlich  oft  vor,  dafs  das  einem  Punkte 
t  zugehörige  Polarbündel  ein  rotatorisches  ist; 
solche  Punkte  (t)  liegen  in  den  drei  Hauptebenen  des 
räumlichen  Polarsystems  und  bilden  in  jeder  der- 
selben einen  (reellen  oder  imaginären)  Kegel- 
schnitt, der  als  der  Kernkegelschnitt  des  oben 
konstruierten  ebenen  Polarsystems  gefunden  wird. 
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Die    Rotationsaxen    dieser    Polarbündel    sind  die 
Tangenten  des  Eernkegelschnitts. 

Wollen  wir  uns  nur  auf  den  reellen  Fall  beschränken, 
indem  wir  statt  des  räumlichen  Polarsystems  eine  reelle 
Fläche  i^^)  und  statt  eines  Polarbündels  den  Berührungs- 
kegel  aus  einem  Punkte  an  die  Fläche  i^^>  setzen ,  so  würde 
der  Ausspruch  so  lauten: 

Der  Ort  solcher  Punkte,  von  denen  aus  sich 
an  eine  gegebene  Oberfläche  zweiter  Ordnung  F^^ 
ein  gerader  Berührungskegel  (Rotationskegel) 
legen  läfst,  besteht  aus  drei  Kegelschnitten, 
deren  jeder  in  einer  der  drei  Hauptebenen  der  JF<-* 
liegt.*) 

Endlich  können  wir  auch  statt  der  Punkte  t  die  Geraden 
t  auffassen  und  folgendes  Resultat  aussprechen: 

Im  räumlichen  Polarsystem  giebt  es  unendlich- 
viele  besondere  Strahlen  t^  in  denen  zwei  Fokal- 
strahlen eines  dem  räumlichen  Polarsystem  za- 
gehörigen Polarbündels  zusammenfallen.  Diese 
Strahlen  t  liegen  in  den  drei  Hauptebenen  des 
räumlichen  Polarsystems  und  sind  in  jeder  der- 
selben die  Tangenten  eines  bestimmten  Kegel- 
schnitts, der  als  Kerukegelschnitt  des  oben  kon- 
struierten ebenen  Polarsystems  gefunden  wird. 
Die  Mittelpunkte  dieser  besonderen  Polarbünde] 
sind  die  Berührungspunkte  des  Kernkegelschnitts. 

Wir  nennen  diese  in  den  drei  Hauptebenen  des  räum- 
lichen Polarsystems  gefundenen  neuen  Kegelschnitte  die 
,,FokaIkegelschnitte''  des  räumlichen  Polarsystems  oder 
der  Fläche  2.  0.  i^^^  und  haben  sie  definiert  als  die  Kern- 
kegelschnitte  dreier  bestimmten  ebenen  Polarsjsteme  in  den 
drei  Hauptebenen.  Diese  ebenen  Polarsysteme  sind  in  reeller 
Weise  und  zwar  auf  doppelte  Art  von  uns  konstruiert  worden, 
einmal,  indem  wir  beliebig  viele  Paare  von  Pol  und  Polare 
(2  und  p)  konstruiert  haben^  und  zweitens,  indem  wir  auf  den 


*)  Diesen  Satz  hat  Bchon  Steiner  in  Crelle'ä   Journal  für  reine 
n.  angewandte  Math.  Bd.  I,  S.  47  ausgeBprochen. 
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Hauptaxen,   welche  mit  denen  des  Hauptschnitts  zusammen- 
fallen^ die  zugehörigen  Punktinvolutionen  ermittelt  haben. 

§  62.     Über  die  Natur  der  Fokalkegelsohnitte. 
Wir  wollen  jetzt  die  Natur  der  Fokalkegelschnitte: 

©(2)         «.(«)        «.(2) 
Kb        ^ac       ^bc 

in  den  drei  Hauptebeuen  des  räumlichen  Polarsystems  unter- 
suchen^  indem  wir  zunächst  den  Mittelpunkt  W  desselben  als 
im  Endlichen  liegend   yoraussetzen  und   bemerken,  dafs  der 
Kernkegelschnitt    eines  ebenen    Polarsystems    eine    Ellipse 
ist,   wenn  die  Punktinvolutionen   auf  den  beiden  Hauptaxeu 
desselben    beide    hyperbolisch  sind,   eine  Hyperbel,    wenn 
von  diesen  beiden  Punktinvolutionen  die  eine  elliptisch,  die 
andere    hyperbolisch,     endlich     ein     imaginärer    Kegel- 
schnitt ist,   wenn  beide   Punktinvolutionen  elliptisch  sind 
(Th.  d.  K.  8.  453);  ob  aber  eine  Punktinvolution  hyperbolisch 
oder  elliptisch  ist,   das  hängt  davon  ab,   ob   der  Wert  ihrer 
Potenz  positiv  oder  negativ  ist;  den  Fall  der  Paraboloide,  wenn 
5Ti  im  Unendlichen  liegt,  wollen  wir  besonders  behandeln  (§  63). 
Die  drei  ebenen  Polarsysteme   der  Fokalkegelschnitte  in 
den    Hauptebenen   des  räumlichen   Polarsystems   werden    be- 
stimmt  durch    die  Potenzen    der   Punktinvolutionen  auf  den 
Hanptaxen,  deren  Werte  sind: 

«      ^(2)  iPa  —  Pc   auf  der  a-Axe 

^""^^ab     •     •     •     IP,  _P,     „      „     t-Axe 

^(2)  (Pa  —  Pb  auf  der  a-Axe 

"    ^ac     '     '     ^      [p^  _  p^     ^^      ^^      ^.Axe 

(2)  iPf,  —  Pa  auf  der    6- Axe 

und  von  diesen  sechs   Werten  sind   drei  entgegengesetzt  den 
drei  übrigen;  ferner  finden  die  Identitäten  statt: 

{Pa   -  Pb)  +  {Pb    -   Pc)  +  (Pc  -  Pa)  =  0 
(P,   ~  Pa)  +  (Pc  -  Pb)  +  (P«   -   Po)  =  0. 

Wenn  wir  den  drei  Werten  Pf,  —  Pc,  Po  —  P«, 
Pa  —  Pb  alle  möglichen  Vorzeichen  geben  wollen,  so  müssen 
wir  doch  den  Fall  ausschliefsen ,  dafs  alle  drei  positiv,  und 
den  Fall,  dafs  alle  drei  negativ  sind,   weil   dann  die  Summe 
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niemals  Null  werden  könnte;  die  drei  übrigen  Werte 
Pc  —  P„  Pa  ~  Pc,  P»  —  Pa  sind  aber  die  entgegen- 
gesetzten; wir  haben  demgemäfs  nur  6  Möglichkeiten: 

i  I.   I  II.  I III.  I IV.  I  V.  I  VI. 


Pö-Po 

Pc-  Pa 

Pa  —  Pb 

Pc    —  Pb 
P     -^  P 

Pö-Pa 


+ 

+ 

+ 

+ 

— 

— 

+   + 

+ 

— 

+   - 

+  + 

— 

+ 

+ 

1     

+ 

+ 

-   + 

+ 
+ 

+ 


und  hieraus  ei^ebt  sich  für  die  Zusammenstellung  in  den 

drei  Hauptebenen: 

I   I.   I  II.  I III.  I IV.  I  V. 


Ä 


„(8)    l    Pa  

-*    l    P*    - 


t 


Pa-Po 
Po 
P/ 


L,(8)    f    Pa  —  JTb 
■"'    \    Pc    -  Pi 


+ 

+ 

— 

+_ 

+ 
+ 

+ 

-   + 

— 

— 

+ 

+ 

VI. 

+ 

+ 


^ 


,.(») 


b(t 


p*  -p, 
p« 


JP*- 

iPo    - 


+ 
+ 


+ 


+ 


+ 

+ 


und  hieraus  erkennen  wir,  dals  in  allen  sechs  fiberhaopt 
möglichen  Fällen  die  drei  Fokalkegelschnitte  immer  den- 
selben Charakter  haben,  nämlich: 

Von  den  drei  Foka*lkegelschnitten  in  den  Haupt- 
ebenen  eines  '^räumlichen  Polarsjstems  (mit  end- 
lichem Mittelpunkt)  ist  immer  einer  Ellipse,  der 
andere  Hyperbel  und  der  dritte  imaginär. 

Die  sechs  Möglichkeiten,  welche  wir  zu  unterscheideu 
hatten,  entsprechen  lediglich  den  verschiedenen  Anordnungen, 
denen  die  Reihenfolge  der  drei  Werte  P«  P»  P«  ihrer  al- 
gebraischen Gröfse  nach  unterworfen  werden  kann,  nämlich: 


I. 

P*   >  J'o    >  Pa 

11. 

Pa>  Pi>  P« 

ni. 

P*   >   Pa>   Pc 

IV. 

Pc>   Pa>   P» 

V. 

Po    >   Pö>   P^ 

VI. 

Pa  >  Pc   >    Pö. 
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Wie  aber  auch  die  drei  gegebenen  Gröfsen  P«  Pb  Pc 
ihren  Werten  nach  beschafiPen  sein  mögen,  ob  positiv  oder 
negativ,  immer  werden  sie  sich  in  algebraischer  Aufeinander- 
folge anordnen  lassen,  und  immer  können  wir  die  Benennung 
der  drei  Hauptaxen  so  wählen,  dafs  ein  beliebiger  jener 
sechs  Fälle  eintritt.     Hierzu  wählen  wir  den  Fall  IL: 

Pa>   Pö>   Po] 

unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  Fokalkegelschnitt  in  der 
[a 6] -Ebene  Ellipse,  in  der  [ac|- Ebene  Hyperbel,  in  der 
[6c] -Ebene  imaginär,  und  wir  bezeichnen  die  drei  Fokal- 
kegelschnitte demgemäfs  durch: 

E^'l      i?<*?      Jl"  • 

aö  ac  bc 

Sie  stehen  mit  den  Kegelschnitten  in  den  drei  Haupt- 
ebenen, welche  dem  räumlichen  Polarsystem  selbst  angehören, 
in  einem  einfachen  Zusammenhang;  da  nämlich  die  Axen 
des  Fokalkegeischuitts  uud  des  Hauptkegelschnitts  in  der- 
selben Hauptebene  zusammenfallen ,  die  zugehörigen  Potenzen 
aber  z.  B.  in  der  [a6]-Ebeiie  folgende  sind:  FQr  den 

Hauptkegelschnitt:         Fokalkegelschnitt: 

Pb  Pb   —  Pci 

SO  werden  die  Differenzen  einander  gleich  seiu: 

Pa-Pb==  {Pa  -  Po)  -  (Pb    -  Pc), 

folglich  koinzidieren  die  Brennpunkte  beider  Kegelschnitte, 
d.  h.: 

Fokalkegelschnitt  und  Hauptkegelschnitt  in 
derselben  Hauptebene  des  räumlichen  Polarsystems 
sind  allemal  konfokale  Kegelschnitte. 

Der  Wert  P«  —  Pc  bestimmt  für  den  Fokalkegelschnitt 

(2) 

P!ab  die  Scheitel  der  Fokalellipse  auf  der  o-Axe.  Derselbe 
Wert  in  der  Gestalt  geschrieben:    {Pa  —  Pb)  —  {Po  —  Pt) 

bestimmt  in  der  [ac]-Ebene  für  den  Fokalkegelschnitt  Ha^^ 
die  beiden  Brennpunkte  auf  der  a-Axe,  folglich  sind  die 
Scheitel  der  Fokalellipse  die  Brennpunkte  der  Fokalhyperbel, 
und  in  gleicher  Weise  folgt,  dafs  die  Scheitel  der  Fokal- 
hyperbel koinzidieren  mit  den  Brennpunkten  der  Fokalellipse. 
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Hiermit  ist  aber  der  eine  der  beiden  reellen  Fokalkegel- 
schnitte durch  den  andern  vollständig  bestimmt,  und  wir 
haben  das  Resultat: 

Die  beiden  reellen  Fokalkegelschnitte  liegen 
in  den  zu  einander  rechtwinkligen  Hauptebenen 
der  Art,  dafs  die  Scheitel  der  Fokalellipse  die 
Brennpunkte  der  Fokalhyperbel  und  die  Scheitel 
der  Fokalhyperbel  die  Brennpunkte  der  Fokal- 
ellipse sind. 

Wir  haben  nunmehr  in  jeder  der  drej  Hauptebenen  des 
räumlichen  Polarsystems  zwei  Kegelschnitte,  nämlich  den 
Eernkegelschnitt  des  ursprünglichen  in  der  Hauptebene  ent- 
haltenen Polarsystems  und  den  Fokalkegelschnitt;  wir  wollen 
dieselben  unter  Festhaltung  der  angenommenen  algebraischen 
Aufeinanderfolge : 

in  allen  vier  möglichen  Fällen,  welche  eintreten  können, 
zusammenstellen : 

I.      Pa>0    Pft>0     Pc>0    Ellipsoid: 

Hauptkegelschnitt     Fokalkegelschniit 

[a6]-Ebene:  G«,'  tf'! 

[a  c]-Ebene :  i&ac  Säe 

[6c]-Ebene:  ©L  JTc' 

H.     P«>0    Pä>0    Pc<0  einschaliges  Hyperboloid: 

Hauptkegelschnitt    Fokalkegelschnitt 
[afe]-Ebene:  (sll  eT, 

[ac]-Ebene:  ^ao  -öac 

[öcJ-Ebene:  Qtc  Jbc' 

m.   Pa>0    Pt<0    Pc<0  zweischaliges  Hyperboloid: 

Hauptkegelschnitt     Fukalkegelschuitt 
[a6]-Ebene:  ^^Tt  E^t 

[ac] -Ebene:  §ac  Hae 

(2)  (3) 

.  [fec]- Ebene:  ^^c  Jho ' 
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IV.   Pa<0    Pö<0    Pc<0    imaginäre  Fläche: 

Hauptkegelschnitt    Fokalkegelschnitt 

[a6>Ebene:  ^l  E^'^ 

[ac]-Ebene:  %c  Hai 

[&(^].Ebene:  ^H  JTc' 

(Die    Fokalkegelschnitte   sind    also    auch   für  die   imaginäre 
Fläche  F^^)  reell.) 

Bestimmen  wir  die  Asymptoten  der  Fokalbyperbel  Hal\ 
und  nennen  wir  den  Winkel  zwischen  denselben  2b ^  so 
haben  wir  bekanntlich,  da  Fe  —  J^b  und  P«  —  Pt  die  Potenz- 
werte der  Involutionen  auf  den  Hauptaxen  der  Fokalhyperbel 

sind: 

i*  — p 


Setzen  wir  ferner,  um  einen  reellen  Fall  vor  Augen  zu 
habeli,  die  i^<^  als  zweischaliges  Hyperboloid  voraus,  so  sind 
die  Asymptoten  der  beiden  Haupthyperbeln  bestimmt  durch 
die  Winkel: 

tg2^  =  —  j^  für  die  Haupthyperbel  $^^^ 

a 

tg'g,  =—  y-  für  die  Haupthyperbel  ^Jf*  , 

2%^  und  2q)  sind  aber  zugleich  die  beiden  Kegelöffnungen 
des  Asymptotenkegels  des  Hyperboloids;  die  letzten  Werte 
in  die  obige  Gleichung  eingesetzt  geben: 

COB  W 
COS  B  == ^  , 

woraus  folgt  (S.  62): 

Die  Asymptoten  der  Fokalhyperbel  sind 
die  Brennstrahlen  des  Asymptotenkegels  der 
Fläche   F<^^\ 

Degeneriert  insbesondere  das  Hyperboloid  in  einen  Kegel 
(seinen  Asyraptotenkegel),  so  geht  die  Fokalhyperbel  in  das- 
jenige Linienpaar  über,  welches  die  Brennstrahlen  des  Kegels 
bilden;  die  Fokalellipse  zieht  sich  auf  einen  Punkt  (Null- 
k^elschnitt)  zusammen. 

Aus  der  vorigen  Zusammenstellung    erkennen    wir,    da 
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Hauptkegelschnitt  und  Fokalkegelschnitt  in  derselben  Ebene 
immer  konfokal  sind,  dafs  diese  Kegelschnitte  anter  Um- 
standen gemeinschaftliche  Punkte  haben,  nämlich  in  den 
Fällen  I.  und  III.,  d.  h.  beim  £llipsoid  und  zweischaügen 
Hyperboloid,  also  bei  den  jP^^  mit  Berührungsebenen  ellip- 
tischen Charakters  (S.  482);  denn  zwei  konfokale  Ellipsen 
können  niemals  reelle  Schnittpunkte  haben,  ebensowenig  wie 
zwei  konfokale  Hyperbeln ;  dagegen  müssen  eine  Ellipse  ond 
eine  mit  ihr  konfokale  Hyperbel  sich  immer  in  vier  reellen 
Punkten  schneiden,  die  symmetrisch  zu  den  Haaptaxen 
liegen.*) 

Wir  haben  daher  beim  EUipsoid  (I.)  vier  reelle  Schnitt- 

(2)  ii\ 

punkte  der  Kegelschnitte  (Sac  und  Hac  in  der  [ac]-Ebene 
und  beim  zweischaligen  Hyperboloid  (III.)  vier  reelle  Schnitt- 

(2)  (8) 

punkte  der  Kegelschnitte  Qab  und  Eab  in  der  [a&]-Ebene. 
Diese  vier  ausgezeichneten  Punkte  sollen  die  Kreis  punkte 
der  Fläche  F^^^  genannt  werden;  sie  liegen  beim  Ellipsoid 
in  derjenigen  Hauptebene,  welche  die  gröfste  und  kleinste 
Hauptaxe  desselben  enthält,  beim  zweischaligen  Hyperboloid 
in  derjenigen  Hauptebeue,  welche  die  reelle  Hauptaxe  und 
die  (im    algebraischen  Sinne)   gröfsere    imaginäre  Hauptaxe 

*)  Wir   erkennen    dies    unmittelbar    aus    den  Brennpunktseigen 
fichaften  der  Kegelschnitte:    Sind  \  und  fi  die  beiden  reellen  Brenn- 
punkte zweier  konfokalen  Kegelschnitte,  so  müfste  für  den  Fall  zweier 
Ellipsen,  wenn  p  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  derselben  wäre   ond 
2a,  2ai  die  Axen  bedeuten,  sein: 

))f  +  ^?fi  =  2a  iJf +  Pfi==2a,, 

also  a«=ai,  d.  h.  die  Ellipsen  identisch  sein;  für  den  Fall  zweier 
Hyperbeln: 

Pf  -  Pfi  ==  ±  2a  ^)f  -  \iU  =  ±  2a, . 

also  a  SS  -f-  «1 ,  d.  h.  ebenfalls  die  Hyperbeln  identisch  sein. 
Dagegen  für  den  Fall  einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel  ist: 

Pf  +  Pfi  =  2a  Pf  —  pfi  =  ±  2a| , 

also  wird: 

Pf  =  a=h  «1 
Pfi  =  <»=Föi» 

daher  giebt  es  in  der  That  vier  reelle  symmetrisch  zu  den  Axen  lie- 
gende Punkte,  welche  der  Ellipse  und  der  mit  ihr  konfokalen  Hyperbel 
gemeinschaftlich  sind. 
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enthält.  Die  Kreispunkte  einer  Fläche  2.  0.  besitzen  eine  leicht 
erkennbare  ausgezeichnete  Eigenschaft;  wir  wissen  nämlich, 
dafs  jeder  Punkt  ^  eines  Fokalkegelschnitts  der  Mittelpunkt 
eines  rotatorischen  Polarbtindels  ist  im  räumlichen  Polar- 
system, und  dafs  die  Tangente  des  Fokalkegelschnitts  in 
diesem  Punkte  ^  die  Rotationsaxe  ist,  also  die  auf  ihr  recht- 
winklige Ebene  in  '^  eine  orthogonale  Strahleninvolution 
enthält,  welche  ihr  in  dem  Polarbündel  ^^^)  zugehört.  Fassen 
wir  nun  insbesondere  einen  der  Kreispuukte  auf,  in  wel- 
chem der  Fokalkegelschnitt  den  Hauptkegelschnitt  trifiPt,  so 
wird,  da  diese  beiden  konfokalen  Kegelschnitte  sich  recht- 
winklig durchschneiden  (Th.  d.  K.  8.  3ö2)  die  Tangente  des 
Fokalkegelschnitts  in  einem  Kreispunkte  Normale  des  Hlaupt- 
kegelschnitts  sein  und  umgekehrt,  also  die  zu  jener  Tangente 
in  ^  gelegte  Normalebene  die  Berührungsebene  der  F^^^  in 
dem  Punkte  ^  und  zugleich  die  Trägerin  einer  ortho- 
gonalen Strahleninvolution,  deren  Doppelstrahlen  nach  den 
unendlich-entfernten  imaginären  Kreispunkten  der  Berührungs- 
ebene hingehen.  Hierdurch  rechtfertigt  sich  die  obige  Be- 
zeichnung „Kreispunkte  der  Fläche  i^(^)'^,  weil  die  Berüh- 
rungsebene in  einem  solchen  Punkte  der  Fläche  dieselbe  in 
einem  Nullkreise  oder  in  einem  imaginären  Linienpaare 
schneidet,  welches  nach  den  unendlich-entfernten  imaginären 
Kreispuukten  hingeht. 

Zugleich  erhellt,  dafs  jede  Ebene,  die  zu  einer  Berüh- 
rungsebene in  einem  Kreispunkte  der  i^('^>  parallel  läuft,  die 
Fläche  F^^^  in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Kreise  schnei- 
den mufs ,  weil  die  unendlich-entfernte  Gerade  einer  solchen 
Ebene  die  Trägerin  einer  zugehörigen  Punktinvolution  im 
räumlichen  Polarsystem  ist,  deren  Doppelpunkte  die  imagi- 
nären Kreispunkte  sind.  Da  nun  die  vier  reellen  Kreispunkte 
die  Endpunkte  zweier  Durchmesser  eines  Hauptkegelschnitts 
sind,  so  folgt,  dafs  es  zwei  bestimmte  Stellungen  für 
eine  Ebene  giebt,  die  eine  gegebene  Oberfläche 
2.  0.  (Ellipsoid  oder  zweischaliges  Hyperboloid) 
in  einem  Kreise  schneiden  soll.  Diese  Stellungen 
sind  parallel  den  Berührungsebenen  in  den  Kreis- 
punkten der  JPt^>  und  enthalten  also  die  Richtung 
einer  der  drei  Hauptaxen.    Die  dadurch  erhaltenen 
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Parallelebenenbüschel  enthalten  zwei  Seharen  von 
Kreisen,  welche  die  Fläche  jP^*^  doppelt  erfüllcD, 
Den  Übergang  von  den  reellen  zu  den  imaginären 
Kreisen  bilden  die  Kreispunkte  (NuUkreise)  der 
Fläche.*) 

Während  hier  vermittelst  der  Kreispunkte  (die  den  Über- 
gang von  den  reellen  zu  den  imaginären  Kreisen  der  Fläche 
F^^>  bilden)  nur  beim  Ellipsoid  und  zweischaligen  Hyperboloid, 
also  den    Flächen    mit   elliptischen    Berührungsebenen ,    die 
Kreisschnitte  sich  uns  darbieten,  finden  wir  bei  den  beiden 
übrigen  Mittelpunktsflächen  ^    dem   einschaligen  Hyperboloid 
und  der  imaginären  Fläche,  die  beiden  Stellungen  der  Kreis- 
schnittebenen  vermittelst  des  Asymptotenkegels  und  erkennen, 
dafs   beim  einschaligen  Hyperboloid  die   beiden  Büschel  von 
Parallelebenen    sämtlich    reelle   Kreise,    bei   der«-  imaginären 
Fläche  sämtlich  imaginäre  Kreise  ausschneiden.     Das  Polar- 
bündel 3)l<^\    welches    dem  Mittelpunkt  2)1   des    räumlichen 
Polarsystems    zugehört,    hat    nämlich    zur    Kernfläcfae    den 
(reellen   oder  imaginären)  Asymptotenkegel  der  Fläche  F^^j 
und  jede  Ebene,    welche   diesen  Asymptotenkegel   in  einem 
Kreise  schneidet,  mufs  auch  die  jP<^'  in  einem  Kreise  schnei* 
den,  wie  offenbar  einleuchtet,  weil  jede  Ebene  die  Fläche  F^^^ 
und  ihren  Asymptotenkegel  in  ähnlichen  und  ähiniich-li^^- 
den  konzentrischen  Kegelschnitten  schneidet.  Wir  haben  aber 
für  jedes   Polarbündel  (S.  57)    zwei   reelle  Stellungen   einer 
Ebene  ermittelt,   die   den  Kemkegel  in   einem  (reellen  oder 
imaginären)  Kreise  schneidet;  dieselben  bestimmen  also  gleich- 
zeitig die  Kreisschnitte  der  F^^  unabhängig  von  den  Fokal- 
kegelschnitten.   Wir  werden  indessen  später  (§  66)  auch  von 
diesem    Gesichtspunkte   aus   zu   den   Kreisschnitten   für  alle 
vier  Mittelpunktsflächen    gelangen,    mögen    die   Kreispunkte 
derselben  reell  vorhanden  sein  oder  nicht.    Zuvörderst  wollen 
wir  aber,   bevor  wir  zu  weiteren  Eigenschaften  der  Fokal- 
kegelschnitte übergehen,   die  vorige  Untersuchung  ergänzen 
für  die  beiden  Paraboloide. 


*)  Hieraus  entspringt  die  anscfaaaliche  DarsteUang  der  Flächen  2.0. 
durch  Kartonmodelle  von  Prof.  Dr.  A.  Brill,  Verlag  von  L.  Brill  i^ 
Darmstadt. 
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§  63«   Die  FokalkegelBOhnitte  bei  den  Paraboloiden« 

Unsere  vorige  Untersuchung  (§  61  und  §  62)  setzte  voraus, 
dafs  der  Mittelpunkt  des  gegebenen  räumlichen  Polarsystems 
im  Endlichen  liegt  und  der  Durcfaschnittspunkt  der  drei  im 
Endlichen  verlaufenden  Hauptaxen  ist.  Setzen  wir  jetzt  ein 
räumliches  Polarsystem  voraus^  bei  welchem  der  Pol  der  un- 
endlich-entfernteu  Ebene  s^  selbst  in  ihr  liegt  (»s  W^\  also 
die  Eernfläche  ein  Faraboloid  ist,  so  haben  die  Strahlen  durch 
^Sl"^ y  welche  in  i^  liegen,  ihre  konjugierten  Strahlen  auch 
in  s^  und  durch  ^t""  gehend ,  und  diese  Paare  konjugierter 
Strahlen  bilden  eine  Strahleninvolution  (welche  elliptisch  oder 
hyperbolisch  ist,  je  nachdem  das  Paraboloid  elliptisch  öder 
hyperbolisch  ist);  ferner  bat  diese  Strahleninvolution  ein  ein- 
ziges bestimmtes  Paar  rechtwinkliger  konjugierter  Strahlen 
b"^  und  c*  (Axen),  und  endlich  geht  durch  Wl*^  ein  einziger 
unmittelbar  zu  bestimmender  Strahl  a,  welcher  das  Para- 
boloid in  einem  solchen  Punkte  (5  trifft,  dafs  die  Berührungs- 
ebene in  (£  auf  dem  Strahle  a  normal  steht,  oder  mit  andern 
Worten:  die  zu  der  Richtung  nach  W^  normale  «Stellung  be- 
stimmt in  £^  eine  Gerade,  durch  welche  nur  noch  eine  zweite 
Berührungsebene  an  das  Paraboloid  gelegt  werden  kann ;  diese 
berührt  in  (B,  dem  Scheitel  des  Paraboloids ;  1 8  ^{"^  |  ==  a  ist 
die  endliche  Hauptaxe  desselben;  die  beiden  endlichen  Haupt- 
ebenen : 

[o6*]     und     [ac*] 

schneiden  das  Paraboloid  in  Parabeln: 

Taft*  'rac^  > 

• 

welche  in  a  ihre  gemeinschaftliche  Axe  und  ihre  Offnungen 
entweder  nach  derselben  oder  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tangen  haben,  je  nachdem  das  Paraboloid  ein  elliptisches 
oder  ein  hyperbolisches  isi  Die  dritte  Hauptebene  ist  £^, 
eine  BerOhrungsebene  des  Paraboloids,  und  schneidet  dasselbe 
entweder  in  einem  reellen  oder  imaginären  Linienpaar,  je 
nachdem  das  Paraboloid  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist 
(§  29  und  §  57). 

Dies  vorausgeschickt,  suchen  wir  nach  solchen  Punkten 
^    im  Räume,  für  welche  die  dem  räumlichen  Polarsystem 
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zugehörigen  Polarbüudel  rotatorisch  werden^  oder  der  Be- 
rührungskegel aus  ^  an  das  Paraboloid  ein  Rotationskegel 
(gerader  Kegel)  wird.  Zuvorderst  ist  klar^  da&  in  der  Ebene 
6^  keine  reellen  Punkte  ^  von  der  verlangten  Art  vorkom- 
men können  mit  Ausnahme  des  einzigen  Punktes  ^l"^ ;  denn 
jeder  Punkt  in  £^  ist  Mittelpunkt  eines  reellen  Berührungs- 
kegels  an  das  Paraboloid,  und  dieser  Kegel  ist  immer  ein 
parabolischer  üylinder,  also  niemals  ein  Rotationskegel,  anfser 
in  dem  besonderen  Falle ,  wenn  er  in  eine  Ebene  (c^)  aus- 
artet, also  ^  in  ^l"^  liegt.  Diese  Berübrungsebene  e^  kann 
als  ausgearteter  Rotationskegel  betrachtet  werden,  und  die 
Hauptaxe  a  des  Paraboloids  als  Rotationsaxe. 

'  Wir  schränken  ferner  die  Untersuchung  wesentlich  ein 
durch  die  Bemerkung,  dafs  aufserhalb  der  beiden  Hauptebenen 
[a6*J  und  [ac"^^  überhaupt  Punkte  ^  von  der  verlangten 
Art  nicht  vorhanden  sein  können.  In  der  That,  nehmen  wir 
an,  der  Punkt  ^  im  Räume  habe  die  verlangte  Eigenschaft, 
Mittelpunkt  eines  rotatorischen  Polarbündels  zu  sein,  und  l 
sei  die  Rotationsaxe  desselben,  also  zugleich  die  Axe  einer 
orthogonalen  Ebeneninvolution  im  räumlichen  Polarsystem, 
dann  wird  jede  durch  l  gelegte  Ebene  zu  ihrem  Polarstrahl 
im  Polarbündel  ^^<^)  die  Normale  dieser  Ebene  im  Punkte  "^ 
haben.  Denn  nur,  wenn  dies  der  Fall  ist,  werden  beide  Be- 
dingungen erfüllt:  einmal  liegen  die  Polarstrahlen  aller  durch 
l  gelegten  Ebenen  in  der  Normalebene  von  l,  also  ist  {  eine 
Hauptaxe  des  Polarbündels  '^^^^  und  zweitens  ist  die  zu  {  za- 
gehörige Ebeneninvolution  eine  orthogonale.  Giebt  es  da- 
gegen nur  eine  einzige  Ebene  durch  l,  deren  Polarstrahl  im 
Bündel  nicht  zu  ihr  rechtwinklig  ist,  so  kann  zwar  immer 
noch  die  zu  l  zugehörige  Ebeneninvolution  eine  orthogonale 
sein,  aber  nicht  mehr  l  eine  Hauptaxe  des  Polarbündels. 
Nun  giebt  es  aber  im  allgemeinen  immer  durch  l  eine  Ebene, 
deren  Polarstrahl  nicht  zu  ihr  rechtwinklig  ist^  nämlich  die 
Ebene  [{^It"^]  mit  der  Ausnahme,  dals  {  (also  natürlich  auch 
^)  in  einer  der  beiden  Hauptebenen  [a6*]  oder  [ac*]  des 
räumlichen  Polarsystems  liegt.  Denn  die  Ebene  [IWi'] 
schneidet  €^  in  einem  Strahle  Z*,  dessen  konjugierter  Strahl 
2^  sei;  der  konjugierte  Strahl  von  l  sei  ü,;  da  nun  l  und  /* 
sich  treffen,   so   müssen  auch  2,  und  r^  sich  treffen,  und  ihr 
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Schmttpunkt  wird  der  Pol  der  Ebene  [2^2°^];  ziehen  wir  also 
Yon  ^  nach  dem  Schnittpunkte  (lyli)  einen  Strahl,  so  ist 
dies  der  konjugierte  Strahl  zur  Ebene  [Z'3){*]  im  Polarbün- 
del '^(^>.  Da  aber  die  konjugierten  Strahlen  2**  und  t^  nicht 
zu  einander  rechtwinklig  sind,  aufser  wenn  sie  mit  b"^  und 
d^  zusammenfallen,  so  wird  auch  die  Ebene  [{"iDi"^]  nicht  recht- 
winklig stehen  auf  einem  Strahle,  der  von  ^  nach  dem 
Schnittpunkte  (l^V^)  hingeht,  aufser  wenn  l,  also  auch  % 
in  einer  der  Hauptebeuea  [a6*]  oder  [ac*]  liegt. 

Wir  brauchen  nunmehr  nur  diese  beiden  Hauptebenen 
zu  durchmustern.  Die  Hauptebene  [ab'^]  ist  die  Trägerin 
eines   ebenen   Polarsjstems ,   dessen  Eernkurve  eine  Parabel 

^^^oe  ist,  die  zum  Scheitel  @,  zur  Hauptaxe  a  hat;  ihr  Brenn- 
punkt sei  fft*  Bii^e  beliebige  Gerade  l  in  dieser  Ebene  habe 
zum  konjugierten  Strahle  2,  im  räumlichen  Polarsystem ,  eine 
Gerade,  die  in  )), ,  dem  Pole  der  Geraden  l  in  Bezug  auf  die 
Parabel,  rechtwinklig  auf  deren  Ebene  steht  und  der  Träger 
einer  Punktinvolution  ist,  deren  Mittelpunkt  p^  ist;  durch 
irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  j:  j:'  ist  also  der  Wert 
der  konstanten  Potenz: 

gegeben.  Fällen  wir  aus  p,  das  Perpendikel  auf  die  Ge- 
rade l  und  nennen  q  den  Fufspunkt  desselben,  so  hat  das 
Dreieck  Q{j:j:'  den  Höhenpunkt  )),  in  der  Höhe  q))|  gelegen, 
so  dafs 

ist.  Da  aber  bei  der  Veränderung  des  Punktepaares  j:  x'  das 
erste  Glied  der  linken  Seite  unverändert  bleibt,  so  bleibt  auch 
der  Punkt  p  unverändert  und  wird  bestimmt  durch  jlie  Be- 
dingung : 

Hierdurch  wird  zu  der  willkürlich  gewählten  Geraden  l  ein 
bestimmter  Punkt  ^  zugeordnet  (wie  in  §61);  diese  beiden 
zugeordneten  Elemente  sind  Polare  und  Pol  eines 
neuen  ebenen  Polarsystems  (in  der  [a&'^-Ebene),  wie 
wir  aus  folgender  Betrachtung  erkennen: 

Wir   verschieben  zuerst  eine  veränderliche  Gerade  l  in 

ScHB&rsB,  Th«or.  d.  Obexfl.  8.  Ordn.  87 


578  §  63.    Die  FokalkegelBcfanitte  bei  den  Paraboloiden. 

der  Ebene  [aV^]  senkrecht  zur  Parabelaxe  a,  dann  wird  sich 
auch  der  Punkt  )),  mit  dem  Punkte  q  auf  derselben  so  rer- 
ändern;  dafs  die  Mitte  zwischen  ))|q  der  feste  Seheitel  *3 
der  Parabel  bleibt;  denn  die  Punkte  q  und  p,  dnrcb laufen 
eine  gleichseitig-hyperbolische  Punktinvolution,  deren  im  End- 
lichen liegender  Doppelpunkt  @  ist.  Der  Punkt  p  wird  aber 
bestimmt  durch  die  Bedingung: 

und  es  ist  die  Abhängigkeit  der  Punkte  q  und  )p  ¥on  ein- 
ander zu  ermitteln  y  denn  die  in  q  auf  der  Parabelaxe  in  der 
Ebene  derselben  normal  stehende  Gerade  ist  l.  Die  in  p, 
auf  der  Parabelebene  normal  stehende  Gerade  2,  ist  die 
Trägerin   einer  Punktinvolution ,  deren   Potenz  Pp,   ermittelt 

wird  durch  die  Parabel  -jS^^  in  der  andern  Hauptebene  [ac*]. 

Diese  Parabel  hat  ebenfalls  (£  zum  Scheitel ;  ihr  Brennpunkt 
sei  fo,  dann  ist  bekanntlich: 

(Th.  d.  K.  S.  197);  also  wird  die  vorige  Bedingung: 

und  da 

Piq=2.^,@ 
ist;  so  folgt: 

und  da 

iq<)i««q© 
ist,  so  folgt: 

d.  h.   die  Mitte  des  veränderlichen  Punktepaares  q  )>  ist  der 

feste  Brennpunkt  fc  der  Parabel  ^^^j^ .     Das  Punktepaar  q  i? 

durchläuft  also  eine  neue  gleichseitig -hyperbolische  Piinkt- 
involution,  deren  im  Endlichen  liegender  Doppelpunkt  der 
Brennpunkt  f<.  der  andern  Haupt-Parabel  ist. 

Zweitens  drehen  wir  eine  veränderliche  Gerade  {  in  der 
Ebene  [a2)''j  um  den  festen  Brennpunkt  f^  und  untersuchen 
dabei  die  Abhängigkeit  des  Punktes  p  von  L    Ihr  Pol  p^  in 

Bezug  auf  die  Parabel  ^]^**od  bewegt  sich  dabei  auf  der  Leit- 
linie B  der  Parabel  und  ist  der  Durchschnittspunkt  des  in 
\b  auf  der  Geraden  {  errichteten  Perpendikels  mit  der  Leit- 
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linie  B,  wie  aus  bekannten  Eigenschaften  der  Parabel  folgt 
Fällen  wir  daher  aus  p|  ein  Perpendikel  auf  l,  so  wird  der 
Fnfspunkt  q  desselben  der  unveränderliche  Punkt  f^,  und  um 
den  Punkt  p  auf  diesem  Perpendikel  zu  finden ,  haben  wir 
die  Bedingung: 

es  bleibt  aber  noch  die  Potenz  Pp,  zu  ermitteln.    Zu  diesem 

Behufe  legen  wir  durch  die 
Leitlinie  B,  welche  von  der 
a-Axe  in  m  getroffen  werden 
möge,  eine  Ebene  normal 
zur  Hauptebene  [a6*];  diese 
schneidet  das  Parabolöid  in 
einem  Kegelschnitt,  dessen 
tL=Axe  Mittelpunkt  m  ist,  dessen 
eine  Hauptaxe  B  ist,  uud  des- 
sen andere  Hauptaxe  also  in 
m  auf  der  ersten  senkrecht 
steht;  die  Potenzen  der  zu- 
gehörigen Punktinvolutionen 
sind  folgende:  trifft  l  die 
Leitlinie  $  in  ^i,  so  ist  die 
Potenz  auf  B  (Kig.  31): 

und  die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  der  andern  Hauptaxe 
dieses    Kegelschnitts    leicht    zu    finden    durch    die    Parabel 

1^1*]»;   nämlich  nach  dem  Vorigen: 

=  4 .  S  in  .  S  f  c  =  2  f  6  in  .  S  f  c , 
oder,  denken  wir    uns  die  Strecke  f^^fo   über  f«  hinaus    um 
sich  selbst  verlängert  bis  n,  so  dafs 


I 

/ 

^J 

\ 

in 

•              ^"^ 

"^/ . 

n 

Tll 

S 

A\ 

*, 
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c 

wird,  dann  ist: 


2©fc 


ntn 


also  die  Potenz 

Pm  =  f 6  ni .  nt  n , 

und   hieraus  *  läfst  sich   die   Potenz   Pp.  ausdrücken  (S.   561): 

Pp.  :  Pm  =  Vi»>l  'Vl^^> 


also  wird: 


37 
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demnach  wird  die  vorige  Bedingung: 

l>it6  •  mn  +  ^,  ^  .  föm  =  0, 
oder: 

pi  p  __  J?JL 

d.  h.  wenn  wir  uns  durch  den  oben  konstruierten  Punkt  n 
eine  Parallele  C  zur  Leitlinie  B  gezogen  denken,  so  ist  der 
gesuchte  Punkt  ^  der  Durchschnittspunkt  derselben  mit  der 
Verbindungslinie  |  pi  f^  |*  Bei  der  Drehung  von  l  durchläuft 
also  der  Punkt  ^,  die  Gerade  B .  und  der  Punkt  ^  die  feste 
Gerade  (7;  bezeichnen  wir  noch  den  Schnittpunkt  der  Geraden 
{  mit  C  durch  ))\  so  ist: 

n  ^  .  n  ^' n  f  ,*, 

also  sind  ^  f)'  ein  Paar  konjugierter  Punkte  einer  Punkt- 
involution auf  C. 

Nachdem  wir  für  zwei  besondere  Lagen  der  Geraden  / 
die  Abhängigkeit  des  zugehörigen  Punktes  p  ermittelt  haben, 
wird  es  leicht  sein,  für  eine  ganz  beliebige  Lage  von  l  den 
zugehörigen  Punkt  ))  zu  konstruieren. 

Wir  nehmen  eine  beliebige  Gerade  l  in  der  Haupt- 
ebene  [a  V^'\  und  konstruieren  zuerst  ihren  Pol  p,   in  Bezug 

auf  die   Parabel  S^^H^    in  folgender  Weise  (Fig.  32): 

Ist  fft  der  Brennpunkt,  B  die  Leitlinie  der  Parabel,  nnd 
schneidet  l  die  Parabelaxe  a  in  a,  die  Leitlinie  J?  in  b,  so 
wird  die  Polare  von  a  die  in  a  auf  der  Parabelaxe  errichtete 

Senkrechte  sein,  wo 

a  ®  a=  ®  a' 

ist,  und  die  Polare  von  b  die  auf  der  Verbindungslinie  |bf» 
im  Punkte  \b  errichtete  Senkrechte.  Der  Schnittpunkt  der 
beiden  Polaren  von  a  und  b  ist  aber  der  Pol  pi  der  Geraden 
l.  Es  hangt  also  im  Grunde  die  Konstruktion  des  zu  der  ge- 
gebenen Geraden  l  zugehörigen  Poles  !|),  allein  ab  von  den 
beiden  festen  Punkten  f^  und  (S,  Brennpunkt  und  Scheitel 
der  Parabel.  Um  nun  den  Punkt  ))  zu  konstruieren,  mQ39en 
wir  von  :|),  das  Perpendikel  ))|  q  auf  l  herablassen  und  auf 
demselben  den  Punkt  ^  demgemäls  bestimmen,  dafs 
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wird;  also  ist  zunächst  die  Potenz  Pp^  zu   ermitteln.     Dies 


Fig.  92» 


geschieht,  indem  wir  zuerst  die  Potenz  Pq-  der  Punktiuvolu- 
tion  ausdrücken,  welche  dem  in  a'  errichteten  Perpendikel 
auf  der  Ebene  [aft"^]  zugehört;  nämlich  aus  der  Eigenschaft 

der  Parabel  ^^^j«  folgt: 

P«'  =-  4  ©  f 0 .  ®  a'  «=  m  n  .  a  a  ; 

sodann  betrachten  wir  in  der  durch  ja  pj  auf  der  Ebene 
[a  i"*]  senkrecht  errichteten  Ebene  den  Durchschnittskegel- 
schnitt; für  welchen  a'  der  Mittelpunkt  ist;  bezeichnen  wir 
endlich  noch  den  Durcbschnittspunkt  von  |a!pi|  mit  l  durch 
b^    so   sind  pi   und   b  konjugierte  Punkte  für  den    letzteren 

Kegelschnitt,  also: 

P,,  :Pa'-b»),  :ba; 

also  ist  Pp^  gefunden: 


Pii.  =  m  n  .  a  a' . 


ba 
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Da  aber  wegen  der  Ähnlichkeit  der  rechtwinkligen  Drei- 
ecke aa  b  und  ^^  qb: 

b?    -    qb 

ist,  so  folgt: 

Pbpt 
p.  —  m  n  .  i;^  •  q  Pi ; 

wenn  wir  diesen  Wert  substituieren  in  die  obige  Bedingung 
zur  Bestimmung  von  )f,  so  folgt: 

1Ab-s  JÜJL. 

wenn   wir  daher  aus  ^  das  Perpendikel  ))a|    auf  die  a-Aze 
herablassen,  so  dafs  sich  verhält: 

bq  tt^tti 

so  folgt  die  einfache  Beziehung: 

tn  ti  =  a'  cij , 
oder,  wenn  wir  die  Gleichheiten  hinzufügen: 

a  ®  =  @  a' 

©  m  =  f  6  ® 

nfc=  fcfft 


d.  h.  wenn  wir  die  Strecke  a  fo  über  fc  hinaus  um  sich  selbst 
verlängern,  so  ist  der  Endpunkt  der  Verlängerung  a,  der- 
jenige Punkt,  in  welchem  ein  Perpendikel  auf  der  a-Axe 
errichtet  durch  ^  geht,  d.  h.  das  aus  ^|  auf  {  herabgelassene 
Perpendikel  in  p  trifft. 

Zweitens  haben  wir  eine  andere  Beziehung  zur  Be- 
stimmung für  die  Lage  des  Punktes  ));  es  verhält  sich 
nämlich  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke: 

an   ac 

m  n        b  c' 

wo  c  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  l  und  C  ist,  und, 

da  vorhin  m  n  =  a'  a,  gefunden  wurde : 

g'at  an        am 

b  c         ac         ab  ' 

und  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  amb  und  )>, qb  folgt: 
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mb  bq  ' 

oder  nach  dem  Obigen: 

attf  * 
die  beiden  Gleichangen: 

tt'ai       am 
b  c        ab 

»iP  __  ab 
tt'  tt|       m  b 

liefern  durch  Multiplikation  die  Beziehung: 

'   hl  „  — "?• 
b  c        mb' 

femer  wird^  da  die  Gerade  |  f»  ^i  |  rechtwinklig  steht  auf  der 
Geraden  \h\t\}  das  Dreieck  (ntf»  ähnlich  sein  dem  Dreieck 
f^  a  pi;  also  verhält  sich: 

mb        a'U 

oder,  da  (S  die  Mitte  sowohl  yon  aa',  als  auch  Ton  mf^ 
ist;  also: 

in  Ä  =  Ä  f  6 , 

können  wir  auch  schreiben: 

am       }ßih 


mb        bf^ 

und  nach  dem  Obigen: 

oder: 

bc         bf^  ' 

b  \b        pi  f  6  . 
b  c          pi  p  ' 

da  endlich  die  beiden  Dreiecke  f&  i  c  und  f» ))(  ^  die  Winkel 
in  (  und  p^  gleich^  die  sie  einschliefsenden  Seiten  proportional 
haben,  so  sind  sie  ähnlich,  also  auch  die  Winkel  bei  f^  einan- 
der gleich;  hieraus  folgt ^  dals  auch 

LhUh=LcUV 

ist;  und  da  ersterer  90^^  ist;  so  ist  auch 

Die  Konstruktion  des  Punktes  p  gestaltet  sich  nunmehr 
folgendermafsen : 
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Die  Gerade  l  schneidet  die  a-Äxe  in  a  und  die  zu  ihr 
rechtwinklige  feste  Gerade  (7  in  c;  auf  der  a-Axe  ist  der  feste 
Punkt  \b  bekannt,  und  die  Mitte  seines  Abstandes  von  C  ist 
der  feste  Punkt  fc;  man  mache 

und  errichte  in  a,  ein  Perpendikel  auf  der  o-Axe;  man 
ziehe  c  f^  und  errichte  eine  Senkrechte  darauf  in  f»;  diese 
trifft  das  vorige  Perpendikel  in  dem  gesuchten  Punkte  p. 

Vergleichen  wir  aber  diese  Konstruktion  mit  derjenigen, 
(S.  580)  vermittelst  welcher  wir  vorhin  zu  der  Geraden  l  ihren  Pol 

:pi  in  Bezug  auf  die  Parabel  $^^^«>  fanden,  so  sehen  wir,  dafs 

beide  Konstruktionen  im  wesentlichen  übereinstimmen,  nur 
die  konstanten  Elemente  beider  Konstruktionen  sind  ver- 
schieden; an  Stelle  der  Punkte  f»  und  (S  sind  die  Punkte  f» 
und  fc ,  oder  an  Stelle  von  f »  und  B  sind  f ^  und  C  getreten. 
Waren  also  vorher  pi  und  l  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf 
eine  Parabel,  für  welche  f»  und  B  Brennpunkt  und  Leitlinie 
sind,  so  müssen  auch  jetzt  ^  und  l  Pol  und  Polare  sein  in 
Bezug  auf  eine  neue  Parabel,  für  welche  f^  und  C  Brenn- 
punkt und  Leitlinie  sind. 

Wir  haben  also  folgendes  Resultat  gefunden: 

Die  oben  konstruierten  zusammengehörigen 
Elemente  l  und  p  sind  Polare  und  Po.l  eines  neuen 
ebenen  Polarsystems  in  der  Hauptebene  [a6*],  dessen 
reeller    Kernkegelschnitt    eine     Parabel    ist,    für 

welche  der  Brennpunkt  f^  des  Hauptschnittes  ^^^« 
ebenfalls  Brennpunkt  und  der  Brennpunkt  f«  des 
andern  Hauptschnittes  ^^^^  Scheitel  ist.  Wir  be- 
zeichnen diese  neue  Parabel  durch 

p(«) 
«*» 

und  wissen,  dafs  die  beiden  Parabeln  ^p^^»  ^^^  -^2»  ^o^' 
fokal  sind,  denn  sie  haben  die  gemeinschaftlichen  Brennpunkte 
fft  und  3Ji*.  In  gleicher  Weise  finden  wir  in  der  zweiten 
Hauptebene  [ac*]  eine  neue  Parabel,  welche  umgekehrt  f- 
zum  Brennpunkt  und  f»  zum  Scheitel  hat.  Diese  beiden 
Parabeln  in  den  zu  einander  rechtwinkligen  Hauptebenen  des 
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Paraboloids  Dennen  wir  die  Fokalkegelschnitte  des 
Paraboloide: 

PiJ».    und     P^i 

und  sehen  demnach,  dafs  der  Brennpunkt  der  einen 
Parabel  der  Scheitel  der  andern  ist  und  umgekehrt, 
also  ihre  Offnungen  in  der  gemeinschaftlichen  a-Axe  immer 
entgegengesetzt  gerichtet  sind,  mag  das  Paraboloid  ein  hyper- 
bolisches oder  elliptisches  sein. 

Dieses  Resultat  war  vorauszusehen,  wenn  wir  uns  das 
Paraboloid  als  den  Grenzfall  eines  Ellipsoids  oder  Hyper- 
boloids dachten,  yon  welchem  der  Mittelpunkt  in  die  Un- 
endlichkeit rückt;  es  schien  aber  wünschenswert,  dies  un- 
abhängig von  einem  solchen  Übergange  direkt  nachzuweisen, 
was  im  Obigen  geschehen  ist. 

Die  folgende  Betrachtung  ist  nun  durchaus  gleichlautend 
der  analogen  in  §  61,  indem  die  Fokalkegelschnitte  beim  Para- 
boloid dieselbe  Eigenschaft  darbieten,  wie  bei  einer  Fläche 
i^^^^>,  deren  Mittelpunkt  im  Endlichen  liegt. 

Nehmen  wir  7.  B.  eine  beliebige  Tangente  t  der  Fokal- 
parabel JP^«  und  ihren  Berührungspunkt  t,  sei  ferner  t^  die 

konjugierte  Gerade  zu  ^  im  räumlichen  Polarsystem,  dessen 
Eemfläche  das  Paraboloid  ist,  so  steht  ^,  in  dem  Punkte  tj 
senkrecht  auf  der  Hauptebene  [aV^\  und  t|  ist  der  Pol  der 

Geraden  t  in  Bezug  auf  die  Hauptparabel  ^^^  -    Da  t  und  t 

Tangente  und  Berührungspunkt,  also  auch  Polare  und  Pol 
der  Fokalparabel  und  incident  sind,  so  muCs  t  der  Fufspunkt 
des  aus  t|  auf  t  herabgelassenen  Perpendikels  sein,  folglich 
ii^  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  den  Geraden  t  und  t^. 
Der  Konstruktion  zufolge  wird,  da  in  unserem  besonde- 
ren Falle  :p  und  q  in  t  hineinfallen: 

(tt,)»  +  P..=0, 

also,  wenn  y,  ^  irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  der  Punkt- 
inyolution  ist,  welche  der  Geraden  ty  zugehört: 

(tt,)^  +  t,T.t,T  -0, 

woraus  folgt,  dafs  die  Strahlen  |t;:|  und  |t):'|  zu  einander 
rechtwinklig  sein  müssen,  folglich  auch  die  Ebenen  [^]c]  und 
\}i^9    d.  h.  die  dem  Strahle  t  zugehörige  EbeneninTolution 
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im  räumlichen  Polarsystem  ist  eine  orthogonale.  Zweitens 
besitzt  aber  der  Punkt  t  die  Eigenschaft,  da&  der  Pol  der 
Ebene  [t^,]  auf  t  liegt,  und  diese  Ebene  auf  dem  Strahle  t 
normal  steht,  folglich  ist  t  notwendig  eine  Hauptaxe  des 
Polarbündels  y  welches  dem  Punkte  t  im  raumücben  Polar- 
system zugehört.  Der  Punkt  t  hat  also  die  zu  Anfang  ge- 
forderte Eigenschaft,  dafs  das  ihm  zugehörige  Polarbfindd 
eine  Hauptaxe  hat,  deren  zugehörige  Ebeneninyolution  ortho- 
gonal ist,  oder  dafs  das  zugehörige  Polarbündel  ein  rotatori- 
sches ist,  für  den  reellen  Fall,  der  Berührungskegel  ans  t  an 
das  Paraboloid  ein  gerader  Kegel  ist. 

Wir  können  demgemäis  folgendes  Resultat  aussprechen: 
Ist  ein  Paraboloid  gegeben,  so  besteht  der  Ort 
eines  solchen  Punktes,  dessen  Berührungskegel 
an  das  Paraboloid  ein  gerader  Kegel  (Rotations- 
kegel) wird,  aus  zwei  Parabeln  (Fokalparabeln), 
die  in  den  beiden  Hauptebenen  des  Paraboloids 
liegen  und  mit  den  Hauptparabeln  desselben  kon- 
fokal sind;  der  Scheitel  jeder  dieser  beiden  Fokal- 
parabeln ist  der  Brennpunkt  der  nicht  in  ihrer 
Ebene  liegenden  Hauptparabel.  Die  Fokalparabeln 
haben  also  in  ihren  zu  einander  rechtwinkligen 
Ebenen,  deren  Schnittlinie  ihre  gemeinschaft- 
liche Axe  ist,  zu  Brennpunkten  jede  den  Scheitel 
der  andern;  ihre  Offnungen  sind  daher  entgegen- 
gesetzt gerichtet.  Jede  Tangente  einer  Fokal- 
parabel ist  die  Rotationsaxe  des  Berührungs- 
kegels, welcher  aus  dem  Berührungspunkte  der 
Fokalparabel  an  das  Paraboloid  gelegt  werden 
kann  und  allemal  ein  Rotationskegel  ist;  ist  der- 
selbe nicht  reell,  so  ist  das  ihn  vertretende  Polar- 
bündel ein  rotatorisches. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  übrig,  die  Lage  der  Fokalparabeln 
zu  untersuchen  für  die  beiden  Gattungen  yon  Paraboloiden, 
das  elliptische  und  das  hyperbolische  Paraboloid.  Hierzu  be- 
merken wir  im  voraus,  dals  zwei  konfokale  Parabeln,  deren 
Öffnungen  nach  derselben  Seite  hin  gerichtet  sind,  kernen 
reellen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben  können  (aafser  dem 
unendlich-entfernten  Punkte  der  gemeinschaftlichen  Axe),  da- 
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0 


Flg.  33. 
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gegen  zwei  konfokale  Parabeln,  deren  ÖiB&iungen  nach  ent- 
gegengesetzten Seiten  hin  gerichtet  sind,  zwei  reelle  Schnitt- 
punkte haben  müssen. 

Denn  sei  fe  der  gemeinschaftliche  Brennpunkt  zweier 
Parabeln,  welche  dieselbe  Axe  a  haben,  und  deren  Öffiiungen 
nach  derselben   Seite  hin  gerichtet  sind,   dann    werden  die 

Leitlinien  C  und  C^  dieser  Parabeln 
beide  dieselbe  Hälfte  der  a-Aze,  von 
fc  aus  gesehen,  treffen  und  auf  der 
Axe  normal  stehen  (Fig.  33).    Konnten 

g.«ffee sie    nun    einen    reellen    gemeinschaft- 

Ye  I  r   liehen  Punkt  haben,  so  mü(ste    dessen 

Abstand  von  fo  so  grofs  sein,  wie  sein 
Abstand  von  G  und  von  C|.  Da  die 
letzteren  beiden  Abstände  aber  nie 
gleich  sind,  sondern  immer  um  ein 
endliches  Stück,  den  Abstand  der  beiden  Parallelen  C  und  C^ 
von  einander  verschieden,  so  giebt  es  keinen  gemeinschaft- 
lichen Punkt  zweier  solchen  Parabeln  aufser  dem  unendlich- 
entfernten  Punkte  der  a-Axe. 

Wenn  dagegen  zweitens  f«,  der  gemeinschaftliche  Brenn- 

[)unkt  zweier  Parabeln  ist, 
welche  dieselbe  Axe  a  haben, 
und  deren  Ofinungen  nach  ent- 
gegengesetzten Seiten  hin  ge- 
f  richtet  sind,  dann  werden  die 

Leitlinien  B  und  B^  dieser 
Parabeln  den  gemeinschaft- 
lichen Brennpunkt  f^  zwischen 
sich  haben  (Fig.  34),  und  es 
ist  leicht  ersichtlich,  dals  es 
zwei  symmetrisch  liegende 
!»'  Punkte  f  und  I'  in  der  £bene 

B  \  ß.       giebt,   die  gleich  weit  von  B 

und  B^  und  ebenso  weit  von 
fö  abstehen;  diese  leicht  zu 
konstruierenden  Punkte  müs- 
sen offenbar  beiden  Parabeln  gemeinschaftlich  sein,  die  aufser- 
denfi  in   dem  Punkte  3!lV  die  unendlich -entfernte  Gerade  ge- 
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Fig.  34. 
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meinschaftlich  berühren.  Die  Parabeln  durchkreuzen  sich  in 
den  beiden  Punkten  f  und  V  rechtwinklig,  weil  die  Tangen- 
ten in  t  die  Halbierungslinien  von  Winkel  und  Nebenwinkel 
desjenigen  Linienpaares  sind,  welches  t  mit  f»  und  SDT  Ter- 
bindet. 

Dies  yorausgeschickt  haben  wir  nun: 

1)  beim  hyperbolischen  Paraboloid  die  beiden 
Hauptebenen  [öfc*]  und  [ac*],  die  Schnittkurven   derselben 

mit  dem  Paraboloid,  nämlich  die  Hauptparabeln  ^^^^L>  ^^^  ^$fj» 
mit  gemeinschaftlicher  a-Axe  und  eni^egengesetzt  gerichte- 
ten Öffnungen ,  also  den  gemeinschaftlichen  Scheitel  ®  zwi- 
schen ihren  Brennpunkten  f^  und  f«,  endlich  die  beiden  Fokal- 
parabeln P^^«  und  jP**^«.    In  der  Ebene  [ab^]  hat  die  Parabel 


^  . 00  fft  zum   Brennpunkt  und  @  zum  Scheitel,   die  Parabel 


'aft* 


P^^^^  hat  f*  zum  Brennpunkt  und  fc  zum  Scheitel.    Die  beiden 

Parabeln  haben   daher  ihre  Öffnungen   nach  derselben  Seite 
hin  gerichtet,  folglich  keine  gemeinschaftlichen  Punkte,  und 


die    Fokalparabel  P^^    liegt  ganz  in  dem  äufseren   Baume 

der  Hauptparabel  ^j^,^ ,  oder  aus  jedem  Punkte  der  ersteren 

gehen  reelle  Tangentenpaare  an  die  letztere.    In  der  Ebene 

[ac"^]  hat  die  Parabel  ^^^j«  fc  zum  Brennpunkt  und  (5  zum 

Scheitel,  die  Parabel  P^*L    fo    zum   Brennpunkt   und    f*  zum 

Scheitel.  Die  beiden  Parabeln  haben  daher  ihre  Offoungen 
ebenfalls  nach  derselben  Seite   hin  gerichtet,   folglich  keine 

gemeinschaftlichen  Punkte,   und  die   Fokalparabel  J^  liegt 

ganz  in  dein  äufseren  Räume  der  Hauptparabel  $^y  oder 

aus  jedem  Punkte  der  ersteren  gehen  reelle  Tangentenpaare 
an  die  letztere.  Beim  hyperbolischen  Paraboloid 
liegen  also  beide  Fokalparabeln  derartig  im 
Räume,  dafs  yon  jedem  ihrer  Punkte  reelle  Berüh- 
rungskegel an  das  Paraboloid  sich  legen  lassen, 
die  Umdrehungskegel  sind;  die  Fokalparabeln 
haben  keinen  reellen  Punkt  mit  dem  hyperboli- 
schen Paraboloid  gemein  aufser  dem  unendlich- 
entfernten Punkte  ^"^  ihrer  gemeinschaftlichen 
Axe  a. 
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2)  Beim  elliptischen  Paraboloid  enthalten  die  beiden 

Hauptebenen  [a6*]  und  [ac"]  die  Parabeln  ^^!„   und   Sß^^^ 

mit  der  gemeinsamen  Axe  a,  dem  gemeinsamen  Scheitel  (S 
und  den  Brennpunkten  f^  und  f« ,  welche  nach  derselben  Seite 
hin   von  ®  aus  liegen,   weil  die  0£Fhungen   beider  Parabeln 

gleich  gerichtet  sind,  endlich  die  beiden  Fokalparabeln  i^'^^^« 
und  P^^l»-  Da  die  beiden  Brennpunkte  f^  und  fc  nach  der- 
selben Seite  hin  von  ^  liegen  und  im  allgemeinen  nicht 
zusammenfallen,  so  wird  einer  von  ihnen  näher,  der  andere 
weiter  von  S  abstehen;  wir  nennen  den  näher  liegenden 
Brennpunkt  f^,  den  weiter  liegenden  fe;  alsdann   hat  in  der 

Hauptebene  [ad^l  die  Parabel  ^^^Jo^  fc  zum  Brennpunkt  und 
(B  zum  Scheitel,  die  Fokalparabel  Ff^^  dagegen  fe  zum  Brenn- 
punkt und  fft  zum  Scheitel;  folglich  haben  diege  beiden  Para- 
beln  ihre  Öffnungen  nach   derselben  Seite  gerichtet,   mithin 

keine  gemeinschaftlichen  Punkte,  und  die  Fokalparabel  1^^^«, 

liegt  ganz    in  dem  inneren  Räume  der  Hauptparabel  ^^\ 

d.  h.  es  giebt  keine  reellen  Tangentenpaare  aus  den  Punkten 
der    Fokalparabel    an    die    Hauptparabel.     Die  Fokalparabel 

P^  liegt   mithin    auch    ganz   in    dem    inneren  Räume  des 

elliptischen  Paraboloids;  es  gehen  also  aus  ihren  Punkten 
keine  reellen  Berfihrungskegel  an  dasselbe;  dagegen  schneidet 
jede  Tangente  der  Fokalparabel  die  Hauptparabel  in  reellen 
Punktepaaren.  In  der  Hauptebene  [ab'^]  hat  aber  die  Pa- 
rabel ^^^laa  U  ^^^  Brennpunkt  und  @  zum  Scheitel^  die 
Fokalparabel  P^*^«  f»  zum  Brennpunkt  und  f^  zum  Scheitel, 

und  da  f^  zwischen  @  und  fe  liegt,  so  haben  die  beiden 
Parabeln  ihre  Öfinungen  nach  entgegengesetzten  Seiten  ge- 
richtet; sie  schneiden  sich  also  in  zwei  reellen  Punkten  t  und 
V,  welche  wir  die  Kreispunkte  des  elliptischen  Para- 
boloids nennen;  diese  liegen  symmetrisöh  zur  a- Axe  in  der- 
jenigen der  beiden' Hauptebenen  [aft*],  welche  die  Parabel 
enthält^  deren  Brennpunkt  dem  Scheitel  näher  liegt,  als  bei 
der  andern.    Die  beiden  Ereispunkte  t  und  {'  trennen  auf  der 

Fokalparabel  P^^  diejenigen  Punkte,  aus  denen  reelle  Be- 
rührungskegel an  das  Paraboloid  gelegt  werden  konneu  von 
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denjenigen,  aus  welchen  keine  reellen  Berührangskegel  an 
dasselbe  gehen.  Femer  ist  ersichtlich,  dafs  jede  Tangente 
der  Fokalparabel  die  Hanptparabel  in  einem  reellen  Ponkte- 
paar  tre£Fen  mufs,  denn  sie  trifit  allemal  die  Axe  derselben 
in  einem  Punkte,  welcher  in  dem  inneren  Räume  der  Haupt- 
parabel liegt.  Beim  elliptischen  Paraboloid  treffen  also  samt- 
liche Tangenten  der  beiden  Fokalparabeln  in  den  Haupt- 
ebenen das  Paraboloid  in  reellen  Punktepaareh,  beim  hyper- 
bolischen Paraboloid  keine. 

Für  die  beiden  Ereispuukte  des  elliptischen  Paraboloids 
artet  der  Berflhrungskegel  in  die  (doppelt  zu  zählende)  Be- 
rOhrungsebene  aus,  und  die  Tangente  der  Fokalparabel  in  l 
wird  Normale  der  Hauptparabel,  weil  sich  zwei  konfokale 
Parabeln  immer  rechtwinklig  durchschneiden,  falls  sie  sich 
treffen  (S.  588).  Die  Berfihrungsebene  in  {  wird  wegen  der 
Eigenschaft  der  Fokalparabel  den  Punkt  f  als  Mittelpunkt 
einer  orthogonalen  Strahleninvolution  enthalten,  deren  Doppel- 
strahlen nach  den  unendlich -entfernten  imaginären  Kreis- 
punkten der  BerQhrungsebene  hingehen.  Die  Berührungs- 
ebene in  einem  Ereispunkte  f  des  elliptischen  Paraboloids 
schneidet  dasselbe  also  in  einem  Nullkreise  oder  in  einem 
imaginären  Linienpaar,  welches  nach  den  unendlich-entfernten 
imaginären  Kreispunkten  hingeht.  Hieraus  folgt,  dafs  jede 
Ebene,  die  zu  der  Berührungsebene  in  t  parallel  ist,  das 
Paraboloid  in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Kreise  schnei- 
den muls,  weil  die  unendlich-entfernte  Gerade  einer  solchen 
Ebene  die  Tr^erin  einer  zugehörigen  Punktinyolution  ist 
im  räumlichen  Polarsystem,  deren  Doppelpunkte  die  imagi- 
nären Kreispunkte  sind.  Da  nun  die  beiden  Kreispunkte  f 
und  f  symmetrisch  liegen,  so  folgt,  dafs  es  zwei  be- 
stimmte Stellungen  für  eine  Ebene  giebt,  die  das 
elliptische  Paraboloid  in  einem  Kreise  schneiden 
soll.  Diese  Stellungen  sind  parallel  den  Berfih- 
rungsebenen  in  den  beiden  Kreispunkten  f  und  f 
und  enthalten  also  die  Richtung  einer  der  beiden 
unendlich-entfernten  Hauptaxen  (c*).  Die  dadurch 
erhaltenen  beiden  Parallelebenenbüschel  enthal- 
ten zwei  Scharen  von  Kreisen,  welche  das  ellipti- 
sche Paraboloid  doppelt  erfüllen.     Den   Übergang 
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▼  on  den  reellen  zu  den  imaginären  Kreisen  bilden 
die  Ereispunkte  (Nullkreise)  des  Paraboloids  (s.o. 
S.  573). 

§  64.    Einige  Eigensohaften  der  Fokalkegelsohnitte. 

Die  Fokalkegelschnitte  einer  Fläche  2.  0.  bieten  mannig- 
fache Eigeuschaften  dar^  welche  den  Brennpunktseigenschaften 
des  Kegelschnitts  analog  sind;  von  diesen  wollen  wir  einige 
hervorheben.  Die  Konstruktion,  welche  zu  den  Fokalkegel- 
schnitten in  den  Hauptebenen  der  Fläche  führte,  war  folgende: 

Nehmen  wir  in  einer  der  drei  Hauptebenen  eine  belie- 
bige Gerade  l  an,  und  sei  der  ihr  konjugierte  Strahl  {,  im 
räumlichen  Polarsystem,  so  steht  derselbe  normal  auf  der 
Hauptebene  in  demjenigen  Punkte  )>, ,  welcher  der  Pol  von  { 
ist  in  Bezug  auf  den  in  der  Hauptebene  enthaltenen  Haupt- 
kegelschnitt. Der  Strahl  Z,  ist  der  Träger  einer  Punktinvo- 
lution,  deren  Mittelpunkt  p^  ist,  und  deren  Potenz  Pp^  sei. 
Fällen  wir  von  )),  das  Perpendikel  auf  die  Gerade  /,  sei 
q  der  Fufspunkt  dieses  Perpendikels,  und  wird  auf  dem- 
selben ein  Punkt  'p  so  bestimmt,  dafs 

ist,  dann  sind  p  und  l  Pol  und  Polare  eines  neuen  ebenen 
Polarsystems  in  der  betrachteten  Hauptebene,  und  der  Kern- 
kegelschnitt desselben  ist  der  gesuchte  Fokalkegelschnitt. 

Legen  wir  nun  die  Ebene  [/|q],  welche  auf  l  in  dem 
Punkte  q  normal  steht,  da  )f^  q  die  kürzeste  Entfernung  zwi- 
schen den  Geraden  {  und  {|  ist,  so  wird,  wenn  xx'  irgend 
ein  Paar  konjugierter  Punkte  der  Punktinvolution  auf  l^  be- 
deutet^ deren  Potenz  Pp,  ist,  aus  der  Bedingung: 

folgen,  dafs  )>  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  q  xv'  i^^;  folg- 
lich mufs  auch  'px  <^uf  qx'  normal  stehen,  oder,  wenn  wir 
den  Schnittpunkt: 

(H>j:|,|qy'l)-C) 

bezeichnen  (Fig.  35),  so  mufs  der  Strahl  |Dx|  eine  Normale 
der  Ebene  [02]  sein;  die  Ebene  [Z)T\  oder  [Ix^]  ist  aber 
die  Polarebene  des  Punktes  x  ^^  räumlichen  Polarsystem, 
also   sind  der  Strahl  \Ox\  (oder  \0\>\)  und  die  Ebene  [02] 
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Fig.  35. 


Polarstrahl  und  Polarebene  des  Polarbündels  O»  welches  dem 

Punkte  D  im  räumlichen 
Polarsystem  zugehört^  und, 
da  sie  aufserdem  recht- 
winklig zu  einander  sind, 
so  sind  ;0^|  und  [Ol]  ein 
Hauptstrahl  und  die  zu  ihm 
normale  Hauptebene  des 
Polarbündels  £>.  Es  lälst 
sich  dies  aber  auch  um- 
kehren und  zeigen  y  da&, 
wenn  man  fQr  einen  be- 
liebigen Punkt  O  im 
Räume  einen  Hauptstrahl  und  die  zu  ihm  normale  Haupt- 
ebene des  zugehörigen  Polarbändels  O^^^  konstruiert,  diese 
beiden  Elemente  die  betrachtete  Hauptebene  des  räumlichen 
Polarsystems  in  einem  Punkte  ))  und  einer  Geraden  l  durch- 
schneiden, welche  Pol  und  Polare  des  neuen  ebenen  Polar- 
systems sind,  dessen  Kern  der  Fokalkegelschnitt  ist.  Denn 
bestimmen  wir  iu  dem  Polarbündel  O^^^  eine  Hauptebene, 
und  sei  die  Schnittlinie  derselben  mit  der  ursprünglichen 
Hauptebene  des  räumlichen  Polarsystems  die  Gerade  l]  sei 
ferner  die  zu  derselben  konjugierte  Gerade  l^  im  räumlichen 
Polarsystem,  so  wird  2,  auf  der  ursprünglichen  Hauptebene 
normal  stehen;  also  l  und  Z,  sind  zu  einander  rechtwinklig 
gerichtet.  Die  Ebene  [£)l]  möge  in  j:'  die  Gerade  2,  treffen, 
dann  wird  ihr  Pol  auch  auf  {|  liegen  und  zwar  in  demjenigen 
Punkte  j:,  welcher  mit  D  verbunden  den  Hauptstrahl  \£)x 
des  Polar  bündeis  D^^)  liefert,  der  auf  der  Ebene  [Ol]  normal 
steht.  In  der  Ebene  [O^i]  ist  nicht  nur  die  Gerade  l„ 
sondern  auch  die  Gerade  \£)j:\  normal  zu  l  gerichtet;  folg- 
lich ist  die  Ebene  [DZ]]  Normalebene  des  Strahles  2;  treffe 
sie  denselben  in  q ,  dann  wird  in  dem  Dreieck  qj:j:'  eine  Hohe 
]cO  sein;  fallen  wir  die  zweite  Höhe  qp,  aus  q  auf  \xv'\'^hf 
und  sei  der  Fufspunkt  derselben  ))|,  dann  wird  q)),  die  kür- 
zeste Entfernung  zwischen  den  Strahlen  l  und  2|  sein,  weil 
|q)),  {  sowohl  auf  Z,,  als  auch  auf  {  normal  steht;  folglich  ist 
))(  der  Mittelpunkt  derjenigen  Punktinvolution ,  welche  der 
Geraden  l^  im   räumlichen   Polarsystem  zugehört;   also   die 
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Potenz  derselben  Pp,  =  p^j: .  f^j:'.  Nennen  wir  endlich  )f  den 
Hobenpunkt    des    Dreiecks    q  X  x'>    d.   h.   den   Scbnittpunkt 

(jO):!,  I  q)>]|)  =  )),  so  ist  bekanntlich: 

d.  h. 

^,q.^),))  +  Pp,«0. 

Der  Punkt  !p  ist  aber  derjenige^  in  welchem  der  Hauptstrahl 
\£)x\  des  Polarbündels  O^*^  die  betrachtete  Hauptebene  des 
räumlichen  Polarsystems  trifft,  und  da  seine  eben  ausgeführte 
Konstruktion  zusammenfällt  mit  der  anfangs  gegebenen  Kon- 
struktion von  Pol  und  Polare  {)f  und  l)  für  den  Fokalkegel- 
schnitt, so  schliefsen  wir; 

Wenn  man  im  räumlichen  Polarsystem  eine 
Hauptebene  desselben  treffen  läfst  von  einem  be- 
liebigen Paar  rechtwinkliger  Elemente,  nämlich 
einer  Hauptebene  und  dem  zu  ihr  normalen  Haupt- 
strahl für  ein  beliebiges  Polarbündel  O^^^  welches 
irgend  einem  Punkte  D  im  räumlichen  Polarsystem 
zugehört^  so  gehören  die  Durchschnittsgerade  l 
und  der  Durchschnittspunkt  )p  als  Polare  und  Pol 
einem  ebenen  Polarsystem  in  der  betrachteten 
Hauptebene  an,  dessen  Kern  der  Fokalkegelschnitt 
dieser  Uauptebene  ist.  Demnach  treffen  die  drei 
Uauptaxen  des  Polarbündels  D<^^  die  betrachtete 
Hauptebene  in  den  Ecken  eines  Polardreiecks  (Tri- 
pels) für  dieses  neue  Polarsystem  oder  den  Fokal- 
kegelschnitt. Verändern  wir  den  Punkt  O  beliebig  im 
Kaume^  so  können  wir  beliebig  viele  zusammengehörige  Ele- 
mente l  und  'p  des  ebenen  Polarsystenis  konstruieren,  dessen 
Kern   der  Fokalkegelschnitt  ist. 

Da  beim  Paraboloid  eine  der  drei  Hauptebenen  die 
unendlich- entfernte  Ebene  s^  ist,  und  jedes  Paar  rechtwink- 
liger konjugierter  Elemente  (Ebene  und  Strahl)  eines  Polar- 
bündels D^^^  auf  6^  ein  Elementenpaar  (Polare  und  Pol)  des- 
jenigen ausgezeichneten  Polarsystems  ausschneidet,  dessen 
Kernkegelschnitt  der  unendlich-entfernte  imaginäre  Kreis  ist 
(S.  46)^  so  erkennen  wir  nachträglich,  dafs  beim  Paraboloid 
der  dritte  Fokalkegelschnitt  (S.  568)  in  e^  der  unendlich- 

SchbOtbb,  Theor.  d.  Oberfl.  8.  Ordn.  38 
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entfernte  imaginäre  Kreis  ^g^  ist,  welcher  zu  den 
beiden  reellen  Fokalparabeln  in  den  beiden  andern  Haopt- 
ebenen  hinzutritt. 

Auch  bei  dem  allgemeinen  räumlichen  Polar^jstem  mit 
•  einem  im  Endlichen  liegenden  Mittelpunkte  SOfl  können  wir 
die  unendlich-entfernte  Ebene  s^  als  vierte  Hauptebeoe  zu  den 
drei  andern  hinzutreten  lassen,  indem  wir  das  Polartetraeder, 
dessen  eine  Ecke  ^i  und  dessen  drei  in  derselben  zusammen- 
stofsende  Seitenflächen  die  drei  Hauptebenen  sind,  vervoll- 
ständigen durch  die  vierte  Seitenfläche  s^.  Die  vorige  all- 
gemeine Konstruktion  liefert  dann  in  s^  als  vierten  Fokal- 
kegelschnitt den  imaginären  unendlich-entfernten  Kreis  &^. 

Wenn  insbesondere  D  ein  Punkt  der  Kernfläche  F^ 
des  räumlichen  Polarsystems  ist,  so  wird  die  Berührungs- 
ebene in  demselben  und  die  zu  ihr  rechtwinklige  Normale 
der  Fläche  F^^^  eine  Hauptebene  und  ein  Hauptstrahl  des 
besonderen  Polarbündels  0*^>,  also  haben  wir  als  besonderen 
Fall  des  vorigen  allgemeinen  Satzes  den  folgenden: 

Wenn  man  in  beliebig  vielen  Punkten  einer 
Fläche  2.  0.  F^*>  die  Berührungsebene  und  dieNor- 
male  konstruiert,  so  durchschneiden  dieselben 
eine  (jede)  der  drei  Hauptebenen  der  Fläche  i^*^  in 
je  einer  Geraden  l  und  einem  Punkte  p.  Diese  sind 
Polare  und  Pol  eines  und  desselben  ebenen  Polar- 
systems, dessen  Kern  der  Fokalkegelschnitt  der 
2^<*>  in  der  betrachteten  Hauptebene  ist. 

Bestimmt  man  noch  in  der  Berührungsebene  diejenigen 
beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen,  welche  die  Axeo 
der  Strahleninvolution  sind,  deren  Mittelpunkt  der  Berüh- 
rungspunkt ist,  und  deren  Strahlenpaare  konjugierte  Strahlen 
in  Bezug  auf  F^^^  sind,  so  durchbohren  diese  beiden  recht- 
winkligen Strahlen  und  die  Normale  der  F<^^  eine  jede  der 
drei  Hauptebenen  in  drei  Punkten,  welche  ein  Polardreieck 
bilden  in  Bezug  auf  den  in  dieser  Hauptebene  liegenden 
Fokalkegelschnitt. 

Legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  O  des  Raumes, 
dem  ein  bestimmtes  Polarbündel  D^^^  im  räumlichen  Polar- 
system zugehört,  ein  zweites  Polarbündel  perspektivisch  mit 
dem   ebenen  Polarsystem   in    einer  der  Hauptebenen,  dessen 
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Kern  der  Fokalkegelschnitt  derselben  ist,  so  wird  eine  Haupt- 
ebene  [Ol]  und  der  zu  ihr  normale  Hauptstrahl  {0^|  für 
beide  Bündel  gleichzeitig  Hauptebene  und  Hauptstrahl  sein, 
weil  sie  konjugierte  Elemente  und  rechtwinklig  zu  einander 
sind.     Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

Die  Hauptebenen  und  Hauptstrahlen  eines 
Polarbündels  O^^^  welches  einem  beliebigen  Punkte 
O  im  räumlichen  Polarsjstem  zugehört,  sind  zu- 
gleich Hauptebenen  und  Hauptstrahlen  derjenigen 
drei  Polarbündel,  welche  von  O  aus  perspekti- 
visch gelegt  werden  können  mit  den  drei  ebenen 
Polarsystemen  in  den  drei  Haupj;ebenen  des  räum- 
lichen Polarsystems,  deren  Kernkegelschnitte  die 
Fokalkegelschnitte  sind. 

Oder,  da  für  den  reellen  Fall  der  Kern  des  Polarbün- 
dels 0<^^  der  Berührungskegel  ist,  welcher  aus  O  an  die 
Fläche  i^<*>  gelegt  werden  kann,  so  läfst  sich  dieser  Satz 
insbesondere  auch  so  aussprechen: 

Der  Berührungskegel  aus  einem  beliebigen 
Punkte  O  an  eine  Fläche  2.  0.  F^^^  und  derjenige 
Kegel,  welcher  von  O  aus  durch  einen  der  Fokal- 
kegelschnitte der  F^^^  gelegt  werden  kann,  haben 
allemal  dieselben  Hauptebenen  und  Hauptaxen. 

Wir  haben  nun  drei  Fokalkegelschnitte,  nämlich  je  einen 
in  jeder  der  drei  Hauptebenen  des  räumlichen  Polarsystems, 
von  denen  allerdings  nur  zwei  reell  sind,  der  dritte  imaginär, 
aber  in  bekannter  Weise  durch  ein  bestimmtes  elliptisches 
Polarsystem  vertreten  wird;  demnach  läl'st  sich  das  vorige 
Resultat  auch  so  ausdrücken: 

Legt  man  durch  irgend  einen  Punkt  O  des 
Raumes  und  die  drei  Fokalkegelschnitte  in  den 
drei  Hauptebenen  eines  räumlichen  Polarsystems 
drei  Kegel  (von  denen  nur  zwei  reell  sein  werden), 
so  haben  diese  drei  Kegel  dieselben  Hauptaxen 
und  Ilauptebenen,  nämlich  diejenigen  des  aus  D 
an  die  Fläche  F^-^  zu  legenden  Berührungskegels 
oder  des  Polarbündels,  welches  denselben  vertritt. 
Wir  können  aber  noch  mehr  sagen: 
Schneidet  eine  beliebige  Ebene  |  des  Raumes  eine  Haupt- 
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ebene  des  raumlichen  Polarsystems  in  der  Geraden  l,  deren 
konjugierte  Gerade  l^  in  )>,  auf  der  Hauptebene  normal  steht; 
wird  ferner  l^  von  der  Ebene  S  in  ]c'  getroffen,  und  ist  x  der 
konjugierte  Punkt  zu   x'  für  die  Punktinvolution   auf  /,  im 
räumlichen  Polarsystem,   so  wird  das  Perpendikel  von  x  ^^^ 
die  Ebene   ^   dieselbe   in  O  treffen   und   durch  den  Punkt  p 
gehen,  wie  wir  oben  gesehen  haben.     Nun  ist  D  der  Mittel- 
punkt zweier  konzentrischen   Polarbündel;    das   eine   gehört 
dem  Punkte  O   im  räumlichen  Polarsystem  zu,   das  andere 
wird  von  £)   perspektivisch   gelegt  mit    dem    ebenen  Polar- 
system  in   der  Hauptebene,  für  welches  {  und  p  konjugierte 
Elemente  sind;    also^sind   im   ersten   Polarbündel    [Oi]=5 
und  \£)x\,    ini    zweiten    ^  und   |D^|    konjugierte  Elemeute, 
d.   h.   Polarebene    und   Polarstrahl;    es    liegen   aber  Oxp   i^ 
derselben   Geraden,    also:    Eine   beliebige   Ebene   i  im 
räumlichen  Polarsystem  und   das  aus  ihrem  Pole  i 
auf   sie   herabgelassene   Perpendikel    durchschnei- 
den   die    betrachtete    Hauptebene    in    l   und   p,  die 
Polare    und    Pol   für    den   Fokalkegelschnitt   sind 
Jede   durch    dieses   Perpendikel    gelegte    Ebene    |'   ist   also 
rechtwinklig  auf  ^  und  konjugiert    zu  |    sowohl    in   Bezog 
auf  das  eine,   als   auch  das  andere  der  beiden  eben  betrach- 
teten konzentrischen  Polarbündel  in  O.    Haben  wir  umgekehrt, 
zwei   konjugierte   rechtwinklige  Ebenen   5  und   5'  im  Polar- 
bündel JD<*^  so  mufs  die  eine  5'  durch  das  Perpendikel  geheo, 
welches  aus  Xf  dem  Pole  von  |,  auf  ^  gefallt  werden  kann« 
also   mufs   ^'  auch  durch  )p  gehen,  mithin  werden  i  und  ; 
auch   konjugiert  sein  in   Bezug  auf  das  andere  Polarbündel 
in  O,  welches  perspektivisch  liegt  mit  dem  Polarsystem  des 
Fokalkegelschnitts.     Wir  schliefsen  also: 

Haben  wir  in  irgend  einem  Polarbündel  C**' 
eines  räumlichen  Polarsystems  zwei  konjugierte 
rechtwinklige  Ebenen,  so  müssen  dieselben  auch 
konjugiert  sfein  für  dasjenige  Polarbündel,  welches 
von  O  perspektivisch  gelegt  werden  kann  mit 
dem  ebenen  Polarsystem  eines  Fokalkegelschnitts. 

Nun  giebt  es  aber  insbesondere  in  jedem  Polarböndel 
zweimal  unendlich  viele  Paare  rechtwinkliger  konjugierter 
Ebenen,  nämlich  die  Ebenenpaare  der  orthogonalen  Ebenen- 
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inyolutionen,   welche  den   beiden  (reellen)  Fokalstrahlen   des 
Polarbündels  (Kegels)  zugehören  (S.  58).    Wir  schliefsen  also: 

Der  Berührungskegel  aus  einem  beliebigen 
Punkte  O  an  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  F^^^ 
und  der  von  D  durch  einen  Fokalkegelschnitt  der 
Oberfläche  gelegte  Kegel  haben  nicht  allein  die- 
selben Hauptebenen  und  Hauptaxen,  sondern  auch 
dieselben  Fokalstrahlen  (Brennstrahlen). 

Oder  in  allgemeinerer  Fassung: 

Man  kann  einen  beliebigen  Punkt  O  des  Raumes 
als  den  Mittelpunkt  zweier  konzentrischen  Polar, 
bündel  auffassen;  das  eine  gehört  dem  Punkte  O 
im  räumlichen  Polarsystem  zu;  das  andere  wird 
perspektivisch  gelegt  mit  dem  ebenen  Polarsystem 
in  einer  der  Hauptebenen,  dessen  Kern  der  Fokal- 
kegelschnitt derselben  ist.  Diese  beiden  Polar- 
bündel haben  allemal  dieselben  Fokalstrahlen 
(Brennstrahlen),  also  auch  dieselben  Hauptaxeu 
und  Hauptebenen. 

Verbinden  wir  den  willkürlichen  Punkt  des  Raumes  mit 
den  beiden  reellen  Fokalkegelschnitten  des  räumlichen  Polar- 
systems, so  gilt  der  Satz: 

Wird  ein  willkürlicher  Punkt  O  des  Raumes 
mit  den  beiden  reellen  Fokalkegelschnitten  eines 
räumlichen  Polarsystems  verbunden,  so  erhält  man 
zwei  konzentrische  Kegel,  welche  dieselben  Fo  kal- 
strahlen  (Breunstrahlen),  also  auch  dieselben 
Hauptaxen  und  Hauptebenen  haben,  nämlich  die- 
jenigen, welche  dem  Polarbündel  O^^  im  räum- 
lichen Polarsystem  zugehören. 

Nehmen  wir  insbesondere  statt  des  willkürlichen  Punktes 
O  einen  beliebigen  Punkt  o  eines  der  beiden  Fokalkegel- 
schnitte selbst,  so  wissen  wir,  dafs  das  dem  Punkte  d  im 
räumlichem  Polarsystem  zugehörige  Polarbündel  ein  rota- 
torisches ist,  dessen  Umdrehungsaxe,  in  welche  die  beiden 
reellen  Brennstrahlen  hineinfallen,  die  Tangente  in  o  an  dem 
Fokalkegelschnitt  ist.  Die  auf  dieser  Tangente  t  normale 
Ebene  t  durch  o  enthält  eine  orthogonale  Strahleninvolution 
mit  dem  Mittelpunkt  o  als  Durchschnitt  mit  der  orthogonalen 
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Ebeneninyolution,   welche  dem   Strahl    t  zugehört.     Hieraus 
folgt  unmittelbar  der  Satz: 

Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  c 
eines  der  Fokalkegelschnitte  einer  Fläche  i^^  eine 
Ebene  legt  normal  zu  der  Tangente  in  o  am  Fokal- 
kegelschnitt, so  schneidet  dieselbe  die  Fläche  F^^^ 
in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Kegelschnitt, 
für  welchen  o  ein  Brennpunkt  (d.  h.  der  Mittel- 
punkt einer  zugehörigen  orthogonalen  Strahlen- 
involution)  ist. 

Da  der  Berührungskegel  aus  o  ain  die  Fläche  F^  ein 
Rotationskegel  (gerader  Kegel)  ist,  dessen  beide  Breunstrahlen 
zusammenfallen  in  ^,  so  mufs  nach  dem  Obigen  auch  der 
Kegel,  welcher  von  o  aus  durch  den  andern  Fokalkegel- 
schnitt gelegt  werden  kann,  ein  gerader  Kegel  sein  mit  der 
Umdrehungsaxe  t,  also: 

Wenn  man  von  einem  feste'n  Punkte  o  eines 
der  beiden  Fokalkegelschnitte  Strahlen  zieht  nach 
sämtlichen  Punkten  des  andern  Fokalkegelschnitts, 
so  bilden  dieselben  einen  geraden  Kegel,  dessen 
Umdrehungsaxe  die  Tangente  in  o  am  ersten  Fokal- 
kegelschnitt ist. 

Hieraus  folgt  die  Auflösung  der  Aufgabe: 

Ein  ebener  Kegelschnitt  ist  gegeben,  es  soll 
der  Ort  eines  Punktes  o  im  Räume  gefunden  werden, 
dessen  Yerbindungsstrahlen  mit  den  Punkten  des 
gegebenen  Kegelschnitts  einen  geraden  Kegel 
(ümdrehungskegel)  bilden. 

Die  Auflösung  ist  nach  dem  Obigen  folgende: 

Mau  lege  durch  diejenige  Hauptaxe  des  gegebenen  Kegel- 
schnitts St^^\  welche  die  reellen  Brennpunkte  desselben  eni^ 
hält,  eine  Ebene  senkrecht  zur  Ebene  desselben  und  kon- 
struiere in  dieser  einen  neuen  Kegelschnitt,  der  die 
Brennpunkte  des  gegebenen  zu  Scheiteln  und  die  in  der- 
selben Hauptaxe  liegenden  Scheitel  des  gegebenen  Kegel- 
schnitts zu  Brennpunkten  hat,  wodurch  er  vollständig  be- 
stimmt ist.  Dieser  neue  Kegelschnitt  ist  der  Ort  des 
gesuchten  Punktes  o  und  besitzt  zugleich  die  reziproke  Eigen- 
schaft, dafs,    wenn  wir  ihn   als  gegebenen  Kegelschnitt  A^^ 
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auffasseD,  der  Ort  eines  Punktes  o  von  gleicher  Eigenschaft 
der  ursprüngliche  Kegelschnitt  ist. 

Hieraus  erkennen  wir  die  früher  ermittelten  Beziehungen 
zweier  derartig  im  liaume  gestellter  Eegelschuitte  wieder, 
nämlich:  Wenn  der  eine  von  ihnen  Hyperbel  ist;  so  ist  der 
andere  Ellipse  und  umgekehrt,  oder  beide  sind  Parabeln  und 
haben  ihre  0£Ehungen   nach  entgegengesetzten    Richtungen. 

§  65.    MetriBohe  Besiehungen  der  beiden  reellen  Fokal- 

kegelsohnitte.  *) 

Die  beiden  zuletzt  betrachteten  reellen  Fokalkegelschnitte 
im  Baume,  welche  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen 
liegen  und  in  der  Schnittlinie  derselben  eine  gemeinschaft- 
liche Hauptaxe  so  liegend  haben,  dafs  auf  ihr  die  Brenn- 
punkte des  einen  die  Scheitel  des  andern  sind  und  umgekehrt, 
bieten  gewisse  sehr  einfache  metrische  Beziehungen  dar,  auf 
die  wir  hier  eingehen  wollen. 

Betrachten  wir  zuerst  den  allgemeineren  Fall,  dafs  der 
eine  Fokalkegelschnitt  Ellipse  ist  mit  dem  Brennpunkte  f«  f«, 
der  andere  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  fA  f«,  dann  liegen 
diese  beiden  Punktepaare  symmetrisch  zu  ihrer  gemeinsamen 
Mitte  ^  in  derselben  Geraden,  der  Schnittlinie  der  beiden 
zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen,  und  die  Strecke  f « f« 
innerhalb  der  Strecke  f^fA* 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  o  der  Fokalhyperbel, 
so  ist  nach  den  bekannten  Eigenschaften  der  Brennpunkte: 

0  f A   —    0  f A  =  f«  f*  —   f*  fi  =  f i  fi  —   f  e  f A 

oder 

OfA  —  fef*  =  Ofi  —  ftffi, 

d.  h.,  wenn  wir  in  dem  Dreieck  o  fA  fi  die  Grundlinie 
fA  \'h  durch  den  zwischen  den  Ecken  liegenden  Punkt 
f^  in  zwei  Abschnitte  teilen  und  diese  auf  die  an- 
liegenden Seiten  des  Dreiecks  von  den  Endpunkten  der 
Grundlinie  ans  abtragen,  so  schneiden  wir  auf  den  beiden 


♦)  Vergl.  Steiner-Geiser:  Vorlesungen  über  synthetische  Geo- 
metrie, T.  1.:  Die  Theorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer  Darstellung, 
II.  Aufl.    Leipzig  1876.    8.  169. 
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übrigen    Dreiecksseiten   dadurch  solche  Stücke  ab,   dafs  die 

übrig  bleibenden  Strecken  auf  denselben  gleich  lang  werden^ 

oder,   was    dasselbe 

\  ^  sagt:  f*  ist  der  Be- 

rührungspunkt eines 
Kreises,  welcher  die 
Seiten  des  Dreiecks 
0  \h  fl  so  berührt, 
dafs  die  Seite  ^f* 
im  Punkte  f«  be- 
rührt wird,  und  die 
Berührungspunkte 
auf  den  andern  bei- 
den Seiten  zwischen 
den  Ecken  des  Drei- 
ecks liegen  (Fig. 
36).  Wir  nahmen 
an,  da(s  o  auf  dem 
durch    ftf    gehenden 

Hyperbelzweige  liege;  da  alsdann  f«  auf  dem  andern  Hyperbel- 

zweige  liegt,  so  haben  wir: 

of»-of,  =  f;fi.-f;f*, 

oder 

folglich  ist  f«  der  Berührungspunkt  eines  zweiten  Berührungs- 
kreises des  Dreiecks  o^h^H}  nämlich  desjenigen,  welcher  zwei 
Dreieckssciten  o  f»  und  o  f^  in  Punkten  ihrer  Verlängerung, 
also  aufserhalb  ihrer  Ecken  und  die  dritte  Seite  f^  f«  zwischen 
den  Ecken  berührt.  Die  beiden  Kreise  sind  also  der  „ein- 
beschriebene'* und  der  „anbeschriebene*'  der  Seite  f*  fl  an- 
liegende Berührungskreis. 

Aus  dieser  elementaren  Beziehung  folgen  sogleich  be- 
merkenswerte Eigenschaften.  Die  Ebene  des  Dreiecks  c  U  h 
ist  die  Ebene  der  Fokalhyperbel,  deren  Brennpunkte  f^  fi,  und 
deren  Scheitel  f^f«  sind,  in  der  Zeichnung  die  Ebene  des 
Papiers.  Senkrecht  auf  derselben  denken  wir  uns  die  Ebene 
der  Fokalellipse  gelegt,  deren  Brennpunkte  fefi,  und  deren 
Scheitel  f;i  f i  sind.  Der  Kegel,  welcher  von  dem  Punkte  c 
als  Mittelpunkt  durch  die  Fokalellipse  gelegt  wird,  ist.,  wie 
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wir  wissen,  ein  gerader  Kegel,  die  Umdrehungsaxe  desselben 
die  Tangente  der  Fokalhyperbel  im  Punkte  o,  d.  h.  die 
Halbierungslinie  des  inneren  Winkels  f^  0  f«,  welche  zwischen 
die  Punkte  f«  f«  fällt.  Diese  Winkelhalbierende  geht  durch 
die  Mittelpunkte  t  und  £  der  beiden  oben  konstruierten  Be- 
rührungskreise. Wir  können  also  den  geraden  Kegel  o^^ 
entstehen  lassen  durch  Rotation  der  Geraden  |ofA|  oder  {ofA* 
um  die  Umdrehungsaxe  '  o  f  Ji  |.  Durch  diese  Rotation  er- 
zeugen die  vorigen  beiden  Berührungskreise  zwei  Kugeln 
!<*>  und  &^^^,  welche  den  geraden  Kegel  o^*^  längs  zweier 
Kreise  berühren.  Die  beiden  Kugeln  P*)  und  Ä<*>  werden 
von  der  Ebene  des  Papiers  in  den  beiden  obigen  Haupt- 
kreisen geschnitten,  folglich  von  der  Ebene,  welche  durch 
ihre  gemeinschaftliche  Tangente  \U\h\  senkrecht  zur  Ebene 
des  Papiers  gestellt  wird,  in  den  beiden  Punkten  f«  und  f« 
berührt.  Diese  letzte  Ebene  ist  aber  die  Ebene  der  Fokal- 
etlipse;  folglich  haben  wir  einen  geraden  Kegel  o^'^^  eine 
Ebene  s,  welche  denselben  in  einer  Ellipse  schneidet,  und 
die  beiden  Kugeln,  welche  den  geraden  Kegel  längs  Kreisen 
und  die  Ebene  €  in  zwei  Punkten  f«  und  f«  berühren;  diese 
sind  allemal  die  Brennpunkte  der  Ellipse.  Die  beiden  Be- 
rührungskugeln sind  aber  durch  den  Kegel  o^^^  und  die  Ebene 
€  gerade  bestimmt,  daher  erhalten  wir  folgenden  Satz,  den 
wir,  da  er  in  gleicher  Weise,  wie  hier  für  die  Ellipse,  auch 
für  Hyperbel  und  Parabel  nachgewiesen  werden  kann,  sogleich 
in  allgemeinster  Form  aussprechen: 

Hat  man  einen  geraden  Kegel  und  eine  den- 
selben längs  eines  Kreises  -berührende  Kugel^  so 
schneidet  eine  beliebige  Berührungsebene  der 
Kugel  den  Kegel  allemal  in  einem  Kegelschnitt, 
für  welchen  der  Berührungspunkt  mit  der  Kugel 
ein  Brennpunkt  ist. 

Oder: 

Wird  ein  gerader  Kegel  von  einer  beliebigen 
Ebene  e  längs  eines  Kegelschnitts  durchschnitten, 
so  giebt  es  zwei  Kugeln,  welche  den  Kegel  längs 
Kreisen  und  die  Ebene  e  in  je  einem  Punkte  be- 
rühren; diese  beiden  Punkte  sind  die  Brennpunkte 
des  Kegelschnitts  in  der  Ebene  s. 


( 
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Da  die  Tangenten  aus  einem  Punkte  an  eine  Kugel  alle 
gleich  laug  sind,  und  jeder  Eegelstrahl  des  Kegels  o^^^  die 
beiden  Kugeln  {(^>  und  S^^^  berührt^  die  FokalelUpse  aber  in 
einem  Punkte  x  trifft,  yon  dem  aus  die  Tangenten  an  I  and 
^  gleich  sein  müssen  xU  ^^^  l^f«>  ^^  folgt,  wenn  wir  die 
Tangenten  aus  o  an  die  Kugeln  V^^  und  ^^'^  durch 

t    und    T 
bezeichnen : 

i  +  rU  =  oj^ 

Nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  zweiten  Punkt  0|  der 
Fokalhyperbel  und  zwar  auf  demselben  Zweige  derselben,  so 
wird  der  Rotationskegel  aus  o^,  durch  die  Fokalellipse  gelegt, 

ein   anderer,   auch  die  beiden  Kugeln  t^^  und  S^  werden 

andere,   aber  für  denselben  Punkt  x  der  Fokalellipse  gelten 
ganz  ähnliche  Beziehungen: 

tt  +TU  =  OiX 
und  durch  Abziehen  folgt: 

Verändern  wir  daher  den  Puukt  x  ^^f  d^r  Fokalellipse, 
halten  aber  die  beiden  Punkte  o  und  Oi  auf  demselben  Zweige 

der  Fokalhjperbel  fest,  so  bleiben  die  Kugeln  !<^^  und  f|'^    un- 
verändert, also  auch  t  und  ti,  mithin: 

1) 0  )c  —  Ol ):  «=  konst. 

Wäre  dagegen  O]  auf  dem  andern  Zweige  der  Fokal- 
hyperbel gelegen,  welcher  durch  den  Punkt  fi  geht,  so 
hätten  wir: 

woraus  folgt: 

also 

2) ojc  +  OjjC  =  konst. 

Durch  Veränderung  des  Punktes  x  a^f  der  Fokalellipse 
erhalten  wir  daher  den  Satz: 


( 


I 
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I.  Verbinden  wir  irgend  zwei  feste  Punkte  o 
und  Ol  der  Fokalhyperbel  mit  einem  veränderlichen 
Punkte  X'  der  Fokalellipse;  so  i^t  entweder  die 
Summe  der  Strecken: 

OT  +  o,): 
oder  die  Differenz  der  Strecken: 

or  —  ^iV 
konstant;   je   nachdem    die    beiden    festen    Punkte 
auf  verschiedenen  oder  auf  demselben  Zweige  der 
Fokalhyperbel  liegen. 

Die  beiden  im  Räume  liegenden  festen  Punkte  o  und  0| 
haben  daher  für  die  Ellipse  eine  ähnliche  Bedeutung ,  wie 
die  Brennpunkte  in  ihrer  Ebene  ^  und  können  demgemäfs 
;, räumliche  Brennpunkte'^  der  Ellipse  genannt  werden,  und 
als  solche  können  irgend  zwei  Punkte  der  Fokalhyperbel  auf- 
gefafst  werden. 

Diese  Eigenschaft  läfst  sich  auch  anders  aussprechen; 
nehmen  wir  nämlich  zu  r  den  diametral  gegenüberliegenden 
Punkt  x'  der  Fokalellipse  hinzu ,  so  ist  bekanntlich: 

folglich  haben  wir  nach  dem  Obigen  auch  die  Beziehungen: 

^  +  Tfe  =  oj: 

d.  h.:  Verbindet  man  irgend  einen  festen  Punkt  o 
der  Fokalhyperbel  mit  den  Endpunkten  >*  ]c'  eines 
veränderlichen  Durchmessers  der  Fokalellipse,  so 
ist  die  Summe  der  Abstände: 

von  konstantem  Wert. 

Wenig  anders  gestaltet  sich  die  Betrachtung,  wenn  wir 
die  Fokalellipse  mit  den  Brennpunkten  f«  f«  und  den  Schei- 
teln  ]h  fi  in  die  Ebene  des  Papiers  verlegen  und  einen  be- 
liebigen Punkt  0  derselben  annehmen,  aus  ihm  einen  Kegel 
0^^  durch  die  Fokalhyperbel  legen,  deren  Ebene  rechtwinklig 
steht  auf  der  Ebene  des  Papiers  und  durch  die  Gerade  { \e  f« 
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geht,  und  endlich  in  o  diejenige  Winkelhalbierende  der  Strah- 
len |of<,|  und  |ofi|  ziehen,  welche  die  Punkte  f,  fi  nicht  trennt; 


Flg.  87. 

dann  wird  diese  die  Rotatiousaxe  des  geraden  Kegels  t)^^  oder 
die  Tangente  der  Fokalellipse  im  Punkte  o  sein  (Fig.  37). 
Wir  haben  die  bekannten  Beziehungen: 

ofe  +  of;  =  UU  +  Uf^  =  UU  +  fifi ; 

also 

Ol  -fAfe  =  fÄf:^of; 

und 

of«  —  fif«  =  fif* —  ofi, 

woraus  folgt,  dafs,  wenn  ^ir  dem  Dreieck  c  f*  fi  die  beiden 
Berührungskreise  f^*)  und  Ä^*'>  an  beschreiben,  welche  ihre 
Mittelpunkte  f  und  £  in  der  vorhin  konstruierten  Halbienmgs- 
linie  des  Winkels  f«  o  f«  haben,  diese  Kreise  die  Gerade  {[«f^, 
in  den  Punkten  f^  f^  berühren  müssen.  Die  beiden  Kugeln 
f<'>  und  Ä^'^  deren  Radien  ff*  und  Äfi  sind,  werden  also 
den  geraden  Kegel  o^^  in  Kreisen  berühren  und  die  Ebene 
der  Fokalhyperbel  in  den  Brennpunkten  f*  und  fi  derselben; 
wir  haben  also  den  früheren  Satz  auch  für  den  Fall  der 
Hyperbel  als  gültig  erkannt. 

Nehmen  wir  jetzt  eine  beliebigen  Kegelstrahl  des  Kegels 
0^^^ ,  so  wird  derselbe  die  beiden  Kugeln  berühren  und  die 
Fokalhyperbel  in  einem  Punkte  x  treffen;  die  Tangenten  aas 
j:  an  die  Kugeln  sind  aber  gleich: 

bezeichnen  wir  also  die  Längen  der  aus  o  an  die  Kugeln  f^ 
und  ^(')  gelegten  Tangenten  wiederum  durch 


I 
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t     und     T, 
80  folgt: 

Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  zweiten  Punkt  O]  der 
Fokalellipse  y  so  wird  der  Rotationskegel   aus  O],  durch   die 

Fokalhyperbel  gelegt,  ein  anderer,  auch  die  beiden  Kugeln  f^*^ 

und  51 1^  werden  andere,  aber  für  den  vorigen  Hyperbelpunkt 

j:  gelten  die  analogen  Beziehungen: 

woraus  folgt: 

0):  --  Ol):  =  ^  —  <j  =  T  —  T,  =  konst.^  d.  h.: 

II.  Verbinden  wir  irgend  zwei  feste  Punkte  o 
und  0]  der  Fokalellipse  mit  einem  veränderlichen 
Punkte  ^  der  Fokalhyperbel,  so  ist  die  Differenz 
der  Strecken: 

von    unveränderlichem    Wert,    für   die    Punkte   d^s 

einen  Hyperbelzweiges  entgegengesetzt  dem  Werte 

für  die  Punkte  des  andern  Hyperbelzweiges. 

Die  letztere  Bemerkung  folgt  unmittelbar  aus  dem  Satze 

I. ;   denn  nehmen   wir  irgend  zwei  Punkte  der  Fokalhyperbel 

auf   verschiedenen   Zweigen    und    bezeichnen   dieselben   jetzt 

durch 

\)     und     ^, , 

und  irgend  zwei  Punkte  der  Fokalellipse,  die 

e    und    Cj 
genannt  werden  sollen^  so  ist  nach  Satz  I.,  da  ^  und  l^j  auf 
verschiedenen  Hyperbelzweigen  liegen: 

^c  +  l)ie  =  r)Ci  +t),c,, 
woraus  folgt: 

oder, 

wenn  dagegen  1^  und  i),  auf  demselben  Hyperbelzweige  liegen^ 

so  haben  wir: 

^c  — ^,c  =  ^c,  —  t)iCi, 
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also 

oder 

Wir  können  hiemach  beide  Sätze  ^  I.  und  II. ,  in  den 
einzigen  zusammenfassen: 

Nimmt  man  irgend  zwei  Punkte  e  und  Cj  auf 
der  Fokalellipse  und  irgend  zwei  Punkte  f)  und  b, 
auf  der  Fokalhyperbel  an,  so  gilt  zwischen  den 
Abständen  dieser  vier  Punkte  von  einander, 

1)  wenn  i)  und  l},   auf  demselben  Hyperbelzweige 
liegen^  die  Relation: 

2)  wenn  1)    und    l),    auf   verschiedenen    Hyperbel- 
zweigen liegen,  die  Relation: 

In  dem  windschiefen  Viereck  t)  c  l),  Cj  ist  also  im  ersten 
Fall  die  Summe  zweier  gegenüberliegenden  Seiten  gleich  der 
Summe  der  beiden  andern  gegenüberliegenden  Seiten,  im 
andern  Falle  die  Summe  zweier  (in  e)  zusammenstolseDden 
Seiten  gleich  der  Summe  der  beiden  andern  zusammenstofsen- 
den  Seiten. 

Wir  bemerken  noch,  dafs,  wenn  tc  und  y'  zwei  diametral 
gegenüberliegende  Punkte  der  Fokalhyperbel  sind,  also: 

ist,  die  beiden  Gleichungen  gelten: 

woraus  folgt: 

ü):  —  Oje'  =  ^  —  T  =  koust., 

d.h.:  Verbindet  man  einen  festen  Punkt  o  der  Fokal- 
ellipse mit  den  Endpunkten  ]C]c'  eines  veränder- 
lichen Durchmessers  der  Fokalhyperbel,  so  ist  die 
Differenz  der  Abstände: 

von  konstantem  Werte- 
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Es  bleibt  jetzt  noch  übrig  für  die  beiden  Fokalparabeln 
(S.  585)  die  analoge  Betrachtung  anzustellen: 

Gehen  wir  von  zwei  Parabeln  P<*'  und  ^*>  aus,  die  in 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen  so  liegen,  dafs  sie 
in  der  Schnittlinie  derselben  die  gemeinsame  Axe  haben,  und 
der  Scheitel  der  einen  der  Brennpunkt  der  andern  ist,  sowie 
umgekehrt*,  seien  fp  und  f^  diese  beiden  Punkte,  nämlich  fp 
der  Brennpunkt  der  Parabel  P<*)  und  der  Scheitel  der  Parabel 
^^\  dagegen  fg  der  Brennpunkt  der  Parabel  Q^^^  und  der 
Scheitel  der  Parabel  P<*J;  in  der  Ebene  des  Papiers  liege  die 
Parabel  I^*>  und  in  der  darauf  senkrechten  Ebene  durch 
Ifpfjl  die  Parabel  §<«)  (Fig.  38). 

Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  o  der  Parabel 
P**>  als  Mittelpunkt  eines  Kegels,  der  durch  die  Parabel  ^*> 


Fig.  38. 


gelegt  wird,  dann  ist  dieser  Kegel,  wie  wir  wissen,  ein 
gerader,  und  seine  Umdrehungsaxe  die  Tangente  in  o  an  der 
Parabel  P^%  d.  h.  eine  Gerade  durch  o,  die  wir  so  erhalten: 
Wir  ziehen  \o\p\  und  durch  o  eine  Parallele  zur  Parabelaxe, 
und  nehmen  diejenige  Winkelhalbierende  zwischen  diesen 
beiden  Strahlen,  welche  von  der  Parabelaxe  die  von  dem 
Scheitel  f^   ausgehende  Hälfte  trifft,    die  nicht   den   Brenn- 
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punkt  fp  enthält;  um  die  Parabel  P^^)  vollständig  herzu- 
stellen ^  gehen  wir  auf  der  Axe  von  dem  Brennpunkt  \p  bis 
zum  Scheitel  \q  und  um  ein  gleiches  Stück  weiter  bis  l,  er- 
richten in  l  ein  Perpendikel  auf  der  Axe,  so  ist  dieses  die 
Leitlinie  {  der  Parabel  und  op  das  Perpendikel  aus  o  anf 
die  Leitlinie  gleich  dem  Abstände  ofp  des  Punktes  o  vom 
Brennpunkt;  in  dem  gleichschenkligen  Dreieck  pofp  sei  f 
die  Mitte  der  Grundlinie  p\p,  dann  liegt  f  in  der  Halbie- 
rungslinie des  Winkels  ^ofp,  steht  also  von  |o)>|  und  {of^ 
gleich  weit  ab;  das  Perpendikel  aus  t  auf  die  Parabelaxe 
triift  die  Mitte  zwischen  ]p  und  l,  also  den  Punkt  fg,  und 
ffg  ist  die  Hälfte  des  Abstandes  pl]  folglich  wird  !  der 
Mittelpunkt  eines  Kreises  sein,  der  {o^{  und  |ofp{  berührt^ 
sowie  die  Parabelaxe  im  Punkte  [,. 

Der  Durchmesser  |of|  dieses  Kreises  ist  die  Umdrehungs- 
axe  des  geraden  Kegels  o^^^,  welcher  von  o  aus  durch  die 
Parabel  ^^^  gelegt  werden  kann.  Eine  Eugel  um  den 
Mittelpunkt  f,  welche  den  vorigen  Kreis  zum  gro&ten  hat 
wird  daher  den  Kegel  c^^^  längs  eines  kleinen  Kreises  be- 
rühren und  aufserdem  die  Ebene  der  Parabel  Q^^^  in  dem 
Brennpunkte  derselben  f,^  berühren.  Hierdurch  wird  der  am 
Anfange  dieses  Paragraphen  ausgesprochene  Satz  auch  für 
die  Parabel  bestätigt. 

Nennen  wir  die  Länge  einer  aus  o  an  die  Kugel  f^  ge- 
legten Tangente  t  und  ziehen  irgend  einen  Kegelstrahl  des 
geraden  Kegels  o^^^ ;  möge  derselbe  die  Fokalparabel  Q^^^  in  T 
treffen^  dann  ist: 

t  +  vU  =0):. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  andern  Punkt  Oi  der  Fokal- 
parabel P^^\  so  ändert  sich  zwar  der  Kegel  cf^  und  die  ihn 
berührende  Kugel  t^^^,  aber  ihr  Berührungspunkt  mit  der 
Ebene  der  Fokalparabel  Q^^^  bleibt  natürlich  deren  Brenn- 
punkt f^,  und  wir  haben  die  analoge  Beziehung: 

woraus  folgt: 

OT  —  0,):  =  ^  —  f,  =  konsi, 

d.  h.:  Verbinden  wir  irgend  zwei  festePunkte  o  und 
0,   auf  einer    der   beiden   Fokalparabeln   (P^**)    na** 
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einem  yeränderlichen  Punkte  x  ^^^  andern  Fokal- 
parabel (Q^'^),  so  bleibt  die  Differenz  der  Abstände: 

von  unveränderlichem  Werte. 

Die  Parabel  besitzt  also  auch  ,,räumliche  Brennpunkte'* 
und  zwar  hyperbolischer  Art  (mit  konstanter  Differenz). 

Nehmen  wir  also  für  j:  zwei  beliebige  Punkte  )f  und  p^ 
der  Fokalparabel  Q^^\  so  ist: 

oder: 

d.  h.:  Wenn  man  auf  jeder  der  beiden  Fokalpara- 
beln zwei  beliebige  Punkte  wählte  so  kann  man 
dieselben  als  die  Ecken  eines  windschiefen  Vier- 
seits  im  Räume  auffassen,  dessen  Seiten  nicht  in 
die  Ebenen  der  Fokalparabeln  hineinfallen.  Ein 
solches  Yierseit  besitzt  allemal  die  Eigenschaft, 
dafs  die  Summe  zweier  gegenüberliegenden  Seiten 
gleich  ist  der  Summe  der  beiden  andern  gegen- 
überliegenden Seiten. 

§  66.    Die  EreisBohnitte  der  Fläohe  2.  O. 

Wir  haben  schon  auf  S.  572  gesehen ,  dals  die  Fokal- 
kegelschnitte in  den  Hauptebeneu  einer  Fläche  2.  0.  dieselbe 
in  gewissen  Punkten  (Ereispunkten)  treffen,  welche  die  beson- 
dere Eigenschaft  besitzen,  dafs  jede  mit  den  Berührungs- 
ebenen in  diesen  Punkten  parallele  Ebene  die  OberflSche 
in  einem  Kreise  durchschneidet.  Wir  können  aber  auch 
unabhängig  davon ,  ob  jene  Ereispunkte  reell  vorhanden 
sind  oder  nicht,  die  Aufgabe  uns  stellen:  Solche  Ebenen 
zu  finden,  welche  die  gegebene  Fläche  i^(')  in 
Kreisen  schneiden,  und  werden  bei  der  Losung  dieser 
Aufgabe  auf  ihren  Zusammenhang  mit  den  Fokalkegelschnit- 
ten geführt. 

Wenn  irgend  eine  Ebene  die  gegebene  Fläche  i^w  in 
einem  Kreise  schneidet,  so  wird  die  durch  den  Mittelpunkt 
Wl  der  Fläche  -F<*>  zu  der  Ebene  parallel  gelegte  Ebene  eben- 

8oHB<yTXB,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  39 
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falls  in  eiuem  Kreise  schneiden  müssen,  weil  beide  Ebenen 
dieselbe  unendlich -entfernte  Gerade  haben,  und  diese  die 
Trägerin  einer  Punktinyolution  in  der  ersten  Ebene  ist,  deren 
Doppelpunkte  die  imaginären  Kreispunkte  sind,  also  auch  in 
der  zweiten  Ebene  dasselbe  gilt. 

Wir  haben  also,  indem  wir  zuvörderst  eine  Fläche  F^^ 
mit  endlichem  Mittelpunkte  ^Jt  voraussetzen,  nur  notig,  solche 
Ebenen  durch  ^}  zu  legen  ^  die  F^^^  in  Kreisen  schneiden; 
denn  ist  eine  solche  Ebene  gefunden,  so  wird  das  ganze 
Büschel  von  Parallelebenen  zu  ihr  die  gleiche  Eigenschaft 
besitzen. 

Sei  nun  €  eine  Durchmesserebene  der  Fläche  F^^^,  die  sie 
in  einem  Kreise  schneidet,  seien  ferner  a  b  c  die  drei  Haupt- 
axen  der  -F^*^  und  die  Träger  von  Punktinvolutionen  mit  den 
Potenzen  PaPtPc  ferner  [ab]  [ac]  [bc']  die  drei  Hauptebenen, 
dann    wird   die   Schnittlinie    d^    der  Kreisebeue   £   mit  einer 
Hauptebene,   z.  B.  [ab],  ein  Durchmesser  des  Hauptschnitts 
[ab]^^)    und  zugleich  des  Kreises   s^^   sein.     Der  zu  d^  kon- 
jugierte   Durchmesser   d   im  Kreise   £^^^   mufs   auf   d^  senk- 
recht stehen   wegen  der  Natur  des  Kreises,   und  die  zu  dem 
Durchmesser  d^  konjugierte  Durchmesserebene  wird,  weil  (/, 
in  der  Ebene  [ab]  liegt,   durch  die  beiden  Geraden  c  und  d 
gehen  müssen  und  im  allgemeinen  durch  dieselben  bestimmt 
sein;   also   ist  [cd]  die  konjugierte  Durchmesserebene  zu  d^. 
Da  aber  sowohl  c,  als  auch  d  auf  d^   senkrecht  stehen,  so 
wird  die  Ebene  [cd^  die  Normalebene  des  Strahles  (/|  sein. 
Es  müfste  also  durch  den   Mittelpunkt  y}i  ein   viertes  Paar 
zu   einander  rechtwinkliger  konjugierter  Elemente,  nämb'ch 
der   Durchmesser  rfj   und  die  Durchmesserebene  [cd]  gehen 
aufser  den    drei   Hauptaxen   und  Hauptebenen;    dies    ist  im 
allgemeinen    unmöglich,   aufser  wenn   F^^^  eine   (reelle  otler 
imaginäre)  Kugel  ist,  ein  Fall^  den  wir  als  selbstverständlich 
ausschliefsen.     Die  verlangte   Forderung  kann  demnach  nur 
erfüllt  werden,  wenn  entweder  d^  mit  a  oder  mit  b  zusammen- 
fällt, oder  wenn  d  mit  c  zusammenföllt,  weil  dann  die  Ebene 
[cd]  nicht  bestimmt  ist.    Wir  haben  also  zunächst  folgendes 
Resultat : 

Eine    Durchmesserebene    der    F^*\    welche   die- 
selbe  in    einem    Kreise   schneiden    soll,    kann    nur 
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durch  eine  der  drei  Hanptaxen  a  b  c  der  Fläche 
gehen  (wenn  diese  nicht  selbst  eine  Kugel  ist). 

Hierdurch  wird  die  Untersuchung  wesentlich  vereinfacht; 
wir  brauchen  nur  die  drei  Ebenenbüschel  am  die  drei  Haupl- 
axen  zu  untersuchen  und  nachzusehen,  ob  unter  ihren  Durch- 
schnittskurven mit  F^^^  Kreise  vorkommen. 

Schneidet  nun  eine  durch  die  c-Axe  gelegte  Ebene  die 
i^<2>  in  einem  Kreise,  so  wird  sie  die  [a 6] -Ebene  in  einem 
Durchmesser  d^  schneiden  müssen,  welcher  der  Träger  einer 
Punktinvolutiou  ist,  deren  Potenz  Pc  sein  mufs;  wir  haben 
also  Pd^  =■  Pc  Die  Uauptebene  [ab]  schneidet  aber  die 
Fläche  F^^^  in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Kegelschnitt, 
dessen  Mittelpunkt  ^,  dessen  Hauptaxen  a  und  b  die  Trä- 
ger von  Punktinvolutionen  mit  den  Potenzen  P«  «nd  P^ 
sind.  Dem  Durchmesser  d^  für  diesen  Kegelschnitt  [aft]<*> 
sei   konjugiert  der  Durchmesser  dy  dann  gilt  die  bekannte 

Beziehung : 

P, -\- F, -^  P, -{-  P,„ 

aUo,  da  Pa,  =  Pc  ist: 

P^  =  Pa  +  P*  -  Pc; 
es  gilt  aber  (S.  521)  für  jeden  Durchmesser  d  die  Beziehung: 

1 cos*  (d,a)    ,    Bin»  (d,  g) 

Pä~         Pa         '^         Pö         ' 

also  für  unsem  Durchmesser  d: 

P  ^  p  p  p  A^  p  p 

cos^  (rf,  a) p h  sm^  (d,  a) p =  l , 

oder: 

C08»  {d,  a)  •  ^'p^'  +  sin»  (d,  a)  •   ^%  ^'  =  0, 

^a  ^b 

und   hierdurch   wird   die  gesuchte  Richtung  von  d  bestimmt, 
nämlich  durch  die  Bedingung: 


tg2  (d,  a) 


lb_       ^b-Pc 


wollen  wir  die  Richtung  des  konjugierten  Durchmessers  d^ 
haben,  so  dafs  \cd^  die  gesuchte  Kreisebene  selbst  wird,  so 
ergiebt  sich,  da  wegen  der  Strahleninvolution,  deren  Mittel- 
punkt ^  ist,  und  die  dem  Kegelschnitt  [abj^^^  zugehört: 

39* 
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ist: 

Es  wird  also  im  allgemeinen  zwei  Richtungen  fQr  d^ 
geben;  die  symmetrisch  zu  den  Axen  a  und  b  liegen  (wie 
auch  a  priori  klar  ist),  und  die  die  Aufgabe  losen,  wofern  der 
für  ig^  (ßiä)  gefundene  Ausdruck  positiv  ist;  ist  er  dagegen 
negativ,  so  giebt  es  keine  reelle  Richtung  d^.  Bevor  wir 
diese  Frage  der  Realität  für  jede  der  vier  Mittelpunktsflächen 
F<^^  untersuchen,  bringen  wir  noch  die  obige  Gleichung: 

cos*  (d,  a)        ,        sin'  {d,  a)      ^ 


indem   wir   sie  mit  Fe  multiplizieren    und  die  Brüche  zer- 
legen, auf  folgende  Gestalt: 

cos*  (d,  g)     ,    sin'  (d,  g)   cos*  (d,  a)     ,    ein*  (d,  ä) 

P   P      *     p   —  P  P  '  P         ' 

und  erkennen  aus  ihr  ein  bemerkenswertes  Resultat: 

Wir  haben  nämlich  in  der  Hauptebene  [ab]  zwei  kon- 
fokale  Kegelschnitte,  den  Hauptkegelschnitt  [ab]^^^  oder  S^^ 
mit  den  Axen  a,  b  und  den  Potenzen  der  zugehörigen  Punkt- 

involutionen  P«,  Pby  und  zweitens  den  Fokalkegelschnitt  K^^ 
mit  denselben  Hauptaxen  und  den  Potenzen  der  zugehörigen 
Punktinvolutionen  P«  —  Pc,  Pb  -  Pe  (S.  567),  und  die 
vorige  Beziehung  sagt  nichts  anderes  aus,  als  dafs  der  Durch- 
messer d  für  diese  beiden  Kegelschnitte  Träger  derselben 

Punktinvolution  ist.   Wenn  also  die  beiden  Kegelschnitte  S^^ 

und  K^^l   reelle   Schnittpunkte   haben    (Kreispunkte  S.  572), 

so  werden  die  beiden  Durchmesser,  welche  dieselben  ver- 
binden, die  gesuchten  Richtungen  für  d  sein,  und  die  ihnen 
konjugierten  Richtungen  d^  also  die  Kreisschnitte  bestimnoen, 
wie  wir  früher  eingesehen  haben.  Wir  sind  aber  hier  unab- 
hängig von  der  Realität  der  Kreispunkte  zu  der  Bestimmung 
der  KreisebeTien  gelaugt  und  können,  da  die  für  die  ^Axe 
ausgeführte  Betrachtung  in  gleicher  Weise  für  die  d-Aie 
und'  &-Axe  gilt,   folgendes  allgemeine  Resultat  aussprechen: 
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Es  giebt  im  allgemeinen  durch  jede  der  drei 
Haaptaxen  einer  Mittelpunktsfläche  F^^>  zwei  (reelle 
oder  imaginäre)  Ebenen,  welche  dieselbe  in  Krei- 
sen .schneiden;  die  zu  denselben  konjugierten 
Durchmesser  der  i^<*^,  welche  paarweise  in  den 
drei  Hauptebenen  liegen,  sind  die  Träger  gleicher 
Punktinvolutionen  sowohl  für  den  Hauptkegel- 
schnitt, als  auch  für  den  in  seiner  Ebene  enthal- 
tenen Fokalkegelschnitt  (oder  die  gleichen  gemeinschaft- 
lichen Durchmesser  beider  Kegelschnitte). 

Hierdurch  ist  die  Aufgabe  im  allgemeinen  gelöst,  da  alle 
übrigen  Ebenen,  welche  F^^^  in  Kreisen  schneiden,  den  Stel- 
lungen dieser  gefundenen  Ebenen  parallel  sein  müssen,  s.  o.; 
aber  es  bleibt  noch  übrig,  die  Realität  der  Durchmesser- 
ebenen zu  untersuchen,  welche  in  Kreisen  schneiden.  Hier- 
zu müssen  wir  das  in  der  Hauptebene  [ab]  abgeleitete  Re- 
sultat auch  für  die  beiden  andern  Hauptebenen  aussprechen; 
bezeichnen  wir  daher  den  früher  d  genannten  Durchmesser 
der  [ai)]- Ebene  jetzt  mit  de  und  den  analogen  Durchmesser 
in  der  [ac]-Ebene  mit  dt,  endlich  den  entsprechenden  in  der 
[&c]-Ebene  mit  dat  d.  h.  diejenigen  drei  Durchmesser  in  den 
Hauptebenen,  deren  konjugierte  Durchmesserebenen  Kreis- 
schnittebenen sind,  so  haben  wir  folgende  Gleichungen  zur 
Bestimmmung  ihrer  Richtung  und  der  zugehörigen  Potenz- 
werte: 

'[a6]-Ebene:  tg^(4,  a)- - -^—l ;    P<,,=Pa+P»-Pc 

"^  a  \    a     •'■  b) 

[6c]-Ebene:  tg^da ,  h) J#^K;   P..,=P»+Pc-Pa . 

Setzen  wir  ferner,  wie  auf  S.  570,  voraus,  dafs  die  Werte 
Pa  Pb  Pg  iii  algebraischem  Sinne  der  Gröfse  nach  geordnet 
seien : 

Pa  ^   Pb  ^  Po  ) 

dann  sind  offenbar  die  Verhältnisse: 

p  _  p   -^  ^       p       p^^       p  ^p   ^  ^f 

^a        ^G  ^a  —  ^b  ^b        -^a 
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und  es  kommt  noch  auf  die  Vorzeichen  der  Gröfsen  P«  P*  P, 
selbst  an  9  um  zu  entscheiden  ^  ob  die  Durchmesser  ded^d^ 
reelle  Schnittpunkte  haben  oder  nicht. 

Gehen  wir  also  die  vier  möglichen  Fälle  durch: 

I.  Pa  >  0     Pft  >  0     Pc  >  0,     das  BIlipsoid; 

nur  die  Gleichung: 

•'^a      •'^a        ^b 

liefert  reelle  Werte  für  die  Richtung  des  Durchmessers  d«, 
der  in  der  [ao] -Ebene  liegt;  während  die  beiden  andern 
Gleichungen  für  das  Quadrat  der  Tangente  einen  negativen 
Ausdruck  liefern.  Es  giebt  also  nur  zwei  reelle  Stellungen 
für  eine  Ebene,  die  das  Ellipsoid  in  einem  Kreise  schneidet. 
Die  Stellungen  dieser  beiden  Ebenen  enthalten  die  Richtang 
der  6-Axe,   der  mittleren  (der  Gröfse  nach);  da  P^^  positJT 

ist,  und  auch  der  konjugierte  Durchmesser  reell  wird,  so 
schneiden  die  beiden  durch  den  Mittelpunkt  ^  gelegten 
Ereisebenen  in  reellen  Kreisen. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen  die  durch  die 
J!)-Axe  gehende  Kreisebene  x  mit  der  Hauptebene  \ba] 
bildet,  durch: 

so  folgt  aus: 


der  Wert  von: 


gj  =  (x,  [a6]), 
co8*qp  j_  8in*<p  1 


ILPa>0    P6>0    Pc<0    das  einschalige   Hyper- 
boloid; nur  die  einzige  Gleichung: 

P.     P.  -  P. 


tg2  (d„  6)  =  - 


liefert  reelle  Werte  für  die  Richtung  des  Durchmessers  ic, 
der  in  der  [6o]-Ebene  liegt,  während  die  beiden  andern  Glei- 
chungen für  das  Quadrat  der  Tangente  negative  Werte  lie- 
fern. Es  giebt  also  auch  hier  nur  zwei  reelle  Stellungen  für 
eine  Ebene,  die  das  einschalige  Hyperboloid  in  einem  Kreise 
schneidet.  Diese  beiden  Stellungen  enthalten  die  Richtung 
der  o-Axe,  d.  h.  der  gröfseren  von  den  beiden  reellen  Axen. 
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Da  der  Durchmesser  da,  veil  Pd  Degati?  ist,  nicht  in  reellen 
Punkten  schneidet,  so  muls  sein  konjugierter  Durchmesser 
in  reellen  Punkten  die  Fläche  treffen  ^  denn  der  Hauptkegel- 
schnitt  in  der  [&c]-£bene  ist  Hyperbel;  also  schneiden  die 
beiden  durch  den  Mittelpunkt  ^  gelegten  Kreisebenen  das 
einschalige  Hyperboloid  in  reellen  Kreisen. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen  die  durch  die  a-Axe 
gehende    Kreisebene    x    mit    der    Hauptebene    [ab]    bildet, 

durch : 

y  =  (x,  [a6]), 


so  lolcrt  aus: 

^ 

1 

der  Wert  von: 

C0B>  tp      ,     sin*  tp            1 

i'»        '^       Pc       ^    Pa 

P,{P„-P,) 

also  für  den  Winkel,  welchen  die  durch  die  a-Axe  gehende 
Kreisebene  x  mit  der  Hauptebene  \ac]  bildet: 

V;  =  90ö-ip  =  (x,  [acj) 
der  Wert: 

cos*-    p^^p^^p^) 

UI.    Pa>0  Pt,<0  Pc<0   das  zweischalige;  Hyperbo- 
loid; nur  die  einzige  Gleichung: 


tg2(d,,a)=-y-.y— 


Pc  I 


liefert  reelle  Werte  für  die  Richtung  des  Durchmessers  dey 
der  in  der  [ab] -Ebene  liegt,  während  die  beiden  anderen 
Gleichungen  für  das  Quadrat  der  Tangente  negative  Werte 
liefern.  Es  giebt  also  auch  hier  nur  zwei  reelle  Stellungen 
fflr  eine  Ebene,  die  das  zweischalige  Hyperboloid  in  einem 
Kreise  schneidet.  Diese  beiden  Stellungen  enthalten  die 
Richtung  der  c-Axe  d.  h.  der  kleineren  (im  algebraischen 
Sinne)   von  den   beiden    imaginären   Axen.     Pd^  ist    positiv, 

der  Durchmesser  de  schneidet  in  reellen,  folglich  der  kon- 
jugierte Durchmesser  in  imaginären  Punkten,  weil  der  Haupt- 
kegebchnitt  in  der  [a 6] -Ebene  Hyperbel  ist;  die  beiden  durch 
den  Mittelpunkt  ^l  gelegten  Kreisebenen  schneiden  also  das 
zweischalige  Hyperboloid    in    imi^inären   Kreisen.     Aber    es 


I 
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giebt  trotzdem  reelle  Kreise  auf  dem  zweischaligen  Hyperboloid; 
legen  vir  in  den  reellen  Endpunkten  des  Durchmessers  d^ 
die  Berührungsebenen  und  zu  diesen  Parallelebenen ,  so 
schneiden  alle  diejenigen  Parallelebenen,  welche  zwischen  die 
beiden  Berührungsebenen  fallen  in  imaginären,  alle  übrigen 
in  reellen  Kreisen.  Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen 
die  durch  die  c-Äxe  gehende  Ereisebene  x  mit  der  Haupt- 
ebene [ac]  bildet  durch 


SO  folgt  aus: 


008*9     ,     sin' 9? 


Pa         '         Po  -Pc 


IV.  Pa  <  0  Pä  <  0  Pc  <  0  die  imaginäre  Fläche;  nur 
die  einzige  Gleichung: 

tgH(?„  a)  =  -  ^p-^p;^ 

liefert  reelle  Werte  für  die  Richtung  des  Durchmessers  rf*, 
der  in  der  [aoj- Ebene  liegt,  während  die  beiden  anderen 
Gleichungen  für  das  Quadrat  der  Tangente  negative  Werte 
liefern.  Es  giebt  also  auch  hier  nur  zwei  reelle  Stellongeu 
für  eine  Ebene ,  welche  die  imaginäre  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  einem  Kreise  schneidet,  der  natürlich  auch  imaginär  ist 
Die  Stellungen  dieser  beiden  Ebenen  enthalten  die  Richtung 
der  b'Axe  d.  h.  der  mittleren  (im  algebraischen  Sinne).  Be- 
zeichnen  wir  den  Winkel,  welchen  die  durch  die  6-Axe 
gehende  Kreisebene  x  mit  der  Hauptebene  [bä]  bildet^  durch 

9«=(x,  [a6]), 
so  folgt  aus: 


der  Wert  von 


coB^qp 

+ 

sin'ip 
Pc 

1 
Pö 

cos^g? 

Pa{Pö 
P  /"P 

-Po) 

Das  Gesamtresultat  stellt   sich  demgemäfs  so  heraus: 

Ist  eine  Mittelpunktsfläche  2.  0.  FW  gegeben, 

so  giebt  ea  immer   nur  zwei  reelle  Stellungen  für 

eine  Ebene^  welche  JP^  in  einem  Kreise  schneiden 

soll.      Diese   beiden  reellen   Stellungen   enthalten 
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die  Richtung  einer  der  drei  Haaptaxen   und  liegen 
symmetrisch  zu  der  ihr  konjugierten   Hauptebene. 
Beim  Ellipsoid    gehen    die   durch   den   Mittelpunkt 
"iR    der    Fläche   F<*>   gelegten    Kreisschnittebenen 
durch  die,    der  Gröi'se    nach,    mittlere  Hauptaxe, 
beim  einschaligen  Hyperboloid  durch  die  gröTsere 
der  beiden  reellen  Hauptaxen,  beim  zweischaligen 
Hyperboloid    durch    diejenige    der    beiden    imagi- 
nären Hauptaxeu,    für    welohe    der   absolute    Wert 
der  Potenz  der  zugehörigen   (elliptischen)    Punkt- 
involution    der   gröfsere    ist,    bei    der   imaginären 
Fläche  2.  0.  durch  diejenige  imaginäre  Hauptaxe, 
deren     zugehörige    (elliptische)     Punktinvolution 
einen  Potenzwert  hat;  welcher  absolut  genommen 
zwischen  den  absolut    genommenen   Potenzwerten 
der  beiden   anderen   Punktinvolutioneu    liegt.     In 
den  beiden  ersten  Fällen  schneiden  die  Ereisebenen^ 
durch   die    betreffenden  Hauptaxen    selbst    gelegt, 
reelle  Kreise  aus,  in  den  beiden  anderen  Fällen  ima- 
ginäre Kreise;  aber  trotzdem  giebt  es  auch   beim 
zweischaligen   Hyperboloid   zu  den    beiden   reellen 
Stellungen  der  Kreisebenen  Parallelebenen,  welche 
die   Fläche  in  reellen   Kreisen  schneiden.     Der  zu 
der  Stellung  der  einen  (oder  anderen)  reellen  Kreis- 
ebene konjugierte  Durchmesser  schneidet  nämlich 
das     zweischalige     Hyperboloid     in     zwei     reellen 
Punkten,  deren  Berühr  ungsebenenjenerK  reisebene 
parallel  laufen.    Eine  zu  diesen  Berührungsebenen 
parallele  Ebene  wird   die  Fläche  in  einem  imagi- 
nären oder  reellen   Kreise  schneiden,  je  nachdem 
sie  die  Endpunkte  des  konjugierten  Durchmessers 
trennt  oder  nicht  trennt.     Beim  Ellipsoid  gilt  das 
Umgekehrte;  auch  hier  trifft  der  zu  einer  (oder  der 
anderen)    Stellung    der    Kreisebenen    konjugierte 
Durchmesser    die  Fläche   in  reellen    Punkten,   und 
eine   zu    der  Kreisebeue    parallele  Ebene   wird  das 
Ellipsoid  in  einem  reellen  oder  imaginären  Kreise 
schneiden^  je  nachdem  sie  die  Endpunkte  des  kon- 
jugierten Durchmessers  trennt  oder  nicht   trennt 
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Die  vier  Endpunkte  der  zu  den  Stellungen  der 
beiden  Kreisebeuen  konjugierten  Durchmesser  sind 
die  Kreispunkte  der  Fläche.  Beim  einschaligen  Hy- 
perboloid treffen  diese  konjugierten  Durchmesser 
die  Fläche  nicht;  es  giebt  keine  Ereispunkte,  son- 
dern alle  zu  den  Kreisebenen  parallelen  Ebenen 
schneiden  die  Fläche  in  reellen  Kreisen;  die  ima- 
ginäre Fläche  kann  natürlich  nur  in  imaginären 
Kreisen  geschnitten  werden. 

Wir  bemerken  noch  eine  sich  unmittelbar  ergebende  Eigen- 
schaft der  Kreise ;  welche  auf  einer  Fläche  F^^^  yerlaufen. 
Legt  man  nämlich  durch  den  Mittelpunkt  ^  der  Fläche  F^  eine 
beliebige  Durchmesserebene,  so  schneidet  dieselbe  die  Fläche 
F<*^  in  einem  Kegelschnitt  ^^^\  dessen  Mittelpunkt  SSt  ist,  und 
die  beiden  durch  den  Mittelpunkt  Tt  gelegten  Kreisebenen 
schneiden  die  F^^^  in  zwei  gleichen  Kreisen ;  weil  sie  durch 
eine  der  Hauptaxen  der  F^^^  gehen;  sie  schneiden  daher  auch 
den  Kegelschnitt  ^^)  in  zwei  gleichen  Durchmessern.  L^n 
wir  jetzt  eine  zu  der  Durchmesserebene  parallele  Berührungs- 
ebene  der  i^^>,  so  ist  die  ihrem  Berührungspunkt  zugehörige 
Strahleninvolution  parallel  und  gleich  der  Strahleninvolution 
der  konjugierten  Durchmesser  des  Kegelschnitts  ^<^);  die  Axen 
des  letzteren  sind  also  auch  parallel  den  Axen  der  Strahlen- 
involution in  der  Berührungsebene;  die  beiden  durch  den 
Berührungspunkt  gelegten  Kreisebenen  schneiden  mithin  die 
Berührungsebenen  in  zwei  Tangenten,  welche  gleich  geneigt 
sein  müssen  zu  den  Axen  der  Strahleninvolution,  weil  die 
gleichen  Durchmesser  eines  Kegelschnitts  gegen  die  Axen  des- 
selben gleich  geneigt  sind.   Wir  erhalten  daher  folgenden  Satz: 

Wenn  man  in  einer  Berührungsebene  einer 
Fläche  JPt^)  die  beiden  Tangenten  an  den  Kreisen 
zieht,  welche  durch  den  Berührungspunkt  auf  der 
Fläche  verlaufen,  so  sind  die  Halbierungslinien 
von  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen  diesen 
beiden  Geraden  die  Axen  der  Strahleninvolution, 
welche  in  der  Berührungsebene  dem  Berührungs- 
punkte zugehört.*) 

•}  Vergl.  F.  Joachimsthal:  „Über  die  Normalen  der  Ellipse  and 
des  EUipsoids",  Crelle's  Journal  Bd.  XXVI,  S.  172. 
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Es  bleibt  jetzt  uoch  übrig,  die  vorgelegte  Frage  für  den 
Fall  der  Paraboloide  zu  beantworten.  Da  das  hyperbolische 
Paraboloid  Ton  jeder  Ebene  entweder  in  einer  reellen  Hyperbel 
oder  Parabel  geschnitten  wird  (S.  214)^  so  kann  bei  demselben 
von  Ereisschnitten  überhaupt  keine  Rede  sein.  Für  das  ellip- 
tische Paraboloid  haben  wir  zwar  schon  von  den  Fokal- 
parabeln aus  die  Kreisschnitte  bestimmt  (S.  590),  wollen  aber 
hier  nochmals  unabhängig  davon  die  vorgelegte  Frage  beant- 
worten. 

Beim  elliptischen  Paraboloid  ist  die  unendlich-entfernte 
Ebene  £«  Berührungsebene^  und  ihr  Berührungspunkt  Wr* 
der  Mittelpunkt  einer  elliptischen  Strahleninvolution  in  e», 
welche  von  allen  Paaren  konjugierter  Strahlen  durch  2fl* 
gebildet  wird.  Um  dieselbe  anschaulicher  zu  machen, 
denken  wir  uns  durch  diese  Strahlenpaare  und  die  endliche 
Hauptaxe  a  des  Paraboloids,  deren  Berührungsebene  im 
Scheitel  ®  normal  auf  ihr  steht,  Ebenenpaare  gelegt,  die 
eine  Ebeneninvolution  durch  die  Axe  a  konstituieren,  welche 
mit  der  Strahleninvolution  in  e«  perspektivisch  liegt,  in 
unserem  Falle  also  auch  elliptisch  ist  und  im  endlichen  Baume 
unserer  Anschauung  sich  nicht  entzieht. 

Diese  Ebeneninvolution  können  wir  auch  unabhängig 
von  den  unendlich -fernen  Elementen  dadurch  herstellen,  dafs 
wir  am  Scheitel  @  des  Paraboloids  die  Berührungsebene  r 
auffassen  und  die  in  derselben  liegende  Strahleninvolution, 
deren  Mittelpunkt  (S  ist,  und  die  aus  sämtlichen  Paaren 
konjugierter  Strahlen  durch  «S  (in  Bezug  auf  das  räumliche 
Polarsystem)  gebildet  wird,  herstellen,  endlich  eine  mit  der- 
selben perspektivische  Ebeneninvolutiou  durch  die  a-Axe 
legen. 

Da  nun  eine  beliebige  Ebene  €  die  Ebene  £«  in  einer 
Geraden  l^  schneidet,  für  welche  die  zugehörige  Punktinvo- 
lution durch  die  soeben  konstruierte  Ebeneninvolution  mit 
der  Axe  a  ausgeschnitten  wird,  und  die  Schnittkurve  von  £ 
mit  F^^^  dann  und  nur  dann  ein  Kreis  sein  wird,  wenn  die 
Punktinvolution  auf  2«>  die  imaginären  Kreispunkte  zu  Doppel- 
punkten hat,  oder  die  Strahleninvolution,  in  welcher  die  Ebene 
€  die  Ebeneuinvolution  [a]  schneidet  eine  orthogonale  ist, 
so    kommt    die   vorgelegte   Aufgabe    auf    folgende    zurück: 
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Durch  eine  gegebene  elliptische  EbeneninyolutioD 
[a]  eine  solche  Ebene  zu  legen,  dafs  die  Strahlen- 
involution  des  Durchschnitts  eine  orthogonale 
wird;  diese  Aufgabe  haben  wir  in  §  5  (S.  19)  gelost  and  dort 
gesehen,  dafs  es  für  die  gesuchte  Ebene  nur  zwei  reelle 
Stellungen  giebt ,  die  symmetrisch  liegen  zu  einer  der  beiden 
Hauptebenen  der  gegebenen  Ebeneninvolution  mit  der  Axe  a. 
Um  die  Stellungen  der  gesuchten  Kreisebenen  selbst  zu 
finden,  nehmen  wir  den  Scheitel  (S  des  elliptischen  Para- 
boloids  und  die  beiden  durch  die  a-Axe  desselben  gehenden 
Hauptebenen  [ab"^]  und  [ac**];  diese  schneiden  das  Paraboloid 

in  den  beiden  Parabeln  ^J|*^3o  und  ^^*J„  ,   welche  gleichzeitig 

(B  zum  Scheitel,  f«,  und  fc  zu  Brennpunkten  haben;  und  zwar 
liegen  f^f^  auf  derselben  Seite  von  (^;  da  sie  im  allgemeinen 
nicht  zusammenfallen  werden,  so  wird  einer  der  beiden  Brenn- 
punkte der  Hauptschnitte  dem  Scheitel  näher  liegen,  als  der 
andere;  dieser  nähere  sei  f^« 

Um  die  Ebeneninvolution  a  zu  ermitteln,  denken  wir 
uns  durch  irgend  einen  Punkt  o  der  a- Axe,  welcher  in  dem 
Innern  der  beiden  Hauptparabeln  liegen  möge,  eine  Ebene 
normal  zur  a-Axe  gelegt;  diese  wird  das  Paraboloid  in  einer 
Ellipse  schneiden,  deren  Hauptaxen  die  beiden  Schnittlinien 
ift  und  Ic  mit  de«  Hauptebenen  [ab'']  und  [ad^]  sein  werden. 
Die  Potenzen  der  zugehörigen  Punktinvolutionen  oder  die 
Quadrate  der  Halbaxen  dieser  Ellipse  werden  bestimmt  ver- 
mittelst der  beiden  Hauptparabeln  ^^^l»  und  ^*^j«  ;  wir  er- 
halten nämlich  als  ihre  Werte: 

4®o.6f6     und    4©o.®fc, 

und  aus  diesen  Werten  ergeben  sich  die  Richtungen  der 
gleichen  konjugierten  Durchmesser  der  Ellipse;  bezeichnen 
wir  diese  durch  s  und  t  und  die  Winkel 

(s,  h)  =  {t,  lb)  =  9>, 
so  ist: 

tcr^  W  = =  ; 

^  ^     4  6o.©f6       e\b 

bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die  Strecken: 
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SO  wird  der  Winkel  tp  bestimmt  durch  die  Bedingung: 

und  durch  den  Winkel  q)  werden  die  Richtungen  der  beiden 
gleichen  konjugierten  Durchmesser  s  und  t  der  Ellipse  be- 
stimmt, in  welcher  die  durch  o  normal  zur  a-Axe  gelegte 
Ebene  das  Paraboloid  schneidet.     Die  beiden  Ebenenpaare: 

[ak'],  [alc]    und    [as],  [af] 

sind  aber  zwei  Paare  konjugierter  Ebenen  der  gesuchten 
Ebeneninvolution  [a],  und  es  wird  nun  darauf  ankommen, 
durch  0  eine  Ebene  so  zu  legen,  dafs  sie  beide  Ebenenpaare 
in  je  zwei  Paaren  rechtwinkliger  Strahlen  schneidet.  Da  die 
beiden  Ebenen  [ah]  und  [ah]  selbst  zu  einander  rechtwinklig 
sind,  so  kann  die  gesuchte  Ebene  nur  dann  dieselben,  in  zwei 
rechtwinkligen  Strahlen  schneiden,  wenn  sie  durch  einen  der 
beiden  Strahlen  h  oder  h  geht,  weil  h  die  Normale  der  Ebene 
[ah],  nnd  h  die  Normale  der  Ebene  [ak]  ist.  Jede  durch 
h  gelegte  Ebene  schneidet  das  eine  Ebenenpaar  [ah]  und 
[ah]  in  einem  Paar  rechtwinkliger  Strahlen,  und  es  ist  unter 
allen  durch  h  gelegten  Ebenen  eine  solche  aufzusuchen,  welche 
auch  das  Ebenenpaar  [a$]  uud  [at]  in  einem  rechtwinkligen 
Strahlenpaare  schneidet.  Schneidet  diese  gesuchte  Ebene  die 
Ebene  [as]  in  dem  St]:ahle  x  und  die  Ebene  [ah]  in  dem 
Strahle  x\  so  mufs  der  Winkel  (h,  x)  =  45**,  aho  auch  der 
Winkel  (a:a;')  =  45^  sein.  Die  drei  Strahlen  a  x  x'  bilden 
also  ein  Dreikant,  in  welchem  der  Neigungswinkel 

{[x'x],  [x'a])  =  90^  ' 
der  Neigungswinkel 

{[ax],[ax'])  =  q> 

und  der  Kantenwinkel 

ist;  für  dieses  rechtwinklige  Dreikant  gilt  bekanntlich  die 
Beziehung: 

tg  {x\  x)  =  tg  (45»)  =  1  =  sin  (a,  ^r')  .  tg  9>  *); 


*)  In   der  That,  gehen  durch  einen  Strahl  |ob|  zwei  zu  einander 
rechtwinklige  Ebenen,  und  legen  wir  in  einem  Punkte  a  der  ersten 
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bezeichnen   wir  daher  den  gesuchten  Winkel   (a,  x')  ^  t^ 
so  folgt: 

'^  tlf  €=  ctg^  9>  = 


sin* 


b 
c 


Durch  den  Winkel  V^  ist  in  der  Ebene  [alt]  ein  Strahl 
x'  von  solcher  Beschaffenheit  ermittelt^  dafs  die  Ebene  [Ux] 
die  vorige  Ebeneninvolution  a  in  einer  orthogonalen  Strah- 
leninvolution  schneidet,  d.  h.  die  Stellung  einer  Ebene,  welche 
das  Paraboloid  in  einem  Kreise  schneiden  muCs.  Da  der 
Winkel  ^  nach  beiden  Seiten  hin  angetragen  werdeif  kann, 
so  erhalten  wir  zwei  Ebenen  durch*  die  Gerade  t»  welche  das 
Paraboloid  in  Kreisen  schneiden  und  symmetrisch  liegen  zur 
Hauptebene  [ac^J.  Gehen  wir  in  gleicher  Weise  von  der 
Geraden  l^  aus,  so  würden  die  Stellungen  der  Kreisebenen 
zu  bestimmen  sein  durch  Strahlen  in  der  Ebene  [alc],  welche 
zu  der  a-Axe  unter  dem  Winkel  ^'  geneigt  sind,  der  zu  er- 
mitteln wäre  durch  die  Bedingung; 


sin^  ^'  = 


c 
6  ' 


da  aber  die  beiden  Strecken  b  und  c  im  allgemeinen  ver- 
schieden sind,  und  wir  b  K  c  angenommen  haben,  so  liefert 
nur  die  erste  Gleichung: 


eine  Normalebene  zum  Strahle  |oa|,  welche  die  erste  Ebene  in  dem 

Strahle  [ab|,  die  zweite  in  dem  Strahle  [bc| 
schneidet,  wo  c  ein  Punkt  des  letzteren  i&tt 
so  wird,  weil  auf  der  Ebene  [obaj  sovohl 
die  Ebene  [obc],  als  auch  die  Ebene  [abc] 
rechtwinklig  steht,  jbc;  Normale  der  Ebene 
[oba]  sein,  folglich  haben  wir: 

ab  .  tg  (bac)  =  bc, 

also,  wenn  wir  die  drei  Strahlen: 

a,    ob  =  5, 


oa 


oc 


bezeichnen : 


ab«  ob  .  Bin(a,  b) 
bc«=ob.  tg(6,  c) 

^(bac)  =  ([a&],  [ac]), 

woraus  für  das  an  der  Kante  b  rechtwinklige  Dreikant  abc  die  Be- 
ziehung folgt: 

tg  (b,  c)  «  sin  (a,  b) .  ig  ([ab],  [ac]} , 

von  der  im  Texte  Gebrauch  gemacht  wurde. 
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^  c 

reelle  Werte  für  ^,  wie  auch  die  Konstruktion  derselben 
zeigt.  Schlägt  man  nämlich  über  ^>  f^  =  c  als  Durchmesser 
eiuen  Kreis  in  der  Ebene  [afe*],  errichtet  in  f^  ein  Perpen- 
dikel auf  der  a-Axe,  welches  den  Kreis  in  den  reellen  Punkten 
\)  und  xf  schneidet,  weil  «if^  <  v£)fc,  so  sind  die  beiden  Strah- 
len |fct)|  und  |fot)'|  gegen  die  a-Axe  unter  dem  Winkel  f 
geneigt,  und  die  Ebenen,  welche  diese  Strahlen  mit  der  Ge- 
raden Ic  verbinden,  sind  die  gesuchten  Stellungen  der  Kreis- 
ebenen für  das  elliptische  Paraboloid.  Bei  der  analogen  Kon- 
struktion in  der  andern  Hauptebene  kann  das  Perpendikel 
den  Kreis  nicht  schneiden.  Es  ist  also  ^  derjenige  Winkel, 
welchen  die  durch  die  Gerade  Ic  gehende  Kreisebene  x  mit 
der  Hauptebene  [ac*]  bildet,  und  wir  haben  für 

die  Werte:  - 

sm^  ^  =  ^  ;   cos^  ^  = • 

Die  Stellungen  der  beiden  reellen  Kreisebenen  schneiden 
die  unendlich-entfernte  Ebene  s^  in  zwei  geraden  Linien  l^ 
und  l^]  durch  jede  derselben  geht  aufser  der  unendlich-ent- 
fernten Ebene  s^  selbst  noch  eine  zweite  Berührungsebeue 
au  das  Paraboloid;  diese  beiden  Berührungsebenen  berühren 
das  Paraboloid  in  den  Kreispunkten  f  und  f ,  welche  auf  der- 
jenigen Hauptparabel  liegen,  deren  Brennpunkt  (f^)  dem 
Scheitel  zunächst  liegt. 

Wenn  insbesondere  b  =  c  ist,  d.  h.  die  Brennpunkte  f^ 
und  fc  zusammenfallen,  so  vereinigen  sich  die  beiden  Stel- 
lungen der  Kreisebenen  zu  einer,  welche  normal  auf  der 
a-Axc  steht.  Das  Paraboloid  wird  daher  ein  Rotation spara- 
boloid ,  und  die  beiden  Kreispunkte  fallen  in  den  Scheitel  des- 
selben hinein. 

§  67.    Die  Mac-Ciülagh'eohe  und  die  Jacobi'eche 
Erzeugungsart  der  Fläche  2.  O. 

Die  Fokalkegelschnitte  und  die  Kreisschnitte  einer  Fläche 
2.  O.;  deren  Zusammenhang  wir  im  Vorigen  ermittelt  haben ^ 


624  §  67.  Aiac-CuUagb'sche  n.  Jacobi'sohe  ErzengangBart  d.  Fläche  2.  0. 

führen  zu  sehr  einfachen  metrischen  Beziehungen ,  welche 
verschiedene  Erzeuguugsarten  der  Fläche  liefern. 

Die  Fokalkegelschnitte  einer  Fläche  2.  0.  zeigen  nämlich 
in  einer  Hinsicht  einen  charakteristischen  Unterschied:  Die 
Stellungen  der  Ereisebenen  sind  normal  zu  der  Ebene  des 
einen  Fokalkegelschnitts,  nicht  normal  zu  den  Ebenen  der 
andern.  Wir  fassen  zuerst  einen  solchen  Fokalkegelschnitt 
auf,  zu   dessen  Ebene   die  Kreisschnittebenen   nicht  normal 

sind;  dieser  ist  für  das  EUipsoid  die  Ellipse  E^  (S.  570)  oder 
derjenige,  welcher  nicht  die  Kreispunkte  der  Fläche  enthält, 
beim  zweischaligen  Hyperboloid  die  Hyperbel  H^^^  d.  h.  eben- 
falls derjenige  Fokalkegelschnitt,  welcher  nicht  die  Kreis- 
punkte der  Fläche  enthält;  beim  einschaligen  Hyperboloid,  wo 
die  Kreisschnitte  die  Richtung  der  a-Axe,  d.  h.  der  grofseren 
der  beiden  reellen  Axen  enthalten  (S.  617),  kann  beliebig  einer 

der  beiden  Fokalkegelschnitte  E^J  oder  H^  gewählt  werden, 

weil  die  Kreisschnittebenen  zu  keiner  der  beiden  Ebenen  der- 
selben normal  sind;   beim   elliptischen  Paraboloid   ist  der  za 

betrachtende  Fokalkegelschnitt  die  Parabel  P^^f  welche  nicht 

die  Kreispunkte  enthält;  das  hyperbolische  Paraboloid  hat 
überhaupt  keine  eigentlichen  Kreisschnitte  und  soll  besonders 
behandelt  werden. 

Dieser  so  charakterisierte  Fokalkegelschuitt  wird  der 
folgenden  Betrachtung  zu  Grunde  gelegt.  Es  sei  t  ein  be- 
liebiger  Punkt  dieses  Fokalkegelschnittes,  t  die  Tangente  in 
demselben  und  t^  der  konjugierte  Strahl  zu  t  im  räumlichen 
Polarsysteni  der  F^^\  d.  h.  diejenige  Gerade,  welche  normal 
steht  auf  der  Ebene  des  Fokalkegelschnittes  in  dem  Punkte  t|, 
der  der  Pol  von  t  ist  in  Bezug  auf  den .  Hauptkegelschnitt 
in  der  betrachteten  Ebene;  aus  der  Grundeigenschaft  des 
Fokalkegelschnittes  folgt,  dafs  der  Fufspunkt  des  aus  t,  auf 
t  herabgelassenen  Perpendikels  der  Berührungspunkt  t  ist; 
mithin  wird  tj  t  der  kürzeste  Abstand  zwischen  den  beiden 
rechtwinklig  zu  einander  gerichteten  Strahlen  t  und  t^  sein; 
femer  ist  t  die  Axe  einer  dem  räumlichen  Polarsystem  zu- 
gehörigen orthogonalen  Ebeneninvolution;  wenn  also  Xi  x\ 
irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  der  Punktinvolution  ist, 


selben  tj  und 
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welche  dem  Strahle  ^,  zugehört^  so  ist  der  Alittelpankt  der* 

t,y,  .ti):i  +  (t|t)*-0, 

mithin  der  Winkel  )fjt)ri=90®5  auf  dem  Strahle  |ir,t|  steht  also 
die  Ebene  [tj:[]  senkrecht.  Die  Punktinvolution;  welche  dem 
Strahle  ^,  zugehört,  ist  demnach  immer  eine  elliptische,  weil 
ihre  Potenz  einen  negativen  Wert  hat.  Dies  ist  auch  un- 
mittelbar zu  erkennen,  denn  für  den  Fall  des  Ellipsoids  liegt 

die  Fokalellipse  E^^  ganz  innerhalb  der  Hauptellipse;  die  Tan- 
gente t  an  ersterer  schneidet  also  die  letztere  in  einem  reellen 
Pnnktepaare ;  die  Punktinvolution  auf  t  ist  daher  hyperbolisch 
und  auf  der  konjugierten  Geraden  t^  notwendig  elliptisch. 
Für  den  Fall  des  zweischaligen  Hyperboloids  gilt  dasselbe; 
beim  einschaligen  Hyperboloid  dagegen,  mag  der  betrachtete 

Fokalkegelschnitt  die  Fokalellipse  J^^^  oder  die  Fokalhyperbel 

H^  sein,  liegt  er  beidemal  aufserhalb  des  zugehörigen  Haupt- 
kegelschnittes; die  Tangente  t  ist  daher  allemal  der  Träger 
einer  elliptischen  Punktinvolution,  mithiu  auch  t^. 

Es  giebt  nun,  wie  wir  wissen,  zwei  bestimmte  Stellungen 
für  Ebenen,  welche  Ejreise  aus  der  Fläche  F^^^  ausschneiden; 
diese  Ebenen  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Ebene  des  be- 
trachteten Fokalkegelschnittes,  also  auch  gegen  die  Normale 
f,  derselben.  Nehmen  wir  eine  solche  Ebene  x,  welche  die 
jPW  in  dem  Kreise  Ä(^>  schneidet,  und  möge  die  Ebene  x 
dem  Strahle  t^  im  Punkte  j:^  begegnen,  dann  ist  die  Polar- 
ebene  des  Punktes  J:^  in  Bezug  auf  i^^  die  Ebene 

und  diese  Polarebene  mufs  die  Polare  x^  des  Punktes  ^j  in 
Bezug  auf  den  Ereis  ^(')  enthalten.  Die  Ebene  g^  steht  aber 
normal  auf  dem  Strahle  |^it|,  wie  wir  oben  gesehen  haben; 
folglich  wird,  wenn  wir  aus  t  auf  x^  das  Perpendikel  t^i 
fallen,  dasselbe  der  kürzeste  Abstand  zwischen  den  beiden 
Strahlen  |):|t|  und  x^  sein;  daher  wird  auch  die  Ebene  [>:it^|] 
normal  sein  auf  dem  Strahle  x^,  und  der  Winkel  ):|t^|  wird 
90'*  betragen. 

Wir  haben  hiernach  folgende  räumliche  Figur: 

Eine  Ebene  x  enthalt  einen  Kreis  ß^^,  einen  Punkt  ):, 

ScHBiyTXE,  Theot.  d.  Oberfl.  2.  Oxdxi.  40 
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and  dessen  Polare  rr,  in  Bezug  auf  den  Kreis ;  aus  Pi  ist  auf 
die  Polare  x^  das  Perpendikel  j, ^,  herabgelassen,  welches 
daher  Durchmesser  des  Kreises  ^(^)  sein  mufs,  und  durch 
|):)t)il  eine  Ebene  normal  zu  x  gelegt,  die  einen  Punkt  t  ent- 
hält, für  den  L  T\i^)t  =  90®  ist;  d.  h.  t  liegt  auf  einem  zwei- 
ten Kreise,  dessen  Durchmesser  )Cj^|  ist,  und  dessen  Ebene 
auf  der  Ebene  des  ersten  Kreises  normal  steht  Solche  zwei 
Kreise  im  Räume,  die  sich  durchschlingen,  indem  ihre  zu 
einander  rechtwinkligen  Ebenen  sich  in  einer  Geraden  schnei- 
den, welche  Durchmesser  beider  Kreise  enthält,  deren  End- 
punkte einander  harmonisch  trennen^  bieten  eine  sehr  ein- 
fache elementare  Eigenschaft  dar,  von  welcher  wir  Gebrauch 
machen  wollen: 

Sind  ab  irgend  zwei  Punkte  des  einen  Kreises 
und  a|  b|  irgend  zwei  Punkte  des  andern  Kreises, 
so  ist  allemal: 

ab,  .  ba,  =«  aa,  .  bbj  .*) 


*)  Zum  Beweise  dieser  EigeDschafb  erinnern  wir  an  bekannte  SiUd 
der  Kreistbeorie: 

Ist  ein  Kreis  m^^^  gegeben,  ab  ein  Darchmesser   desselben,  usd 

sind  ai  bi  ewei  konjugierte  Punkte 
auf  demselben  (Fig.  40),  so  wird 
irgend  ein  Punkt  x  des  Kreises,  mit 
a  6  at  6i  verbunden ,  vier  barmoni- 
sche  Strahlen  liefern,  von  denen 
zwei  koigngierte  Ixaj,  |rbi  ^^ 
einander  senkrecht  stehen  und  dt- 
•  her  Winkel  und  Nebenwinkel  zwi- 
schen den  andern  beiden  )raii  ^ 
Irbil  halbieren;  hieraus  folgt  di« 
Beziehung : 


ra, 


ab| 


bb| 


konst 


Fig.  40.  icB, 

d.  b.  für  alle  Punkte  x  des  Kreises  konstant. 

Wenn  wir  über  ab  als  Durchmesser  eine  Kugel  m^'^  beschreiben, 
so  wird  natürlich  auch  für  alle  Punkte  x  dieser  Kugel 


rb, 


konst. 


sein.    Errichten  wir  in  der  Mitte  n  zwischen  aj  bi  ein  Perpendikel  ^tit    1 
laibfl  in  der  Ebene  des  ersten  Kreises  und  nehmen  einen  beUebig^c 
Punkt  0  desselben,  so  ist: 


i 
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Wählen  wir  daher  auf  dem  Kreise  ^<^)  zwei  beliebige  Punkte 
X  y:  und  auf  dem  andern  Erei&e  die  Punkte  t  und  ^^ ,  so  folgt : 


xt 

.7*  . 

rxi 

r  ri  ' 

om*=- 

011«  + 

nm' 

» 

011«  + 

na  .  nb  +  ina* 

=- 

on*  + 

nbj  +  ma* 

=• 

obJ  + 

ma*, 

om*  - 

-  mo*  - 

l 

=  obJ, 

also: 


d.  h.  die  Potenz  des  Punktes  o  in  Bezug  auf  den  Kreis  m^^^  ist  gleich 
dem  Quadrat  des  Abstandes  des  Punktes  o  vom  Punkte  ai  oder  b,. 
Wenn  wir  daher  um  m  mit  dem  Radius  ma  =»  mb  und  um  o  mit  dem 
Radius  00| »»  obt  zwei  Engeln  beschreiben,  so  mässen  dieselben  sich 

rechtwinklig  schneiden.  Halten  wir  die  erste  Kugel  m^^^  fest  und  ver- 
ändern die  zweite  o^^\  indem  wir  o  auf  dem  Perpendikel  jnol  verändern, 
so    gehen    sämtliche  Kugeln   o^^^    durch    einen    und    denselben    Kreis 

v!^\  dessen  Mittelpunkt  n  ist,  dessen  Radius  nai «»  nB|  ist,  und  dessen 
Ebene  auf  der  Ebene   [mno]  senkrecht  steht,    in  welcher   der   erste 

Kreis  m^^^  liegt 

Wir  erhalten  daher  zwei  Kreise  m^^^  und  vP\  die  in  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Ebenen  liegen,  und  bez.  ab  und  atbi  zu 
Durchmessern  haben,  deren  Endpunkte  einander  harmonisch  trennen. 

Nehmen  wir  nun  irgend  zwei  Punkte  r  und  x^  des  Kreises  xt^^\  so  wird 
die  y erbindungsliuie  { r  p  |  die  Gerade  |  n  o  |  in  einem  solchen  Punkte  o 
treffen,  dafs 

or  .  0^  =  oaj«  obj 

ist;  folglich  sind  x  t)  zwei  konjugierte  Punkte  für  die  Kugel  o^^^  und 
für   jeden  Punkt   n   dieser  Kugel   wird  daher   - --  denselben  Wert 

haben.     Da  nun  alle  Kugeln  o^^^  durch  den  Kreis  n^^^  gehen,  so  wird 

auch,  wenn  wir  irgend  zwei  Punkte  n  t)i  des  Kreises  n^^^  nehmen,  die 
Gleichheit  bestehen: 

X\X  XtiX 


XiXi  Pit)    ' 


oder 


d.  h. :   Wenn  man  irgend    zwei  Punkte  des  Kreises  m^^^   mit 

irgend  zwei  Punkten  desKreiaes  n^^^  zu  einem  windschiefen 
Vierseit  verbindet,  so  ist  allemal  das  Rechteck  aus  zwei 
Gegenseiten  gleich  dem  Rechteck  aus  den  beiden  ande-rn 
Gegenseiten  dieses  Vierseits. 

Von  diesem  Satze  haben  wir  im  Texte  Gebrauch  gemacht. 

40* 
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wenn  wir  dalier  den   Punkt  x  beliebig  auf  dem  Kreise  &^^^ 
verändern,  so  bleibt  das  Verhältnis 


vi 


=  konst.. 


d.  h.:  für  alle  Punkte  x  ^^^  Kreises  ^(^^  bleibt  das 
Verhältnis  ihrer  Abstände  von  dem  festen  Punkte 
t  und  dem  festen  Punkte  J:^,  in  welchem  die  Ebene 
des  Kreises  ^<^)  der  Geraden  ^,  begegnet,  Ton  un- 
verändertem Wert. 

Nun  giebt  es  durch  jeden  Punkt  y  der  Fläche  F^^  zwei 
Ebenen,  welche  aus  derselben  Kreise  ausschneiden;  diese  sind, 
wie  wir  wissen,  parallel  zwei  bestimmten  Stellungen,  welche 
gleich  geneigt  sind  gegen  den  Strahl  f^ ;  weun  die  Ebenen 
dieser  beiden  Kreisschnitte  den  Strahl  ^,  in  j:^  und  \)^  treffen^ 
so  wird  >:j:,  =  ):t)i  sein;  für  alle  Punkte  j:  des  einen  Kreises 

ist  das  Verhältnis  -  -    konstant,    und   für    alle    Punkte   des 

XVi 

zweiten  Kreises  wird   aus   denselben  Gründen   das  Verhältnis 

—  konstant  sein ;  da  aber  für  die  gemeinschaftlichen  Punkte 

dieser  beiden  Kreise  die  Konstante  denselben  Wert  hat,  weil 
j:j:^  s»  x^i  ist,  so  hat  sie  auch  für  sämtliche  Punkte  beider 
Kreise  denselben  Wert.  Statt  des  ersten  Kreises  fi<^>  können 
wir  jetzt  einen  beliebigen  andern  des  Büschels  nehmen,  wel- 
ches alle  in  parallelen  Ebenen  liegenden  Kreisschnitte  bilden, 
wofern  dieser  neue  Kreis  nur  den  dem  andern  Büschel  an- 
gehörigen  Kreis  schneidet,  und  von  den  Kreisen  des  einen 
Büschels  können  wir  in  dieser  Weise  zu  den  Kreisen  des 
andern  Büschels  durch  die  ihnen  gemeinschaftlichen  Punkte 

übergehen,  immer  wird  das  Verhältnis  — —  denselben  konstan- 
ten Wert  behalten. 

Ob  aber  durch  diesen  nach  beiden  Seiten  hin  fortgesetzten 
Prozess,  durch  welchen  wir  zu  immer  neuen  Punkten  der 
Fläche  F^^^  gelangen,  auch  alle  Punkte  derselben  erhalten 
werden,  oder  ob  etwa  auf  JF<*>  noch  solche  Punkte  übrig 
bleiben,  welche  nicht  getroffen  werden  können,  bedarf  einer 
besonderen  Überlegung. 

Sind  {*  und  Z^  ^^^  beiden  unendlich- entfernten  Geraden, 
durch  welche  sämtliche  Kreisebenen  gehen,  und  die  den  nn- 
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endlich-entfernten  Punkt  der  b-Axe  oder  c-Axe  gemein  haben, 
so  können  wir  ans  ein  Bflschel  von  Parallelebenen  durch  V 
denken^  welche  den  ganzen  Raum  erfüllen;  in  jeder  derselben 
befindet  sich  ein  (reeller  oder  imaginärer)  Kreis,  der  der 
Fläche  F^^>  augehört,  und  wir  können  durch  gehörige  Nähe- 
rang der  parallelen  Ebenen  die  Kreise  fi^')  auf  der  Fläche 
einander  so  nahe  bringen,  wie  wir  wollen.  Diese  ganze  Schar 
von  Kreisen  ß<^>  erfüllt  vollständig  die  Fläche  F^*\  und  durch 
die  Nullkreise  (Kreispunkte,  s.  o.)  findet  der  Übergang  von 
den  reellen  zu  den  imaginären  Kreisen  statt.  In  gleicher 
Weise  denken  wir  uns  dnrch  l^  ein  Büschel  von  parallelen 
Ebenen  gelegt,  welche  auf  F^^^  eine  zweite  Schar  von  Kreisen 
^[^  ausschneiden,  die  ebenfalls  die  ganze  Fläche  erfüllen  und 
von  denen  auch  je  zwei  einander  so  nahe  gebracht  werden 
können,  als  wir  wollen.  (Vgl.  die  BrilTschen  Modelle,  S.574, 
Anm.)  Wir  haben  dadurch  auf  F^^>  eine  doppelte  Schar  von 
Kreisen,  die  die  ganze  Fläche  in  Vierseite  zerschneiden,  die 
beliebig  klein  gemacht  werden  können  und  aus  Kreisbögen 
in  parallelen  Ebenen  gebildet  werden.  Von  diesem  doppelten 
Netz  von  Strafsen  auf  F^^^  durchkreuzen  sich  in  jedem  Punkte 
X  der  Fläche  je  zwei,  die  in  den  beiden  Ebenen  [):?*]  und  [jcif] 

liegen  und  den  Scharen  von  Kreisen  [£  <^)]  und  [ß|^^]  angehören. 

Denken  wir  uns  dieses  Strafsennetz  gehörig  verengert,  so 
können  wir  von  einem  Punkte  eines  Kreises  M^^^  zu  einem 
gehörig  nahen  Kreise  derselben  Schar  immer  übergehen  auf 

einem  Kreise  ^|^  der  andern  Schar;  denn  legen  wir  durch 

einen  Punkt  j:  des  Kreises  Ä^*^  die  Ebene  [yZf],  welche  die 

i^<^)  in  einem  Kreise  ^{'^  schneidet,  und  gehen  wir  .auf  diesem 

Kreise  von  j:  zu  einem  unendlich -nahen  Punkte  j:'  fort,  so 
geht  durch  j;'  ein  zweiter  Kreis  Ä<*^  der  ersten  Schar,  wel- 
cher dem  vorigen  unendlich  nahe  liegt  in  der  Ebene  [^'2°"]; 
also  müssen  auch  umgekehrt  zwei  gehörig  nahe  Kreise  der 
einen  Schar  immer  gleichzeitig  von  einem  Kreise  der  andern 
Schar  getroffen  werden  können.  Hieraus  folgt,  dals  man  von 
einem  beliebig  gegebenen  Punkte  %  der  Fläche  F^^  zu  einem 
beliebigen  andern  Punkte  33  derselben  immer  gelangen  kann, 
indem  man  successive  nur  die  Strafsen  und  Querstrafsen  (^^^^ 
and  ft{^')  des  obigen  Netzes  durchläuft.    Denn  legt  man  durch 
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^  und  S  zwei  Kreise  ^^^^,  die  in  parallelen  Ebenen  liegen; 
und  teilt  den  Raum  zwischen  diesen  beiden  parallelen  Ebenen 
durch  neue  parallele  Ebenen  so  enge,  dafs  die  in  je  zwei  auf 
einander  folgenden  Ebenen  enthaltenen  Kreise  S^^  allemal 

wenigstens  von  einem  Kreise  ^{^^  der  andern  Schar  gleich- 
zeitig getroffen  werden,  dann  ist  ersichtlich,  dafs  man  nur 
durch  Strafsen  und  Querstrafsen  'des  hergestellten  Netzes  Ton 
%  nach  93  gelangen  kann ;  auf  die  Mannigfaltigkeit  der  Aus- 
wahl oder  die  Kürze  des  Weges  kommt  es  hierbei  nicht 
weiter  an,  sondern  nur  auf  die  Möglichkeit  eines  solchen 
gebrochenen  Weges.  Da  aber  auf  diesem  Wege  das  Ver- 
hältnis —  niemals  seinen  Wert  ändern  kann,  indem  es  auf 

einem  der  Kreise  ^W  oder  Ä'^*^  seinen  Wert  behält  und  fär 

die  gemeinsamen  Punkte  zweier  solchen  Kreise  denselben 
Wert  besitzt^  so  hat  es  auch  für  den  beliebigen  Punkt  9  der 
J'W  denselben  Wert,  wie  für  den  Punkt  ®,  d.  h.  bleibt  ftlr 
alle  Punkte  der  Fläche  konstant. 

Dies  Raisonnement  behält  seine  Kraft,  solange  man  von 
dem  durch  31  gehenden  Kreise  R^}  zu  dem  durch  $  gehen- 
den Kreise  derselben  Schar  durch  eine  Reihe  von  kontinuier- 
lich einander  folgenden  reellen  Kreisen  derselben  Schar  über-* 
gehen  kann ,  d.  h.  solange  %  und  S3  auf  derselben  Schale  der 
Fläche  F^^  liegen,  also  für  das  EUipsoid,  das  einschalige 
Hyperboloid  und  das  elliptische  Paraboloid;  für  das  zwei- 
schalige  Hyperboloid  aber  nur' dann ,  wenn  91  und  $  auf 
derselben  Schale  desselben  liegen;  es  wäre  also  immerhin  die 

Möglichkeit    nicht   ausgeschlossen ^    dafs   das    Verhältnis  — 

für  jede  der  beiden  Schalen  des  zweischaligen  Hyperboloids 
einen  andern  konstanten  Wert  besäfse.  Dafs  dies  in  der 
That  nicht  der  Fall  ist,  erkennen  wir  leicht  aus  zwei  beson- 
deren  Punkten^  die  auf  den  beiden  Schalen  liegen. 

Betrachten  wir  beim  zweischaligen  Hyperboloid  die  [ac}- 
Ebene,  in  welcher  die  Fokalhyperbel  H^^  ganz  innerhalb  der 
Haupthyperbel  ^^^l  liegt.  Hier  haben  die  beiden  Stellangen 
der  Kreisebenen  die  Richtung  der  c-Axe  gemeinschaftlich. 
Ist  nun  t  ein  beliebiger  Punkt  der  Fokalhyperbel  und  t  seine 
Tangente;  ferner  t]  der  Pol  der  Geraden  t  in  Bezug  auf  die 
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Haupthyperbel  ^^^l,  und  t^  das  in  t|  auf  der  |ac]-Ebene  er> 
richtete  Perpendikel ,  so  sind  t  und  ^,  konjugierte  Strahlen 
und  tt|  ihr  kürzester  Abstand.  Ziehen  wir  durch  den  Punkt 
t|  in  der  [ac]-Ebene  eine  Parallele  zur  a-Axe,  d.  h.  der 
reellen  Axe  der  Hyperbel  Sp^^l ,  so  mufs  dieselbe  der  Hyperbel 
in  zwei  reellen  Punkten  j:  und  t)  begegnen,  die  auf  verschie- 
denen Zweigen  der  Haupthyperbel;  also  auch  auf  verschie- 
denen Schalen  des  Hyperboloids  liegen.  Um  für  diese  beiden 
Punkte  y  und  t)  die  zugehörigen  Werte  des  obigen  Verhält- 
nisses zu  ermitteln,  müssen  wir  die  parallelen  Ebenen  [l'^x] 
und  [r^t)]  legen,  welche  t^  resp.  in  >:,  und  ^,  treflFen;  da 
nun  in  unserem  besonderen  Falle  die  Geraden  |;:^|  und  t^ 
sich  in  t|  begegnen,  also  in  einer  Ebene  liegen,  so  schneidet 
dieselbe  die  beiden  vorigen  Parallelebenen  in  zwei  parallelen 
Geraden;  folglich  ist  \j:j:^\  parallel  |))^||;  und  wir  haben  das 

Verhältnis : 

xxi   ^_  xU  . 

femer  ist  die  Gerade  |)ct)|  die  Trägerin  einer  zugehörigen 
Punktinvolution,  deren  Doppelpunkte  ]c  und  t)  sind,  und  für 
welche  der  Punkt  ti  und  der  Schnittpunkt  mit  t  konjugierte 
Punkte  sind,  weil  ti  und  t  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  die 
Hyperbel  ^^^l  sind.  Da  die  Doppelpunkte  einer  Involution 
durch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  harmonisch  getrennt 
werden,  so  sind  auch  die  von  t  nach  diesen  Punkten  hin- 
gehenden Strahlen  harmonisch;  der  Strahl  {ttt|  steht  aber 
rechtwinklig  auf  dem  Strahle  t,  wie  wir  wissen ;  daher  werden 
diese  beiden  Strahlen  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen  den 
beiden  andern  Strahlen  \ij:\  und  |t^|  halbieren,  also  gilt  die 
Gleichheit  der  Verhältnisse: 

xU   ^  rt_ 

und  hieraus  folgt  nach  dem  Obigen: 

^ ^4      oder      ^ ^, 

d.  h.  für  die  beiden  Punkte  j:  und  Xj,  welche  auf  verschie- 
denen Schalen  des  Hyperboloids  liegen,  hat  das  frühere  Ver- 
hältnis denselben  Wert;  es  behält  daher  nach  dem  Obigen 
für   sämtliche  Punkte  des  zweischaligen  Hyperboloids   den- 
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selben  Wert;   und  wir  können  nan  die   Gültigkeit    des  all- 
gemeinen Satzes  behaupten: 

Wenn  ein  fester  Punkt  t,  eine  feste  Gerade  t^ 
und  eine  der  Stellung  nach  unveränderliche  Ebene 
X  (und  gleichzeitig  die  mit  ihr  symmetrische  Stel- 
lung X,  in  Bezug  auf  die  Gerade  t^)  gegeben  sind; 
so  ist  der  Ort  eines  Punktes  x>  dessen  Abstand  von 
dem  festen  Punkte  t  zu  seinem  Abstand  von  dem- 
jenigen Punkte  )C|,  in  welchem  eine  durch  %  zu  der 
gegebenen  Stellung  parallele^Ebene  die  feste  Ge- 
rade ti  trifft;  in  einem  konstanten  gegebenen  Ver- 
hältnisse steht: 

^     -^  konst. , 


XXi 


eine  Oberfläche  2.  0.  -F<«>.»)  Der  feste  Punkt  t  liegt  auf 
einem  der  Fokalk^elschnitte  der  Fläche  jP^>  und  zwar  auf 
einem  solchen,  der  nicht^  die  Ereispunkte  der  Fläche  ent- 
hält; die  feste  Gerade  ^,  steht  rechtwinklig  auf  der  JSbene 
dieses  Fokalkegelschnitts  in  demjenigen  Punkte  i^,  welcher 
der  Pol  der  Tangente  des  Fokalkegelschnitts  im  Punkte  t 
ist  in  Bezug  auf  den  in  derselben  Ebene  liegenden  Haupt- 
kegelschnitt; und  die  beiden  festen  Stellungen  sind  diejenigen 
der  Kreisschnittebenen  der  Fläche  F^*K 

Die  Eonstante  des  Verhältnisses;  welche  f&r  beide  g^en 
f,  gleich  geneigten  Ebenen  der  Ejreisschnitte  denselben  Werl 
hat;  läfst  sich  noch  näher  bestimmen  dadurch;  dafs  wir  durch 
den  Punkt  t  und  die  Gerade  t^  eine  Ebene  legen;  dieselbe 
schneidet  die  Fläche  jP<'>  in  einem  Eegelschnitt;  f&r  welchen, 
wie  wir  gesehen  haben ;  t  ein  Brennpunkt  und  t^  die  Polare 
desselben;  d.  h.  die  zugehörige  Leitlinie  ist.  Für  jeden  Punkt 
j:  dieses  Kegelschnitts  ist  bekanntlich  das  Verhältnis  seiner 
Abstände  von  t  und  von  ^,  unveränderlich. 

Bezeichnen  wir  dies  konstante  Verhältnis  durch  vi  and 
den  gesuchten  Wert  der  ursprünglichen  Eonstante  darch  ff, 
so  läfst  sich  (i  leicht  durch  l  ausdrücken.  Nennen  wir  n 
die  Normale  im  Punkte  t  des  Fokalkegelschnitts  ^  d.  h.  eine 


*)  Mac-Cullagh:   Proceedings   of  the  R.  Iriah  Acad.    Bd.  II. 
p.  446. 
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Hauptaxe  des  EegelschDÜts,  in  welchem  die  Ebene  [t^|]  die 
JPts)  schneidet,  und  s  die  Schnittlinie  der  Ebene  [tf,]  mit 
einer  Kreisschnittebene,  so  wird 

fi  B=s  A  •  COS  (n,  s) 

sein.  Fügen  wir  noch  die  Darchschnittslinie  r  der  Ebene 
des  Fokalkegelschnitts  mit  der  Ereisschnittebene  hinzu,  so 
bilden  die  drei  Richtungen  n  s  r,  nach  dem  Mittelpunkt  der 
Fläche  parallel  verschoben,  ein  Dreikant,  bei  welchem 

[rn]j  die  Ebene  des  Fokal  kegelschnitts,  und 
[ns]f  parallel  der  Ebene  [t^t], 

auf  einander  rechtwinklig  stehen,  d.  h.  es  ist  der  Neigungs- 

^'^''^''  ([«r],[«s])-=.90«, 

femer: 

[rs]  parallel  einer  Ereisschnittebene, 

also  der  Neigungswinkel  ([rn],  [rs])  »>  <p  derjenige,  welchen 
die  Ereisebene  mit  der  Ebene  des  Fokalkegelschnitts  bildet. 
Hiemach  gilt  die  Relation: 

tg (w,  s)  =  sin  (r,  »)  .  tgy, 

und  wir  erhalten : 

Setzen  wir  jetzt,  um  die  Begriffe  zu  fixieren,  den  Fall 
des  EUipsoids  ToraUs,  so  ist  (S.  614): 

_.  Pa{Pö-Pc) 

ferner  ist  r  die  &-Axe  der  Fläche  F<^)  und  n  ein  Durchmesser 
der  Flächein  der  [a&]-Ebene  parallel  der  Geraden  |  ttt|i  den 
wir  mit  d  bezeichnen  wollen,  also: 

(r,n)  — 90»- (d,a). 

Wir  erhalten  daher: 

*     "**     •    1  PaiP.-P.)  1 

2        Pb^c      f_l co8*(d,  g)  _   ein»  (d,  a)  1 

"'^  •  p,-p,  \p,      p,     ,— p,    r 

Bezeichnen  wir  nun  mit  P^  die  Potenz  der  Punktinvo- 
lution auf  dem  Durchmesser  d,  so  ist  bekanntlich  (S.  521): 
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1  coi*  (d,a)    ,    8m*(d,  a) 


also : 

Das  Abstandsverhältnis  X  fdr  den  Eegelschnitty  in  welchem 
die  Ebene  [t^J  die  F^^^  schneidet  ^  ist  bekanntlich  nur  ab- 
hängig von  dem  Verhältnis  der  Hauptaxen  dieses  Kegel- 
schnitts, und  die  durch  den  Mittelpunkt  der  F^^  parallel  zur 
Ebene  [t^j]  gelegte  Ebene  schneidet  die  F^^^  in  einem  Kegel- 
schnitt; welcher  dasselbe  Axen Verhältnis  hat.  Diese  Axen 
sind  der  Durchmesser  d  und  die  Hauptaxe  c,  folglich  ist: 

^d 

und  demnach  erhalten  wir  für  unsere  Eonstante  den  Wert: 

d.  h.:'Der  konstante  Wert  ft  ist  unabhängig  von  der 
Wahl  des  Punktes  t  auf  dem  betrachteten  Fokal- 
kegelschnitt. 

Die  gleiche  Rechnung  liefert  beim  z  weischaligen 
Hyperboloid,  wo  der  betrachtete  Fokalkegelschnitt  in  der 
[ac]- Ebene  liegt  und  die  Kreisebeue  durch  die  c-Axe  geht, 
den  Wert  der  Konstanten: 

\r  =  — p —  7 

wie  wir  aus  der  blofsen  Vertauschung  der  6-  und  c-Aie  er- 
kennen. 

Beim  einschaligen  Hyperboloid  dagegen,  wo  die 
Kreisebene  durch  die  a-Axe  geht,  erhalten  wir: 

1)  wenn  der  Fokalkegelschnitt  {Ef^^^   in  der   [a 6] -Ebene 
liegt,  den  Wert  der  Konstanten: 

P  -P 

f*'  =  — p — ; 

a 

2)  wenn  der  Fokalkegelschnitt  (fl^^J)    in    der    [ac]- Ebene 
liegt,  den  Wert  der  Konstanten: 

P  —P 

o  ^a        ^b 


K 
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Für  den  Fall  des  elliptischen  Paraboloids  läfst 
uns  die  vorige  Betrachtung  im  Stich ^  weil  der  Mittelpunkt 
desselben  im  Unendlichen  liegt;  die  zu  betrachtende  Fokal- 
parabel (jPf]«)  Mögt  hier  in  der  [ac*]- Ebene,  und  wir 
haben  (S.  623): 


i'i 


C08'<JP  = 


c-6 


wo  c  und  b  die  Abstände  der  Brennpunkte  fo  und  f»  in  den 
beiden  Hauptparabeln  von  dem  Scheitel  des  Paraboloids  be- 
zeichnen, und  c  >  b  ist.  Eine  Ereisebene  des  elliptischen 
Paraboloids  schneidet  die  Ebene  der  Fokalparabel  (PjfJ»)  in 
einer  Geraden  r,  welche  auf  der  Parabelaxe  a  senkrecht  steht, 

also  ist: 

(r,  n)  -  900 -(n,a),. 

und  wir  erhalten: 

c  —  6  sin»  (n,  a)  \ 


A^  =  ^^  j 


c-b 


Um  das  Äbstandsverhältnis  l  zu  bestimmen,  legen  wir 
durch    den    Brennpunkt    fc   eine    Ebene    parallel    zur   Ebene 

[tfj];   beide  Ebenen  schneiden  die  ^w  in 

ähnlichen  Kegelschnitten,  welche  dasselbe 

Axen Verhältnis,  also  auch  denselben  Wert 

von  A  haben.      Diese   Kegelschnitte    sind 

Ellipsen;  für  diejenige  Ellipse,  welche  in 

der  durch  fc  parallel   zur  Ebene  [t^|]  ge- 

f  g'Stye   legten  Ebene  enthalten  ist,  wird  die  Schnitt- 

^  linie    dieser    Ebene    mit    der   Ebene   der 

Fokalparabel  eine  Hauptaxe  sein,  welche 

\        der  Leitlinie  der  Hauptparabel  ^^J^c»  ^°  ^ 

begegnen    möge   (Fig.   41),   der    Parabel 

selbst    in    dem    Punktepaare    !p  p',    deren 

Mitte  m  der  Mittelpunkt  der  betrachteten  Ellipse  ist.    Fällen 

wir  aus  m  das  Perpendikel  ntt  auf   die  Leitlinie,   so  folgt 

aus  bekannten  Parabeleigenschaften: 

m^)  — mr;        —-  =  -—  =  sm2(n,a). 

Die  in  den  Punkten  fc  und  m  auf  der  Ebene  der  Parabel 
errichteten  Perpendikel    treffen  das  Paraboloid   in    Punkten 
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der    betrachteten     Durchschnittsellipse,     und    die    Quadrate 

dieser  parallelen  Sehnen  verhalten  sich  wie  — ^=*8in'(«,  o); 

das  in  m  errichtete  Perpendikel  ist  aber  die  zweite  Axe  dieser 
Ellipse;  bezeichnen  wir  mit  2  a  und  2ß  die  Hauptaxen  der* 
selben^  so  ist: 


2c 
a  a 


und  da  das  in  fo  errichtete  Perpendikel  leicht  bestimmt  wird 

durch  die  Hauptparabel    ^^']„  (nämlich  sein  Quadrat  ist  4ic), 
so  folgt: 

/J2  =       ^^^ 


sin«  (n,  a)  ' 
und  demnach: 


*'  =  l  -  -S^  ■=  1  -  4-  8üi'(n,  a) 


a«  C 

c  —  h  ,  Bio«  (n,  a) 


c  ' 


und  daraus  folgt  dann  der  Wert  unserer  Konstanten: 

f»* — —' 

ebenfalls  unabhängig  von  der  Wahl  des  Punktes  t  auf  der 
Fokalparabel. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig  die  Untersuchung  des  hy- 
perbolischen Paraboloids,  welches  im  Vorigen  aus- 
geschlossen war. 

Das  hyperbolische  Paraboloid  läfst  nämlich  überhaupt 
keine  ebenen  Schnitte  zu,  welche  eigentliche  Ejreise  sind; 
an  deren  Stelle  treten  vielmehr  solche  ^  die  in  Linienpaare 
zerfallen,  von  denen  je  ein  Teil  eine  unendlich- entfernte 
Gerade  ist;  ein  solches  besonderes  Linienpaar  kann  in  ge- 
wissem Sinne  als  ein  degenerierter  Kreis  (mit  unendlich- 
grofsem  Radius)  aufgefafst  werden.  Nennen  wir  (S.  211) 
die  beiden  unendlich-entfernten  Geraden  V  und  ^*  auf  dem 
hyperbolischen  Paraboloid ,  so  schneiden  alle  Ebenen,  darch 
r°  gelegt;  dasselbe  in  den  Geraden  g*  der  einen  Regelschar, 
und  alle  durch  g"^  gelegten  Ebenen  in  den  Geraden  J^  der 
andern  Regelschar.  Diese  beiden  Büschel  von  ParalleiebeneD 
sind  gleich  geneigt  zu  den  beiden  Hauptebenen   des  Para* 
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boloids;   deren  Stellungen  die  Neigungswinkel  zwischen  den 
Stellungen  jener  Parallelebenen  halbieren. 

Nehmen  wir  auf  einer  der  beiden  Fokalparabeln  (S.  585) 
einen  beliebigen  Punkt  t  an  und  ziehen  in  demselben  die 
Tangente  t  der  Fokaiparabel  ^  so  ist  t  die  Axe  einer  ortho- 
gonalen Ebeneninvolution,  welche  ihr  in  dem  räumlichen 
Polarsystem  zugehört,  dessen  Kern  das  Paraboloid  ist.  Die 
Gerade  t  ist  zugleich  die  Trägerin  einer  elliptischen  Punkt- 
involution, weil  sie  die  Hauptparabel  in  derselben  Haupir 
ebene,  in  welcher  die  betrachtete  Fokalparabel  liegt,  nicht 
treffen  kann ;  denn  die  mit  der  Hauptparabel  konfokale  Fokal- 
parabel liegt  ganz  aulserhalb  derselben.  Die  zu  t  konjugierte 
Gerade  ^,  muls  daher  auch  die  Tri^erin  einer  elliptischen 
Funktinvolution  sein.  Wir  erbalten  t^,  indem  wir  von  der 
Geraden  t  den  Pol  t|  aufsuchen  in  Bezug  auf  die  Haupt- 
parabel und  in  t,  ein  Perpendikel  auf  der  betrachteten  Haupir 
ebene  errichten;  t  und  f,  sind  also  rechtwinklig  zu  einander 
gerichtet  und  ihr  kürzester  Abstand  ist  tt|.  Die  Potenz  der 
elliptischen  Punktinvolution  auf  f,  ist  aber  «==  —  (tt|)^ 
weil  t|  der  Mittelpunkt  derselben  ist,  und  die  zu  t  zugehörige 
Ebeneninvolution  eine  orthogonale  ist,  wie  bereits  oben  aus- 
geführt wurde. 

Legen  wir  nun  duch  r"  eine  beliebige  Ebene,  welche 
das  Paraboloid  aufser  in  Z*  in  einer  Geraden  g  schneidet, 
der  Geraden  t^  aber  in  dem  Punkte  )r,  begegnet,  so  wird 
die  Polare  des  Punktes  J:^  in  Bezug  auf  den  aus  dem  Linien- 
paar r^  und  g  bestehenden  Kegelschnitt  dadurch  erhalten, 
dafs  wir  in  der  Ebene  [V^g']  eine  Parallele  zu  g  ziehen,  die 
in  der  andern  Halbebene  von  g  soweit  absteht,  wie  j:^  in  der 
einen  Halbebene;  nennen  wir  diese  Gerade  g',  so  erhalten 
wir  g'  dadurch,  dafs  wir  aus  Xx  ^^  Perpendikel  auf  g  fallen, 
dasselbe  .um  sich  selbst  verlängern  und  durch  den  Endpunkt 
eine  Parallele  zu  g  ziehen.  Diese  Polare  g'  des  Punktes  Xi 
mufs  offenbar  in  der  Polarebene  des  Punktes  Xi  liegen ;  also, 
da  X|  &uf  ^1  liegt,  und  daher  diese  Polarebene  durch  t  gehen 
mufs;  so  wird  g'  in  derjenigen  durch  t  gelegten  Ebene  sich 
befinden,  welche  normal  ist  auf  der  Ebene  [tXt],  denn  die 
der  Geraden  t  zugehörige  Ebeneninvolution  ist  eine  ortho- 
gonale. 
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Wir  haben  also  folgende  raumliche  Figur:  Durch  eine 
Gerade  t  geht  eine  Ebene  {tj^y\  und  eine  zweite  zu  ihr  recht- 
winklige Ebene;  in  dieser  ist  enthalten  eine  Gerade  g'  und 
in  der  Ebene  [jg*  J^x"]  ist  eine  Gerade  g  enthalten ,  die  zu  g 
parallel  ist  und  ebenso  weit  absteht  von  g'y  wie  Yon  dem 
Punkte  j:^  \  folglich  mufs  g  in  einer  Ebene  liegen,  die  gleich- 
falls rechtwinklig  ist  zur  Ebene  [^j:,]  und  gleich  weit  absteht 
von  dem  Punkte  p,  und  der  Geraden  t\  da  aber  das  aus  x, 
auf  t  herabgelassene  Perpendikel  zum  Fufspunkte  den  oben 
genannten  Punkt  t  hat  (weil  t  und  t^  selbst  zu  einuider 
rechtwinklig  gerichtet  sind  und  ihre  kürzeste  Entfernung 
tt|  ist),  so  werden  alle  Punkte  der  zuletzt  konstruierten 
Ebene  von  j:^  und  t  gleich  weit  abstehen,  folglich  auch  alle 
Punkte  der  Geraden  g^  die  in  ihr  liegt,  d.  h.  das  Verhältnis 
der  Abstände  irgend  eines  Punktes  je  der  Geraden  g  yo^  den 
Punkten  t  und  j:,  ist: 

^'- 1. 

Was  wir  hierdurch  für  die  beliebige  Erzeugende  g  der 
einen  Regelschar  des  Paraboloids  nachgewiesen  haben,  gilt 
natürlich  ebenso  für  alle  andern  Erzeugenden  derselben  und 
in  gleicher  Weise  für  sämtliche  Erzeugende  der  andern  Begel- 
schar,  die  wir  erhalten  ,  wenn  wir  das  Büschel  von  Parallel- 
ebenen durch  g"^  legen;  es  gilt  also  überhaupt  für  jeden 
Punkt  X  des  hyperbolischen  Paraboloids,  und  wir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Wenn  ein  fester  Punkt  t,  eine  feste  Gerade/] 
und  eine  der  Stellung  nach  unveränderliche  Ebene 
X  (sowie  die  mit  ihr  symmetrische  Stellung  X|  in 
Bezug  auf  die  Gerade  t^)  gegeben  sind,  so  ist  der 
Ort  eines  Punktes  ):,  dessen  Abstand  von  dem 
festen  Punkte  t  gleich  ist  seinem  Abstand  von  dem- 
jenigen Punkte  ^^i,  in  welchem  eine  durch  x  zu  der 
gegebenen  Stellung  parallele  Ebene  die  feste  Ge- 
rade ^1  trifft,  d.  h. 

''  =1 


XXi 


ein  hyperbolisches  Paraboloid.     Der  feste  Punkt  t  ist 
dabei   ein   beliebiger  Punkt  einer   der   beiden  Fokalparabeln 
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des  Paraboloids,  die  feste  Gerade  t^  steht  rechtwinklig  auf 
der  Ebene  dieser  Fokalparabel  in  demjenigen  Punkte  t|; 
welcher  der  Pol  der  Tangente  der  Fokalparabel  im  Punkte  t 
ist  in  Bezug  auf  die  in  derselben  Ebene  liegende  Hauptparabel; 
und  die  beiden  festen  Stellungen  sind  diejenigen,  welche 
durch  die  beiden  unendlich-entfernten  Geraden  r^  und  g*  des 
hyperbolischen  Paraboloids  bestimmt  werden.  Wir  finden 
also  diese  Eigenschaft  des  konstanten  Abstandsverhältnisses 
auch  für  das  hyperbolische  Paraboloid  bestätigt. 

Bezeichnen  wir  den  Wert  dieses  konstanten  Abstands- 
verhältnisses, welchen  Mac-Cullagh  den  ,, Modul''  für  diese 
Erzeugungsart  der  Fläche  F^^^  nennt,  durch  fi,  einen  Wert, 
welcher  unabhängig  ist  von  der  Wahl  des  Punktes  t  auf  dem 
Fokalkegelschnitt,  so  ergiebt  sich  hieraus  leicht  eine  neue 
Erzeugungsart  der  Fläche'*'),  indem  wir  drei  beliebige  Punkte 
tt't"  der  betrachteten  Fokalkurve,  ihre  Tangenten  tff  und 
die  zu  ihnen  konjugierten  Strahlen  tititi  nehmen,  welche 
letztere  auf  der  Ebene  des  Fokalkegelschnitts  rechtwinklig 
stehen,  also  die  Kanten  eines  geraden  dreiseitigen  Prismas 
bilden. 

Dann  ist  für  irgend  einen  Punkt  j:  der  Fläche  jP<*>: 


und  es  bedeuten  ):ijCix7  diejenigen  drei  Punkte,  in  welchen 
die  durch  x  zu  einer  der  Kreisebenen  parallel  gelegte  Ebene 
die  drei  Kanten  tififi  des  eben  erwähnten  Prismas  schneidet; 
wie  sich  nun  auch  die  Transversalebene  parallel  einer  der 
Kreisebenen  verschieben  mag,  immer  wird  sie  aus  dem  festen 
Prisma  ein  Dreieck  ):i):i'j:V  von  unveränderter  Gestalt  und 
Grofse  ausschneiden,  also  ein  Dreieck,  welches  wir  uns  ein 
für  alle  Mal  in  einer  beliebigen  Ebene  s  festlegen  können*, 
der  Punkt  j:  liegt  dann  in  dieser  Ebene  auf  einem  bestimmten 
Kreise.  Wir  können  uns  nun  eine  dieser  ganzen  Figur  ähn- 
liche Figur  denken ,  indem  wir  alle  linearen  Dimensionen  der- 


*)  Wie  Townsend,  Cambridge  aod  Dublin  Math.  Jonrn.  Bd.  III, 
p.  154,  gezeigt  hat. 
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selben  in  dem  Verhältnisse  ft :  1  yerändem*,  dadurch  erhalten 
wir  ein  dem  festen  Dreieck  XiViVi  ähnliches  Dreieck  ^i^i^'i 
und  einen  auf  einem  Kreise  liegenden  veränderlichen  Ponkt 
)i),  für  welchen: 

Tt  =J)lh 

Vi'  =9i)i 

ist.  Verändern  wir  jetzt  die  der  Kreisebene  parallel  gelegte 
Ebene  kontinuierlich,  so  bleibt  das  Dreieck  k)ik)i^i  in  der  Ebene 
e  unverändert;  während  der  Kreis,  den  X)  durchläuft,  sich 
kontinuierlich  verändert  und  ein  gewisses  Stück  der  Ebene  c 
bedeckt.  Die  Punkte  y  der  Fläche  jP<*>  werden  dadurch  auf 
die  Punkte  \)  der  Ebene  £  abgebildet,  und  wir  erhalten  umge- 
kehrt die  von  Jacobi*)  angegebene  Konstruktion  der  F^^: 
Werden  im  Baume  drei  feste  Punkte  t  t'  t"  und 
irgend  drei  andere  jenen  beziehlich  entsprechende 
feste  Punkte  X)i  t)[  Xji  in  einer  Ebene  £  angenommen, 
verändert  man  einen  Punkt  t)  in  dieser  Ebene  und 
bestimmt  einen  ihm  entsprechenden  Punkt  jp  im 
Räume  so,  dafs  die  Entfernungen 

werden,  dann  wird  der  Punkt  j:  eine  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  beschreiben,  für  welche  tt't' 
drei  Punkte  eines  Kokalkegelschnitts  sind. 

Diese  Konstruktion  enthält  in  gewisser  Hinsicht  eine 
Ausdehnung  der  bekannten  Brennpunktseigeuschaft  des  Kegel- 
schnitts auf  den  Raum;  denn  nimmt  man  ein  festes  Punkte- 
paar tt'  und  ein  zweites  Punktepaar  X}i\)[  und  verändert  auf 
der  Verbindungslinie  |  ^i  ^i  |  einen  Punkt  ^ ,  so  ist  für  diesen 
Punkt  immer 

^1^  +  9^1  «  konst. 

läfst  man  aber  dem  Punkte  ^  einen  Punkt  j:  derart  entsprechen, 
dafs  die  Entfernungen 

*)  C.  G.  J.  Jacobi:  Geometrische  Sätze,  Crelle^s  Joum  Bd.  XII, 
S.  139,  und:  „GeometriBche  Theoreme"  aus  dem  Nachlafs  Jacobi^s  mit- 
geteilt durch  0.  Hermes,  sowie  dessen  Ausführungen  in  Borchardt*i 
Joum.  Bd.  78,  S.  179  u.  209. 
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werden;  dann  ist  offenbar  der  Ort  des  Punktes  j:  ein  Kegel- 
schnitt ^  für  welchen  t  und  t'  die  Brennpunkte  und  die 
Entfernung  t)i^i  die  konstante  Summe  oder  Differenz  der 
Radienvektoren  ist;  die  Punkte  zwischen  ^it)'i  auf  der  ge- 
raden Linie ;  welche  sie  verbindet;  werden  sich  daher  in  eine 
Ellipse;  die  Punkte  aufserhalb  t)il)i  in  eine  Hyperbel  ab- 
bilden. Von  dieser  Auffassung  ist  die  Jaco hinsehe  Kon- 
struktion die  unmittelbare  Erweiterung. 

§  68.    Die  Salmon'sohe  Erzeugungsart  der  Fläche  2.  O. 

Die  Betrachtung  eines  solchen  Fokalkegelschnitts ;  auf 
dessen  Ebene  die  Stellungen  der  Kreisschnittebenen  normal 
stehen ;  führt  zu  einer  ähnlichen  metrischen  Eigenschaft  der 
Fläche  zweiter  Ordnung,  wie  die  im  vorigen  Paragraphen 
auseinandergesetzte.  Ein  solcher  Fokalkegelschnitt  enthält 
die  Kreispunkte  der  Fläche  jP^^^  und  kann  daher  nur  auf- 
treten bei  denjenigen  Flächen  jP^*^,  welche  keine  geraden 
Linien  enthalten;  er  ist  nämlich  beim  Ellipsoid  die  Hyperbel 

H^^  (S.   572);    beim  zweischaligen    Hyperboloid   die  Ellipse 

E^Jl  und  beim  elliptischen  Paraboloid  die  Parabel  P^^l^  (S.  589). 

Fassen  wir  zunächst  die  Mittelpunktsflächen  ins  Auge,  so 
haben  wir  zu  betrachten 

1)  beim  Ellipsoid:  die  [ac]-Ebene  mit  dem  Hauptk^gel- 
schnitt  (S^^  und  dem  Fokalkegelschnitt  jB^^\  zwei  konfokale 
Kegelschnitte;  die  sich  in  den  vier  reellen  Kreispunkten  des 
JBUipsoids  schneiden;  die  Ebenen  der  Ereisschnitte  stehen 
normal  auf  der  [ac]-Ebene;  weil  sie  die  Richtung  der  6-Axe 
enthalten ; 

2)  beim  zweischaligen  Hyperboloid  die  [a6]-Ebene 

mit  dem    Hauptkegelschnitt    Q^^  und  dem  Fokalkegelschnitt 

JS^f^,  die  ebenfalls  konfokal  sind ,  in  den  reellen  Ereispunkten 

der  Fläche  sich  durchkreuzen,  und  auf  deren  Ebene  die  Ebenen 
der  Kreisschnitte  normal  stehen ;  weil  diese  die  Richtung  der 
C'Ai^e  enthalten. 

Zwei  konfokale  Kegelschnitte,  welche  sich  in  reellen 
Paukten  durchkreuzen;  besitzen  immer  die  Eigenschaft;  dafs 
jede  Tangente  des  einen  den  andern  in  einem  reellen  Punkte- 
paar trifft.    Denn  seien  die  gemeinschaftlichen  Brennpunkte 
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beider  Kegelschnitte,  von  denen  einer  Ellipse,  der  andere  Hy- 
perbel ist,  die  Punkte  ff,  so  liegen  auf  dieser  Uauptaxe  ff 
die  Scheitel  der  Ellipse  cc'  aufserhalb  der  Strecke  ff,  die  Schei- 
tel der  Hyperbel  1^1)'  innerhalb  der  Strecke  ff;  die  Tangenten 
der  Ellipse  treffen  also  nur  die  Stücke  von  c  bis  c»  und  von 
oo  bis  c',  die  Tangenten  der  Hyperbel  aber  nur  die  Punkte 
zwischen  1}  und  I/;  da  die  Punkte  zwischen  1^1^'  innerhalb  ff, 
also  a  fortiori  innerhalb  der  Ellipse  liegen,  und  jede  Gerade 
durch  einen  Punkt  innerhalb  eines  Kegelschnitts  denselben  in 
einem  reellen  Punktepaar  schneidet,  so  mufs  jede  Tangente 
der  Hyperbel  die  Ellipse  in  reellen  Punktepaaren  schneiden; 
da  ebenso  die  Punkte  von  c  bis  oo  und  von  cx>  bis  c'  inner- 
halb der  Hyperbel  liegen,  so  mufs  jede  Tangente  der  Ellipse 
die  Hyperbel  in  reellen  Punktepaaren  treffen;  das  Gleiche 
gilt  für  zwei  konfokale  Parabeln,  deren  Scheitel  durch  den 
gemeinschaftlichen  Brennpunkt  getrennt  werden,  wie  unmittel- 
bar einleuchtet. 

Sei  nun,  wie  früher,  t  ein  beliebiger  Punkt  des  be- 
trachteten Fokalkegelschnitts,  t  seine  Tangente,  und  ^,  der 
zu  ihr  konjugierte  Strahl  in  Bezug  auf  die  Fläche  F^\  dann 
wird  t^  erhalten,  indem  wir  den  Pol  t^  der  Geraden  t  auf- 
suchen in  Bezug  auf  den  Hauptkegelschnitt  in  der  betrachteten 
Hauptebene  und  in  dem  Punkte  tj  die  Normale  t  auf  dieser 
Hauptebene  errichten.  Da  t  den  Hauptkegelschnitt  in  reellen 
Punkten  trifft,  so  ist  t  der  Träger  einer  zugehörigen  hyper- 
bolischen Punktinvolution,  und  da  t  gleichzeitig,  wie  wir 
wissen,  die  Axe  einer  zugehörigen  orthogonalen  Ebeneninvo- 
lution ist,  so  ist  die  dem  konjugierten  Strahle  ^i  zugehörige 
Punktinvolution  eine  elliptische;  ihre  Potenz  ist  =  —  (tt|)", 
und  tti  ist  der  kürzeste  Abstand  zwischen  den  Strahlen  / 
und  ty  Da  die  Punktinvolutionen  auf  den  konjugierten 
Strahlen  t  und  t^  verschiedenartig  sind,  so  kann  die  Flache 
F^^^  keine  geradlinige  sein,  wie  wir  schon  vorhin  erkannt 
haben. 

Die  Stellungen  der  beiden  Kreisschnittebenen,  welche 
rechtwinklig  sind  zur  Ebene  des  betrachteten  Fokalkegel- 
schnitts ,  enthalten  die  Richtung  der  Geraden  ^, ,  die  ebenfalls 
normal  auf  dieser  Ebene  steht;  legen  wir  daher  durch  /,  zwei 
Ebenen  e  und  s   parallel  zu  den  Stellungen  der  Kreisebenen, 
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SO  schneiden  diese  die  betrachtete  Uauptebene  in  zwei  Ge- 
raden l   und  l\  die  sich  in  ti   schneiden;   es  ist  leicht,   die 

/Punktinvolutionen  auf  l  und  V 
t    und  deren  Potenzen   zu  ermit- 
ttt'     g'/        telu.      Die   Ebene    f    schneidet 

/  nämlich  die  1^^^)  in  einem  (ima- 

^  ginären)  Kreise  ^  für  welchen   l 

I  y^  ein  Durchmesser  ist;  sei  m  der 

l         /  Mittelpunkt  dieses  Kreises  und 

/    /  schneide   i^  die  Polare  von  t,, 

1/  die    Gerade     l    im    Punkte     8 

A  (Fig.  42),  so  wird  die  Pot-enz  der 

/  '  Punktinvolution  auf  l  (oder  das 

^^'  **•  Quadrat  des  Radius  des  Durch- 

schnittskreises) sein : 

Pm  =  nt^  •  nttj, 

die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  t^  ist  aber  —  (ttl)^  und 
es  verhält  sich  bekanntlich: 

P,^  ~  «t,"         -(tt,)«  ' 
also  folgt: 

tt,2«tim.  ti^, 

woraus  hervorgeht,  dafs  m  der  Fufspunkt  des  aus  t  auf  die 
Gerade  {  herabgelassenen  Perpendikels  sein  mufs,  weil  der 
Winkel  tjtS  «»=  90®  ist;  mithin  haben  wir: 

Pm  =  -  (mt)^; 

die  Punktinvolution  auf  \  ist  also  eine  elliptische  und  der 
Durchschnittskreis  der  Ebene  b  mit  F^^'^  imaginär;  ferner 
erhalten  wir,  wenn  wir  die  dem  Strahle  l  zugehörige  Punkt- 
involution mit  t  verbinden,  eine  orthogonale  Strahleninvolu- 
tion^  weil  zwei  Strahlenpaare  derselben,  nämlich  |tm{  und  der 
Parallelstrahl  zu  Z,  |tt||  und  {t^|  Paare  rechtwinkliger  Strahlen 
sind.  Dasselbe  gilt  für  die  Gerade  V  \  aber  wir  können  noch 
mehr  behaupten :  Die  Ebenen  £  und  b  sind  die  Träger  ebener 
Polarsysteme  (deren  Kernkurven  imaginäre  Kreise  sind)  und 
befinden  sich  in  solcher  Lage,  dafs  ihre  Perspektive  von  dem 
Punkte  t  aus  ein  orthogonales  Polarbündel  liefert.  Denn  sei 
g  eine  beliebige  Gerade   in   der  Ebene  f,   welche  die  F^^^  in 
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einem  imaginären  Kreise  schneidet,  dann  wird  der  Pol  ^  Ton 
g  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  dadurch  gefunden^  dafs  wir  aus 
m  das  Perpendikel  mq  auf  g  herablassen  und  auf  dem- 
selben den  Punkt  !p  so  bestimmen  ^  däfs 

mp  .  mq  +  ^«t^  =  0 

wird.  Da  nun  |tm{  eine  Normale  der  Ebene  £  ist,  so  ist  ',mt 
normal  auf  {))q|,  folglich  wegen  der  eben  gefundenen  Relatioo 
£  ptq  «=  90^  Die  Ebene  |:ptq]  ist  normal  auf  der  Ebene  f, 
weil  sie  durch  ihre  Normale  {tm|  geht,  und  auf  der  Schnitt- 
linie !!pq|  beider  Ebenen  steht  im  Punkte  q  die  Gerade  g  nor- 
mal, welche  in  der  Ebene  s  liegt,  folglich  ist  g  auch  Normale 
der  Ebene  [)>tq];  mitbin  ist  auch  die  Ebene  [tg]  normal  zur 
Ebene  [))tq].  Da  aber  auf  der  Schnittlinie  {tq  dieser  beiden 
Ebenen  die  Gerade  |t!p|  normal  steht  (weil  /.))tq  »«  90^  ist), 
so  ist  jt  !p|  auch  Normale  der  Ebene  [t^],  d.  h.  wenn  wir  den 
Punkt  t  mit  der  Geraden  g  und  ihrem  Pol  p  durch  Ebene 
und  Strahl  verbinden,  so  ist  der  Strahl  auf  der  Ebene  allemal 
rechtwinklig;  das  Polarbündel,  welches  von  t  aus  perspektivisch 
gelegt  wird  mit  dem  ebenen  Polarsystem  der  Ebene  e,  ist  also 
notwendig  ein  orthogonales ;  dasselbe  gilt  natürlich  auch  von 
der  Ebene  s\ 

In  der  der  Betrachtung  zu  Grunde  liegenden  Hauptebene 
haben  wir  also  den  Hauptkegelschnitt  und  zwei  Gerade  l  und 
V  als  Träger  zugehöriger  elliptischer  Punktinvolutionen,  die 
mit  dem  Punkte  t  verbunden  eine  orthogonale  Strahleninvo- 
lution liefern.  Eine  solche  ebene  Figur  bietet  eine  gewisse 
metrische  Eigenschaft  dar,  von  welcher  wir  hier  Gebrauch 
machen.  Der  Punkt  t|,  in  welchem  sich  IV  schneiden,  ist  der 
Pol  der  Geraden  ty  der  Tangente  im  Punkte  t  des  Fokal- 
kegelschnitts, folglich  mufs  t  die  Pole  von  l  und  T  enthalten; 
wir  haben  femer  gesehen,  dafs  die  Gerade  t  den  Hauptkegel- 
schnitt in  zwei  reellen  Punkten  a  und  b  schneiden  mufs; 
nehmen  wir  einen  beliebigen  dritten  Punkt  c  des  Hauptk^el- 
scbnitts  und  ziehen  die  Strahlen  |ca|,  |cb|,  so  müssen  die- 
selben nach  bekannten  Polareigenschaften  des  Kegelschnitts 
(Th.  d.  K.  S.  149)  sowohl  der  Geraden  l  in  einem  Punktepaar 
):^,  als  auch  der  Geraden  V  in  einem  Punktepaar  i^'ti  der 
zugehörigen  Punktinvolution  begegnen;  bezeichnen  wir: 
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(|ca!,0  =  j:,     (|cb|,i)  =  9,     (W,  l9»)'l)  -  c ; 
(|ca|,  0=  r,    (leb;,  0=  i,',    Qxr)\,  |/t,'|)  =  t,; 

da  die  beiden  Punktepaare  j:t)  und  ]:'t)  konjugierte  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Hauptkegelschnitt  sind,  so  folgt  aus  ihnen 
nach  dem  Hess  ersehen  Satze  ein  drittes  Paar  konjugierter 
Punkte: 

und  da  c  auf  dem  Kegelschnitt  selbst  liegt,  so  mufs  b  auf 
der  Tangente  im  Punkte  c  liegen.  Nun  werden  aber  die 
PunktinTolutionen  (j:^)  auf  l  und  (j:'\))  auf  V  vom  Punkte  t 
aus  durch  eine  orthogonale  Strahleninvolution  projiziert;  be- 
trachten wir  also  das  vollständige  Vierseit,  dessen  drei  Paare 
Gegenecken: 

je  und  t),    X   und  i)',     c  und  b 

sind,  so  werden  die  drei  Strahlenpaare,  welche  von  einem 
Punkte  t  nach  den  Gegenecken  dieses  vollständigen  Yierseits 
hingehen,  und  die  immer  einer  Strahleninvolution  angehören, 
in  unserem  Falle  eine  orthogonale  Strahleninvolution  bilden; 
also  werden  |tc|  und  |tb|  zu  einander  rechtwinklig  sein. 
Betrachten  wir  andererseits,  da 

(|T9l,i):'t)'l)  =  t.,    (Ij:^  1, /^I)  =  b 
ist,  das  vollständige  Vierseit,  welches  gebildet  wird  von  den 
drei  Paar  Gegene^ken : 

j:  und  y,     X)  und  \)\     tj  und  b, 

so  werden  auch  die  drei  Strahlenpaare  von  t  nach  den  Gegen- 
ecken dieses  Yierseits  eine  Strahleninvolution  bilden ;  da  aber 
die  Strahlen  \tj:\  und  |tt)|  zu  einander  rechtwinklig  sind,  ebenso 
die  Strahlen  |tp'|  und  |tl/|,  so  müssen  die  Strahlenpaare  |tjc|, 
|tp  I  und  |t^|,  |t^'|  eine  gleichseitig -hyperbolische  Strahlen- 
involution bilden,  welcher  auch  das  Strahlenpaar  \th\,  IttJ 
angehört,  und  da  auf  diesen  bez.  die  Strahlen  |tc|  und  |taj 
(=t)  normal  stehen,  so  gehören  auch  |ta|  und  jtc{  der 
gleichseitig -hyperbolischen  Strahleninvolution  au. 

Wir  haben  also  auf  der  Geraden  |ca|  die  beiden  Punkte- 
paare ca  und  yjc',  welche  mit  t  verbunden  eine  gleichseitig-hy- 
perbolische Strahleninvolution  geben,  auf  dieser  Geraden  selbst 
also  eine  hyperbolische  Punktinvolution,  von  der  ca  und  ]:j: 
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zwei  Punktepaare  sind;  nennen  wir  einen  Doppelpunkt  der- 
selben g^  so  gilt  die  involutorische  Relation  (Th.  d.E.  S. 55): 

icg*  ^^  ex*. er'  ' 
und  da  jigj   eine  Winkelhalbierende  zwischen  dem  Strahlen- 
paar  |ta|  und  |tCj  sein  mufs^  also 

gg  ^  ttt 
cö  **  et 

ist,  auch  die  Beziehung: 

ttt'        ttr  ttr'  . 
et*  er. er'  ' 

das  Verhältnis  -^  können  wir  auch  ersetzen  durch  das  Ver- 

er 

hältnis  der  Abstände  der  Punkte  a  und  c  von  der  Geraden 
l  und  in  gleicher  Weise  das  Verhältnis  -^K-  durch  das  Ver- 
hältnis der  Abstände  der  Punkte  a  und  c  von  der  Geraden  T; 
nennen  wir  also 

den  Abstand  des  Punktes  a  von  der  Geraden  2  .  .  .  ap 

a     „      „  „        r .  .  .  ap' 

C        ff        ff  jf  *    ...  CT 

C        „        ff  ff  t    ...   CT, 


»»              j;             )}  7> 

})                    3}                   )9  }) 

99                   9}                  99  19 

SO  erhalten  wir: 


at«  et« 


<xp>ap  er. er'   ' 

und  wenn  wir  jetzt  den  auf  dem  Hauptkegelschnitt  willkür- 
lich gewählten  Punkt  c  beliebig  verändern,  so  folgt: 

7-  sa=  konst, 

er. er  ' 

d.  h.:  Jeder  Punkt  des  Kegelschnitts  besitzt  die 
Eigenschaft,  dafs  das  Quadrat  seines  Abstandes 
von  dem  festen  Punkte  t  zu  dem  Rechteck  ans 
seinen  Abständen  von  den  beiden  festen  Geraden  / 
und  V  in  einem  unveränderlichen  Verhältnis  steht. 
Diese  metrische  Eigenschaft  des  ebenen  Kegelschnitts  in 
Bezug  auf  den  Punkt  t  und  die  beiden  Geraden  l  und  V  lÄki 
sich  auf  den  Raum  übertragen  und  liefert  eine  Eigenschaft 
der  Fläche  F^^^  in  Bezug  auf  den  festen  Punkt  t  und  die  bei- 
den Ebenen  s  und  «'. 


1 
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Legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  ^^^  Fläche 
F^^  parallel  einer  der  beiden  Stellungen  der  Ereisschnitt- 
ebenen ;  etwa  parallel  der  Ebene  €  eine  Ebene ,  so  schneidet 
dieselbe  die  F^^^  in  einem  reellen  Kreise,  dessen  Durch- 
messer mn  in  der  betrachteten  Hauptebene  liegen  mufs,  und 
da  die  Endpunkte  m  n  des  Durcbmesäers  auf  dem  Hauptkegel- 
schnitt liegen,  so  haben  wir  die  vorige  Beziehung: 


mt« 

mm'*,  mm' 


nt« 


nn°.nn 


'  } 


wo  mm^,  nn^  mm',  nn  die  Perpendikel  aus  m  und  n  auf 
die  Geraden  l  und  V,  oder,  was  dasselbe  ist,  auf  die  Ebenen  £ 
und  s'  bedeuten,  die  auf  der  Ebene  des  Hauptschnitts  normal 
stehen.  Fällen  wir  aus  j:  das  Perpendikel  }cp  auf  den  Durch- 
messer mn  des  Kreises,  so  haben  wir: 

und,  da  Ipxl  normal  steht  auf  der  Ebene  des  Hauptschnittes, 
in  welcher  der  Punkt  t  liegt, 

^t^  =  t^}2  +  'Pf  =  tp'  -f  mi> .  pn. 

In  dem  Dreiecke  tmn,  dessen  Grundlinie  mn  den  Punkt 

f  enthält  (Fig.  43)  haben  wir  die  be* 


kannte  Relation: 


tp« 


+  -^-, 


tm^ 


+ 


in' 


^jm.pn     '     mpmn     '     np.nm 
woraus  folgt: 


1, 


Fig.  43. 


tp'  +  mp.pn 


mV 


also: 


tr' 


pm.pn 
mt« 


+ 


Ttm  *  mp 


:r  + 


nt« 


nm  .  pn  ' 


pm .  pn         mit.pm         mn.np 
hieraus  folgt  wegen  der  obigen  Relation: 


mt« 


nt« 


mm° .  mm'  un".nn'  ' 

und,  da  wegen  der  Parallelität  von  |mnj  mit  l 

mm®  =  nn^ 
ist,  die  Beziehung: 

f2  --    ntt*    i  mm',  pn  -f  nn^mp  \ 
^  mm'  l  mn  / ' 
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Der  Ausdruck  in  der  letzten  Parenthese  ist  aber  einer 
einfachen  Umformung  föhig^  wenn  wir  nämlich  aus  p  das  Per- 
pendikel ^!p'  auf  die  Gerade  V  fallen^  so  verhält  sich  (Fig.  44): 


woraus  folgt: 


mn 
mn 


nn  —  p\i 
nn'  — -  mm' 

\>p  —  mm' 
nn'  —  mm' 


mm' .  ^n  4-  nn  .jnp   .  .  » 


mn 


und,  da  !p))'   gleich   ist  dem   Perpendikel  j:x    aus   j:  auf  die 
Ebene  €\  zugleich  auch  das  Perpendikel  mm^  gleich  ist  dem 


Fig.  44. 

Perpendikel  j:^^  aus  j:  auf  die,  so  folgt:   Ebene  s 

--1^  .=  —  51*^  -=  konst. 
rr.rv  mm",  mm 

Dieses  Verhältnis  behält  nicht  nur  für  alle  Punkte  j:  des 

Kreises  in  der  Transversalebene,  welche  zu  e  parallel  gelegt 

ist,    denselben   konstanten    Wert,   sondern    auch    fflr  jedes 

andern  Kreis  auf  der  Fläche  F^^\  der  in  einer  zu  e  oder  i 

parallelen  Ebene  liegt,  weil    das  Verhältnis  dasselbe  bleibt 

fQr    alle    Punkte    des   Hauptkegelschnitts.     Das   VerhaltDis 

bleibt  also   überhaupt  konstant   für   alle   Punkte  der  Flache 

F^^\  und  wir  können  daher  folgendes  Resultat  aussprechen*): 

*)  G.  Salm  od:  Analytic  Geometrj  of  three  Dimensions,  Illrd  ed. 
1874,  p.  108. 
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Wenn  ein  fester  Punkt  t  und  zwei  feste  Ebenen 
££- gegeben  sind,  so   ist  der  Ort  eines  Punktes  j:, 
för  welchen  das  Quadrat  seines  Abstandes  von  dem 
festen  Punkte  t  zu   dem  Rechteck   aus  seinen  Ab- 
ständen von  den  beiden  festen  Ebenen  bs  in  einem 
gegebenen     unveränderlichen     Verhältnis     steht, 
eine  Oberfläche  2.  0.,  und  zwar  kann  diese  keine  gerad- 
linige  sein,    also  nur  ein  Ellipsoid    oder    ein   zweischaliges 
Hyperboloid  oder  ein   elliptisches  Paraboloid.     Der  Punkt  t 
ist  dabei  ein   beliebiger  Punkt  desjenigen  Fokalkegelschnitts 
der  Fläche  F^^\  welcher  die  Ereispunkte  derselben  enthält; 
die  beiden  festen  Ebenen  s  e'  besitzen  die  Eigenschaft,  dals 
die  ihnen  zugehörigen  ebenen  Polarsjsteme  von  t  aus  proji- 
ziert ein  orthogonales  Polarbündel  in  t  liefern;  s  und  s'  sind 
parallel  den  beiden  Stellungen  der  Kreisschnittebenen  der  F^^ 
und  schneiden  sich  in  derjenigen  Geraden,  welche  normal  steht 
auf  der  Ebene  des  Fokalkegelschnitts  in  einem  Punkte  tp  dem 
Pole  der  Tangente  t  am  Fokalkegelschnitt  im  Punkte  t  in  Be- 
zug auf  den  in  derselben  Ebene  liegenden  Hauptkegelschnitt. 
Da  unsere  Betrachtung   durchaus  unabhängig  war  von* 
der  Lage  des  Mittelpunkts  der  Fläche  F^*^j  so  gilt  sie  un- 
yerändert  für  das  elliptische  Paraboloid,  wie  für  die  beiden 
Mittelpunktsflächen,    die    keine    geraden    Linien    enthalten. 
Wir  können  aber  die  hier  auftretende  Konstante  noch  näher 
bestimmen  und   müssen   dann  allerdings  trennen  die  Mittel- 
punktsflächen von  dem  Paraboloid. 

Legen  wir  eine  Ebene  durch  den  Punkt  t  und  die  Gerade 
ty  y  SO  wird  dieselbe  die  Fläche  F^^^  in  einem  Kegelschnitte 
schneiden,  für  den,  wie  wir  wissen,  t  ein  Brennpunkt  und  t^ 
die  Polare  desselben,  d.  h.  die  zugehörige  Leitlinie  ist.  Für 
jeden  Punkt  ^  dieses  Kegelschnittes  ist  bekanntlich  das  Ver- 
hältnis seiner  Abstände  von  t  und  ^,  konstant.  Bezeichnen 
wir  dieses  konstante  Verhältnis  durch  A  und  den  Wert  der 
ursprünglichen  Konstanten  durch  ^,  so  läfst  sich  ft  leicht 
flurch  A  ausdrücken.  Nennen  wir  n  die  Normale  des  Fokal- 
kegelschnittes im  Punkte  t,  und  sei  ^  einer  der  beiden  Schnitt- 
punkte derselben  mit  äem  Hauptkegelschnitte,  so  ist: 


^  = 


xtj  .Bin(n,Z)Bin(n^r) 
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Es  ist  aber  das  Verhältnis: 

und  wir  erhalten  daher: 

A2  =  ^  .  sin  (w,  T)  .  sin  (n,  V). 

Fügen  wir  noch  die  Richtung  der  a-Axe  hinzu  ^  so  gilt  be- 
kanntlich*) zwischen  den  Winkeln  von  drei  Richtungen  nU 
in  der  Ebene  die  Beziehung: 

{n,l)  +  (l,a)  +  {a,n)  =  0, 
also 

(n,  l)  =  (n,  a)  —  (l,  a) 

und  in  gleicher  Weise: 

(w,r)  =  (n,a)-(r,a). 

Da  aber  {  und  V  gleich  geneigt  sind  gegen  die  a-Axe  (ebne 
parallel  zu  sein)^  so  ist: 

{a,  l)  =  —  (a,  V) , 

und  wir  erhalten  für  das  sin -Produkt: 

sin(n,J)  .  sin  (n,V) ««  8in{(w,a)  +  (^j«)}.  sin{(n,a)  —  (/,a)} 

=  sin^  (n,a)  —  sin^  (i,a)  =  cos^  (i,a)  —  cos^  (w,a) 
also 

l^  =  fi{ cos'^  (l,  a)  —  co5*  (n,  a) } • 

Setzen  wir  nun  den  Fall  des  EUipsoids  voraus ;  also 
die  Fokalhyperbel  H^^  und  die  Hauptellipse  GJ*^  in  der  [ac]- 
Ebene,  so  ist  nach  8.  614: 


co8^(Z,a)=p-Ap-^, 


und  wir  erhalten  somit: 


„  ( Pa  (f  6  -  Pq)  -  coB'  (n,  g)  P,  (P„  -  P,)  ] 

^^\  p, (Pa - Pc)    :       1 


PaP' 


*a^c     i  co8'(n,  g)    I    sin'  (n,  a)  1  1 

Nennen  wir  nun  <2  den  zu  n  parallelen  Durchmesser  der 
Ellipse  @^^  und  bezeichnen  mit  Pa  die  Potenz  der  ihm  zu- 
gehörigen Puriktinvolution,  so  ist  bekanntlich  (S.  521): 

*)  B.  Baltzer:  Elemente  der  Mathematik.  Bd.  IL  S.  297.  3.  Aufl. 
1870. 
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1    cos'  (n,  a)    ,    sin*  (n,  a> 

mithin  wird: 

Das  Quadrat  des  Abstandsverhältnisses  X  für  den  Kegel- 
schnitt, in  welchem  die  Ebene  [t^|]  die  F^*^  schneidet,  ist 
bekanntlich  nur  abhängig  von  dem  Verhältnis  der  Potenzen 
der  Panktinvolationen  auf  den  Hauptaxen  dieses  Kegelschnittes; 
und  die  durch  den  Mittelpunkt  der  F^^^  parallel  zur  Ebene 
[t^,]  gelegte  Ebene  schneidet  die  F^^  in  einem  Kegelschnitte, 
welcher  dasselbe  Axen Verhältnis  hat;  die  Axen  dieses  Kegel- 
schnittes sind  aber  der  Durchmesser  d  und  die  Hauptaxe  b] 
demnach  ist: 


P 


b 


32  «3  1 2. 


p 


d 


und  wir  erhalten  für  unsere  Konstante  fi  den  Wert: 


f* 


^ö         Pö 


Pa  Po    ' 


d.  h.  der  konstante  Wert  ft  ist  unabhängig  von  der 
Wahl  des  Punktes  t  auf  dem  betrachteten  Fokal- 
kegelschnitte. 

Wenig  anders  gestaltet  sich  die  Rechnung  beim  zwei- 
schaligen   Hyperboloid;   wo    die  Hauptebene  [ab]    mit 

dem  Fokalkegelschnitte  Ff^l  und  dem  Hauptkegelschnitte  S^^^^ 

in  Betracht  kommt;  wir  haben  nur  zu  setzen  (S.  616)  für 

und  erhalten  den  Wert: 

P  P 

c  *  c 


^6  ^a 


Endlich  bleibt  noch  beim^  elliptischen  Paraboloid 
der  Wert  der  Konstanten  fi  zu  bestimmen;  hier  ist  die  Haupt- 
ebene [afc*]  mit  der  Fokalparabel  Pj?«  und  der  Hauptparabel 


'^^1a«    ^^   betrachten,    und  wir  können   uns  desselben   Hilfs- 


a6® 


mittels  bedienen,  wie  in  §  67.     Es  ist  hier  (S.  623): 
cos2  (J,  a)  =  ~~-   ,  sin2  (Z,  a)  =  —  , 
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wo  b  und  c  die  früher  angegebene  Bedeutung  haben;  dem- 

gemäfs  wird: 

,„            fc.Bin»(n,  g)  — fc] 
k^^fi[ ), 

und  der  Wert  von  X^  bestimmt  sich  durch  die  Parabel  P^, 

wie  auf  S.  635,  indem  wir  dort  nur  6  und  c  mit  einander  zu 

vertauschen  haben: 

,«        5  —  c  .  Bin»  (n,a) 
X^ 1 7 

wodurch  wir  erhalten: 

c 
l' T' 

also  ebenfalls  unabhängig  von  der.  Wahl  des  Punktes  t  auf 
der  Fokalparabel. 

§  69.  Die  Schar  konfokaler  Flächen  2.  O. 
Die  Fokalkegelschnitte  in  den  Hauptebenen  einer  Fläche 
F<2)  oder  die  sie  vertretenden  ebenen  Polarsysteme  werden 
bestimmt  (S.  567)  durch  die  Potenzen  der  Punktinvolutionen 
auf  den  Hauptaxen,  und  wir  haben  für  diese  folgende  Werte 
gefunden: 

[Je] -Ebene 

Pc 


[a  6]  -  Ebene  [a  c]  -  Ebene 


Haupt- 
kegelscnnitt 

Fokal- 
kegelschnitt 


JTa  "~  J^c )     -^b        «^c 


Pa-Pö,     Pc-Pl 


P.-Pa.Fc-P^ 


Die  Werte  dieser  DiflFerenzen  bestimmen  aber  gleichzeitig 
die  (reellen  oder  imaginären)  Brennpunkte  der  Hauptiiegel- 
schnitte,  nämlich  P«  —  Pc  die  Brennpunkte  des  Hauptkegel- 
schnittes in  der  [ac]- Ebene  auf  der  a-Axe  u.  s.  f.,  ^i-  '^  • 

In  jeder  der  drei  Hauptaxen  schneiden  sich  je 
zwei  Hauptebenen;  die  (reellen  oder  imaginären) 
Brennpunkte  des  Hauptkegelschnittes  in  der  einen 
Hauptebene  sind  allemal  die  Scheitel  des  Fokal- 
kegelschnittes in  der  andern  Hauptebene  auf  der 
ihnen  gemeinschaftlichen  Hauptaxe.  . 

Die  Fokalkegelschnitte  hängen  daher    lediglich  ab  ron 
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köl««T^c°^**''   ^''   ^'^'   Hauptkegelschnitte,    und    wir 
Können  den  Satz  anssprechen: 

dreien*  t.^lächen  2.  0.,  deren  Kegelschnitte  in  den 

müLl''''^    uT'"'^''''^^'''   Brennpunkte  haben, 

nl    *"!,\^'«««^l»«°*'okalkegel8chnitte  haben! 

diP  r^  'S«  erfahren,  ob  es  mehrere  solche  Flachen  giebt,  nnd 

die  Pote^zw^  rXn?'^^''*^^"^"  "''  '^^  "^^  ^^"P**^«"^ 

Po      P»      Pe. 

selben' R  J''*'**  J^^^''   ^'"°  ^"'  Hauptkegelschnitte  die- 
mul    w!    ^'    D  .«^"P*^'^«'^  "it  i«°«  haben,  und  zweitens 

P«       P*       Pc 

smd,  jede-  der  drei  Bedingungen  erfüllt  werden : 

Pa-P,  =  P„.  _  p,. 
P,  -  P,  =  p„.  _  p^. 
P»-P,=  P,,  _p^., 

die  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

P«  -  P„  =  P,.  _  P,  =  P^.  _  p^  _  ;i 

Nennen  wir  diese  konstante  Differenz  A,  so  ergeben  sich  aus 
den  Potenzwerten  P„  P^  P  diV  P«+»„„  _i  ^  »  "'"'  ^*^°  aus 
P    —  P   -i_  1      T>         t>   ".        *^o*e°zwerte  der  neuen  Fläche 

wir  dpm  J  niio  ».-  1-  L  TT7  ^^  —  ^e  +  *,  and  indem 
wir  dem   A    alle  moghchen  Werte  von  —  oo  bis  -4-  ^  K«,- 

Pa   >  0      P,  >  0      P,  >  0 

und  der  Gröfse  nach  geordnet,  so  dafs        ' 

Pa>P,>P, 

wt,  dann  werden  die  Werte 

Pa  +  X      P,  +  A       P,-|_i 

SO  lange  positiv  bleiben  als  A  positiv  isf  «».^ 

P     wv  ist^  und  auch  noch,  wenn 
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X  negativ  ist,  bis  zu  dem  Werte  A  =  —  P«.  Die  konfokale 
Fläche  bleibt  also  von  A  =  oo  bis  A  =  —  Pc  ein  Ellipsoid. 
Für  k  =  —  Pc  tritt  ein  Übergangsfall  ein;  die  Fläche,  deren 
Potenz  auf  der  c-Axe  Null  wird,  degeneriert  in  den  Fokal- 
kegelschnitt E^^^  in  der  [a 6] -Ebene  und  ist  aufzufassen  als 

eine  unendlich -dünne  F^^^,  die  den  Übergang  bildet  vom  El- 
lipsoid zum  einschaligen  Hyperboloid. (S.  517);  für  die  Werte 
von  A  =  —  Pc  bis  A  =  —  P*  bleibt  die  konfokale  Flache  ein 
einschaliges  Hyperboloid,  und  für  A  =  —  Pt  tritt  wiederum 
ein  Übergangsfall  ein,  indem  sich  die  Fläche  auf  den  Fokal- 
kegelschnitt H^^  reduziert  in  der  [ac]- Ebene,  eine  Hyperbel, 

die  den  Übergang  bildet  vom  einschaligen  zum  zweisehaligen 
Hyperboloid.  Für  die  Werte  von  A  =  —  Pj  bis  A  =  —  Pa 
bleibt  die  konfokale  Fläche  ein  zweischaliges  Hyperboloid 
und  degeneriert  für  A  =  —  P«  in  den  imaginären  Fokal- 
kegelschnitt P^^  in  der  [6c]-Ebene,  der  den  Übergang  bildet 

vom  zweisehaligen  Hyperboloid  zur  imaginären  Fläche  2.  0. 
Für  die  Werte  von  A  =  —  P«  bis  A  =  —  cx)  bleibt  die  kon- 
fokale Fläche  imaginär. 

Hiernach  zerfällt  die  ganze  Schar  konfokaler  Flächen 
in  vier  Gruppen: 

eine  Gruppe  Ellipsoide, 

„        einschalige  Hyperboloide, 
„        zweischalige  Hyperboloide, 
„        imaginäre  Flächen, 
welche  durch  die  drei  Fokalkegelschnitte  als  Grenzflächen  in 
einander  übergehen.     (Will  man  noch. den  imagiimren  Kreis 
in   6^   als   vierten    Fokalkegelschnitt  hinzufügen,   so  würde 
derselbe     den    Übergang     vermitteln    von     den    imaginären 
Flächen  zu  den  reellen  Ellipsoiden.) 

Wir  erkennen  ferner,  dafs  zwei  konfokale  Flächen  der- 
selben Gattung  (d.  h.  zwei  konfokale  Ellipsoide  oder  ein- 
schalige Hyperboloide  oder  zweischalige  Hyperboloide)  keinen 
reellen  Punkt  gemeinschaftlich  haben  können ;  denn  seien  die 
Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  den  Hauptaxen  für  eine 
Fläche  PaPbPc  und  für  eine  konfokale  Fläche  P«-  ^P^  +  X^ 
P^'  =  Pft  -|-  A ,  Pc'  =  Pc  -^-  A ,  so  werden  für  irgend  einen 
durch   den  gemeinsamen   Mittelpunkt  ^   gezogenen  Dnrch- 


>9 
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messer  d  die  Potenzwerte  der  zugehorigeD  Punktinvolutionen 
bei  beiden  Flächen  gefunden  nach  S.  531  durch  die  Glei- 
chungen : 

1 cos«  (d,  o)   ,    C08«  (d,  b)   .    cos«  (d,  c) 

Pä~         Pa         '^         P,         ^         Pc 

1    COS*  (d,  a)  _i    cos«  {dy  b)   ,    cos«  (d,  c) 


'P<r  ^a'  ^b'  -P«' 

also 

1 1 ^  ( cos«  {d,  a)  _.    cos^fd,  5)   ^^  co8«(d,  c)) 

sobald  nun  die  beiden  konfokalen  Flächen  derselben  Gruppe 
angehörig  sind  oder  derselben  Gattung  sind,  haben  immer 
Pa  und  Pa-,  ebenso  Ft  und  Py,  endlich  Pc  und  Pc-  gleiche 
Vorzeichen;  die  Summe  rechts  ist  daher  immer  positiv  und 
kann  nie  Null  werden ,  folglich  kann  auch  niemals  der  Wert 
Pd  gleich  dem  Werte  P^  werden;  mithin  können  die  beiden 
konfokalen  Flächen  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben, 
weil  ein  solcher  mit  dem  Mittelpunkte  ^  verbunden  zwei 
gleiche  Durchmesser  oder  gleiche  Werte  Pd  und  P^-  liefern 
würde. 

Wir  können  nunmehr  ein  früher  (S.  597)  gefundenes 
Besultat  allgemeiner  aussprechen:  Wenn  man  einen  willkür- 
lichen Punkt  £)  des  Raumes  mit  einem  der  Fokalkegelschnitte 
der  F^^^  verbindet,  so  erhält  man  einen  Kegel ,  welcher  die- 
selben Fokalstrahlen  (Brennstrahlen  8.58),  also  auch  Haupt- 
axen  und  Hauptebenen  hat,  wie  der  aus  O  an  die  Fläche  F^'^^ 
gelegte  Berührungskegel.  Da  nun  eine  Schar  konfokaler 
Flächen  dieselben  Fokalkegelschnitte  besitzt,  so  folgt:  Die 
Berührungskegel  aus  einem  beliebigen  Punkte  O 
lies  Raumes  an  sämtliche  Flächen  einer  konfokalen 
Schar  haben  alle  dieselben  drei  Hauptebenen  und 
in  ihnen  dieselben  Brennstrahlen.  Diese  sämtlichen 
Berührungskegel  bilden  daher  selbst  eine  Schar  konfokaler 
Kegel  Yoli  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte  D  aus;  die  Fokal- 
kegelschnitte dieser  Schar  konfokaler  Kegel  bestehen  aus 
einem  reellen  Linienpaar  (Fokal hyperbel)  und  zwei  imaginären 
Linienpaaren  in  den  drei  Hauptebenen ,  die  Ebene  der  beiden 
reellen  Brennstrahlen  ist  selbst  die  eine  Uauptebeue;  halbieren 
wir  Winkel  und   Nebenwinkel   zwischen  den  beiden   Brenn- 
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strahlen  und  legen  durch  diese  Halbierungslinien  zwei  zu 
einander  und  auf  der  Ebene  der  beiden  Brennstrahlen  nor- 
male Ebenen^  so  erhalten  wir  die  beiden  andern  Haupt- 
ebenen;  die  (reellen  und  imaginären)  Brennstrahlen  werden 
aber  bestimmt  durch  die  Potenzen  der  StrahleninTolutionen 
in  den  Hauptebenen  (S.  63). 

Unter  dieser  Schar  konfokaler  Kegel  giebt  es  drei,  welche 
in  (doppelt  zu  zählende)  Ebenen  ausarten ;  dieses  sind  die  drei 
gemeinsamen  Hauptebenen  selbst.  Für  einen  solchen  Be- 
rührungskegel einer  Mäche  i^(*>,  welcher  in  eine  Ebene  aus- 
artet; ist  diese  Ebene  selbst  Berührungsebene  der  Fläche  F^^, 
und  der  Mittelpunkt  des  Kegels  D  Berührungspunkt.  Der 
Kegelschnitt,  längs  dessen  ein  Berührungskegel  die  F^-^ 
berührt;  artet  in  diesem  Falle  in  ein  (reelles  oder  imaginäres) 
Linienpaar  aus^  welches  also  gleichzeitig  der  Berührungsebene 
in  O  und  der  Fläche  jP^'^  angehört;  dieses  Linienpaar  ist 
ein  Paar  Kegelstrahleu;  und  da  bei  dem  zerfallenden  Kegel 
die  Brennstrahlen  mit  einem  Paar  Kegelstrahlen  zusammen- 
fallen, so  fällt  das  Linienpaar,  in  welchem  eine  Hauptebene 
des  Kegels  als  Berührungsebene  einer  durch  O  gehenden 
Fläche  der  konfokalen  Flächenschar  dieselbe  schneidet,  zu- 
sammen mit  den  beiden  Brennstrahlen  in  dieser  Hauptebene 
des  Kegels.    Wir  erhalten  also  folgendes  Resultat: 

Durch  einen  willkürlich  gegebenen  Punkt  C 
im  Baume  gehen  allemal  drei  Flächen  einer  kon- 
fokalen Schar;  diese  haben  in  O  zu  Berührungs- 
ebenen  die  drei  Hauptebenen  des  Kegels,  welcher 
von  D  durch  einen  der  Fokalkegelschnitte  gelegt 
werden  kann;  sie  durchschneiden  sich  also  in  € 
orthogonal,  d.  h.  ihre  Berührung^ebenen  sind  zn 
einander  normal.  Von  diesen  drei  Flächen  ist 
allemal  di$  eine  ein  Ellipsoid,  die  andere  ein  ein- 
schaliges, die  dritte  ein  zweischaliges  Hyperboloid 
(denn  wir  haben  oben  bewiesen,  dafs  zwei  gleichartige  Flächen 
einer  konfokalen  Schar  keinen  reellen  Punkt  gemeinschaftlich 
haben  können).  Jede  der  drei  Hauptebenen  des  ans 
O  durch  einen  der  Fokalkegelschnitte  gelegten 
Kegels  enthält  zwei  Brennstrahlen,  von  denen  ein 
Paar  reell,    die    beiden   andern    Paare   konjugiert- 
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imaginär  sind.  Diese  Linienpaare  sind  die  Durch- 
schnittskurven  der  Berührungsebenen  in  O  mit 
den  drei  darcli  O  gehenden  Flächen  der  konfokalen 
Schar;  die  reellen  Brennstrahlen  sind  also  ein  Paar 
Erzeugender  des  einschaligen  Hyperboloids,  die 
beiden  andern  Linienpaare  werden  vertreten  durch 
elliptische  Strahleninvolutionen  (S.  484). 

Um  die  drei  konfokalen  Flächen  einer  Schar  ^  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  O  des  Raumes  gehen,  zu  er- 
halten;  braucHt  man  nur  die  drei  Hauptebenen  des  Kegels 
O^*^  zu  ermitteln ;  welcher  von  Ö  aus  durch  einen  der  Fokal- 
kegelschnitte gelegt  werden  kann.  TrifPt  eine  solche  Haupt- 
ebene die  drei  Hauptaxen  der  konfokalen  Flächenschar,  nämlich 

die  a-Axe  ...  in  y 
„  &-Axe  ...  f,  \j 
jj    c-Axe  .  .'.   „    j, 

und  legt  man  durch  O  drei  Ebenen  parallel  den  Hauptebenen 
der  konfokalen  Flächenschar ,  deren  Durchschi^ittspunkte  mit 
der  a-,  6-,  c-Axe  bez.  seien  j:'  ^'  g',  so  werden  die  drei  Werte : 

die  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  den  Hauptaxen  für 
die  gesuchte  Fläche  F^^^  sein,  welche  durch  D  geht  und  der 
konfokalen  Flächenschar  angehört,  und  durch  diese  drei 
Potenzwerte  ist  die  Fläche  jF^*^  vollständig  bestimmt.  Aus 
denselben  liefs  sich  ebenfalls  die  Natur  der  drei  konfokalen 
Flächen  durch  D  ermitteln,  aber  wir  verzichten  auf  diese 
Untersuchung. 

Wir  haben  auf  S.  596  den  Satz  ausgesprochen :  Eine  be- 
liebige Ebene  £  und  das  aus  ihrem  Pole  j:  (in  Bezug  auf 
eine  Fläche  F^^^)  auf  S  herabgelassene  Perpendikel  durch- 
schneiden eine  der  Hauptebenen  der  i^<*>  allemal  in  einer 
Geraden  l  und  einem  Punkte  !p,  welche  Polare  und  Pol  sind 
in  Bezug  auf  den  in  der  Hauptebene  liegenden  Fokalkegel- 
schnitt. Hieraus  folgt,  da  alle  Flächen  einer  konfokalen 
Schar  dieselben  Fokalkegelschnitte  haben,  der  Satz: 

SchbOtvb,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  42 
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Die  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  samt- 
liehe Flächen  einer  konfokalen  Schar  liegen  auf 
einer  geraden  Linie,  welche  normal  steht  auf  der 
Ebene. 

Denn  schneidet  diese  gegebene  Ebene  |  eine  der  Haupt- 
ebenen  in  einer  Geraden  {,  und  ist  deren  Pol  in  Bezug  auf 
den  in  der  Hauptebene  enthaltenen  Fokalkegelsehnitt  p,  so 
wird  das  aus  ^  auf  die  Ebene  |  herabgelassene  Perpendikel 
den  Pol  j:  enthalten  müssen  der  Ebene  $  in  Bezug  auf  jede 
Fläche  F^^\  welche  denselben  Fokalkegelschnitt  in  der  be- 
trachteten Hauptebene  hat;  folglich  liegen  alle  Pole  j:  in  dem 
aus  ^  auf  I  herabgelassenen  Perpendikel. 

Weiter  folgt  hieraus,  wenn  man  eine  beliebige  Ebene  S 
annimmt,  dass  es  nur  eine  Fläche  F^^^  aus  der  konfokalen 
Schar  giebt,  welche  die  Ebene  |  berührt;  damit  nämlich  | 
ßerührungsebene  werde,  mufs  ihr  Pol  in  sie  selbst  hinein- 
fallen und  wird  der  Berührungspunkt;  schneidet  daher  die 
Ebene  g  eine  Hauptebene  in  der  Geraden  g^  deren  Pol  in 
Bezug  auf  den  Fokalkegelschnitt  in  dieser  Hauptebene  der 
Punkt  )fi  sei,  so  wird  das  aus  ))*  auf  die  Ebene  |  herabgelassene 
Perpendikel  in  einem  Punkte  t  dieselbe  treffen,  und  t  wird 
der  Berührungspunkt  der  einzigen  Fläche  F^^^  der  koufokalen 
Schar  sein,  welche  die  Ebene  |  berührt;  die  Gerade  \tf\  ist 
daher  Normale  der  Fläche. 

Drehen  wir  die  Ebene  |  um  eine  feste  Gerade  i,  so  be- 
schreibt ihre  Durchschnittslinie  g  mit  der  Hauptebene  ein 
ebenes  Strahlenbüschel,  und  der  Pol  !p  der  Geraden  g  in  Bezag 
auf  den  Fokalkegelschnitt  durchläuft  eine  gerade  Punktreihe, 
welche  bekanntlich  mit  dem  von  g  beschriebenen  Strahlen- 
büschel, also  auch  mit  dem  von  g  beschriebenen  Ebenen- 
büschel projektivisch  ist;  die  Perpendikel  aus  p  auf  |  werden 
mithin  (S.  213)  eine  Regelschar  eines  hyperbolischen  Para- 
boloids  bilden,  und  wir  können  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  sich  eine  veränderliche  Ebene  §  um  eine 
feste  Gerade  l  dreht,  so  giebt  es  für  jede  Lage 
von  5  eine  bestimmte  Fläche  F^^^  aus  der  konfoka- 
len Schar,  welche  |  zur  Berührungsebene  hat;  die 
in  dem   Berührungspunkt  errichtete  Normale  der 


§  69.    Die  Schar  konfokaler  Flächen  2.  0.  ß59 

Fläche  darchläuft  bei  der  Bewegung  der  Ebene  S 
eine  Regelschar  eines  hyperbolischen  Paräboloids. 

Da  dieses  hyperbolische  Paraboloid  die  Gerade  {  im  all- 
gemeinen zweimal  trifft,  so  werden  die  beiden  Erzeugenden 
aus  der  Regelschar  des  hyperbolischen  Paräboloids,  welche 
durch  die  beiden  Treffpunkte  gehen,  die  Normalen  für  zwei 
Flächen  aus  der  konfokalen  Schar  sein,  und  da  die  Berüh- 
rungsebenen durch  l  gehen,  so  sind  die  Treffpunkte  die  Be- 
rührungspunkte, also  schliefsen  wir: 

Es  giebt  im  allgemeinen  zwei  Flächen  aus 
einer  konfokalen  Schar,  welche  eine  gegebene 
Gerade  l  berühren. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Berührungspunkte  auf  der 
Geraden  l  durch  Iq  und  i, ,  die  zugehörigen  Berührungsebenen 
durch  Tq  und  T|,  die  sich  in  der  Geraden  l  schneiden,  so 
wissen  wir,  dafs  alle  Berührungskegel,  welche  von  dem 
Punkte  to  an  die  Flächen  F^^^  der  konfokalen  Schar  gelegt 
werden  können,  die  Ebene  Tq  zu  einer  Hauptebene  haben; 
alle  Paare  von  Berührungsebenen,  welche  durch  die  in  dieser 
Bauptebene  liegende  Gerade  l  an  sämtliche  Kegel  gelegt 
werden  können,  haben  also  dieselbe  Halbierungsebene  Tq] 
sie  bilden  mithin  eine  gleichseitig  hyperbolische  Ebeneninvo- 
lution  (S.  15),  von  welcher  Tq  eine  Doppelebene  ist;  diese 
Paare  von  Berührungsebenen  fallen  aber  zusammen  mit  den 
Paaren  von  Berührungsebenen,  welche  durch  l  an  die  Flächen 
FW  der  konfokalen  Schar  gelegt  werden  können;  diese  bilden 
mithin  eine  gleichseitig-hyperbolische  Ebeneninvolution,  deren 
eine  Doppelebene  Tq  und  deren  andere  Doppelebene  also  r, 
ist;  die  Ebenen  r^  und  tj  müssen  daher  auf  einander  senkrecht 
stehen,  und  wir  erhalten  folgenden  Satz: 

Wenn  man  durch  eine  gegebene  Gerade  l  die 
Paare  von  Berührungsebenen  an  die  Flächen  F^'^^ 
einer  konfokalen  Schar  legt,  so  bilden  dieselben 
eine  gleichseitig-hyperbolische  Ebeneninvolution, 
deren  Doppelebenen  (die  Berührungsebenen  an 
den  beiden  die  Gerade  l  berührenden  Flächen  F^*^ 
der  konfokalen  Schar)  zu  einander  normal  sind. 

Wir  haben  bisher  den  allgemeinsten  Fall  einer  Schar 
von  konfokalen  Flächen  F^^^  vorausgesetzt,  bei  welchem  die 

42* 
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beiden  reellen  Fokalkegelschnitte,  welche  allen  Flächen  ge- 
meinschaftlich sind,  die  Fokalellipse  und  die  Fokalhjperbel 
sind,  und  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  Wt  der  Flächen- 
schar  im  Endlichen  liegt.  Einige  Modifikationen  treten  ein, 
wenn  wir  von  einem  Paraboloide  ausgehen,  die  beiden  Fokal- 
parabeln desselben  bestimmen  und  nach  der  Flächenschar 
fragen,  welche  dieselben  Fokalkegelschnitte  hat.  Dafs  die 
Flächen  dieser  Schar  sämtlich  Paraboloide  sein  müssen,  ist 
unmittelbar  ersichtlich,  denn  die  Hauptkegelschnitt-e  müssen 
Parabeln  sein,  welche  mit  den  Fokalparabeln  dieselben  Brenn- 
punkte haben. 

Gehen  wir  nun  von  einem  beliebigen  Paraboloid  ans, 
dessen  Scheitel  <B,  und  dessen  durch  denselben  gehende  Hanpir 
axe  die  a-Axe  sei.  Die  beiden  zu  einander  normalen  Haupte 
ebenen,  welche  sich  in  dieser  Axe  des  Paraboloids  schneiden, 

enthalten  die  beiden  Hauptparabeln  ^f^^«  ^öc«»  deren  Brenn- 
punkte f^  und  \c.  um  die  Stücke  b  und  c  von  dem  gemein- 
schaftlichen Scheitel  ©  abstehen  {c  >  b).  Die  Fokalpara- 
beln in  diesen  beiden  Hauptebenen  PfJ^«  ^al»  werden  da- 
durch erhalten,  dafs  wir  zur  Konstruktion  der  ersteren  f»  als 
Brennpunkt  und  fo  als  Scheitel,  zur  Konstruktion  der  letz- 
teren fc  als  Brennpunkt  und  f^  als  Scheitel  wählen.  Es 
hängt  also  alles  von  den  drei  Punkten  (S  U  fe  i^  der  o-Axe 
ab,  durch  welche  die  beiden  in  Betracht  kommenden  unrer- 
änderlichen  Hauptebenen  [afe**]  und  [ac*]  gehen.  Die  Fokal- 
parabeln hängen  allein  von  den  beiden  Punkten  f^  und  fc  ab, 
und  um  alle  Paraboloide,  denen  dieselben  beiden  Fokalpara- 
beln in  den  beiden  unveränderlichen  Haupt«benen  zugehoren, 
zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  ©  auf  der  a-Axe  za  yeran- 
dem.  Wir  wissen,  dafs,  so  lange  ©  zwischen  den  beiden 
Punkten  f«  fc  liegt,  das  Paraboloid  ein  hyperbolisches,  im 
andern  Falle  ein  elliptisches  ist. 

Die  ganze  Schar  konfokaler  Paraboloide  zerßllt 
daher  in  eine  Gruppe  hyperbolischer  und  eine  Gmppe  ellip- 
tischer Paraboloide;  den  Übergang  von  der  einen  6nippe 
zur  andern  vermitteln  zweimal  die  Fokalparabeln,  wie  auf 
S.  517  bemerkt  wurde.  Die  Gruppe  elliptischer  Paraboloide 
zerfällt  aber  durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der  a-Axe 
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wieder  in  zwei  Unterabteilungen,  je  nachdem  nämlich  der 
Scheitel  ©  aufserhalb  der  Strecke  f^fc  &uf  dem  Teile  der 
Hauptaxe  von  f«  bis  oo,  oder  aaf  dem  Teile  von  f^  bis  cx> 
liegt.  Die  elliptischen  Paraboloide  aus  diesen  beiden  Ab- 
teilungen unterscheiden  sich  dadurch  von  einander,  dafs  zwei 
derselben  Abteilung  angehorige  Paraboloide  ihre  Offhuugen 
gleich  gerichtet;  die  verschiedenen  Abteilungen  angehorigen 
ihre  Offnungen  entgegengesetzt  gerichtet  haben.  Wir  werden 
daher  besser  die  gesamten  Paraboloide  der  konfokalen  Schar 
in  drei  Gruppen  einteilen^  eine  Gruppe  hyperbolischer  und 
zwei  Gruppen  elliptischer  Paraboloide^  indem  wir  den 
Scheitel  (S  gehen  lassen 

i.  n.  ^  III. 

von  CO  bis  f^,  Von  f^  bis  fc,  von  fc  bis  oo, 

elliptische  hyperbolische  elliptische 

Paraboloide  Paraboloide  Paraboloide. 

Bei  dieser  Einteilung  können  wir  den  Satz  aussprechen : 
Zwei  konfokale  Paraboloide  derselben  Gruppe 
haben  niemals  einen  reellen  Punkt  gemeinschaft- 
lieh. 

In  der  That,  legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  m 
der  gemeinschaftlichen  Hauptaxe  a  der  Paraboloide  eine 
Normalebene  auf  derselben,  so  wird  sie  ein  Paraboloid  der 
konfokalen  Schar  in  einem  Kegelschnitt  schneiden,  dessen 
Mittelpunkt  m  ist,  und  dessen  Hauptaxen  die  Durch schnitts- 
linien  mit  den  beiden  Hauptebenen  [afc*]  und  [ac'^']  sind.  Die 
Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  diesen  beiden  Hauptaxen 

können  wir  leicht  ermitteln  durch  die  Hauptparabeln  '^^^^l» 
und  ^aU'  '^*  nämlich  £  der  Scheitel  des  Paraboloids,  so 
sind  diese  Potenzwerte: 

4©m.®f6  und  4®m.®fc, 
und  dadurch  ist  der  ganze  Durchschuittsk egelschnitt  bestimmt; 
ist  d  ein  beliebiger  durch  den  Mittelpunkt  m  gezogener 
Durchmesser,  und  nennen  wir  (p  den  Winkel,  welchen  seine 
Richtung  mit  der  Hauptebene  [a6*]  bildet,  so  ist  die  Potenz 
der  zugehörigen  Punktinvolution  (S.  521): 

4  coa'qp         ,  BJn'qp 
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Nehmen  wir  ein  zweites  Paraboloid  aus  der  konfokalen 
Schar  mit  dem  Scheitel  (S^ ,  so  schneidet  die  in  m  errichtete 
Normalebene  einen  andern  Kegelschnitt  aas,  welcher  mit 
dem  vorigen  zusammeufallende  Hauptaxen  hat,  aber  andere 
Poteiizwerte;  derselbe  Durchmesser  di  =  d  besitzt  den  Po- 
teiizwert: 

4     C08*qp  ,  Bm*<p 


Hieraus  folgt  der  Unterschied  beider  Potenzwerte: 

.(    I  1     1  -      f   ©im-Sifft  —  ©m.ef^    1 

M  p.  -  -p^  j  « cos  9  (  er«! .  ej; ;  e  m  :eir\ 

,  f   ©,m.6ifc  —  ©m.ef^    \ 

+  «^^^  1  e.m.©j,.§m.©frr 

oder: 

Nehmen  wir  nun  zwei  elliptische  Paraboloide  derselben 
Gruppe  an,  und  sei  ©jfc  >  ®fc>  so  wird  nur  für  solche 
Lagen  von  m,  für  die  (3  m  und  (BU  gleich  gerichtet  sind, 
die  in  m  errichtete  Normalebene  beiden  Paraboloiden  be- 
gegnen können.  Für  diese  Lage  Ton  m  sind  aber  auch 
S|m,  ©fft  und  @fe,  ©,fft  und  SJc  alle  gleich  gerichtet, 
daher  kann  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  nie  ver- 
schwinden, weil  sie  eine  Summe  Yon  lauter  positiYen  (oder 
lauter  negativen)  Werten  ist;  da  also  auch  die  linke  Seite 
der  Gleichung  nicht  Null  werden  kann,  so  können  niemals 
zwei  Werte  Pd  und  P^^  auf  demselben  Durchmesser  einander 
gleich  werden;  folglich  können  zwei  konfokale  elliptische 
Paraboloide,  welche  derselben  Gruppe  angehören,  niemals 
reelle  Punkte  gemeinschaftlich  haben.  Dagegen  werden  wobl 
zwei  elliptische  Paraboloide,  die  verschiedenen  Gruppen  an- 
gehören, reelle  Punkte  gemein  haben ;  denn  hier  wird  man  m, 
wenn  die  Transversalebene  beiden  elliptischen  Paraboloiden 
gleichzeitig  begegnen  soll',  so  wählen  müssen,  dafs  es  zwi- 
schen £®,  liegt;  alsdann  werden  die  Strecken  Siin  und 
(Sf6  entgegengesetzt  gerichtet  sein,  und  ebenso  die  Strecken 
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©im  und  ®fc,  und  da  ©f^  >  ©fc,  so  werden  für  Punkte  m 
zwischen  fö  und  fc  die  Werte: 

©I  in  +  ® f*    ^^^    ©1  m  +  ®  fc 

entgegengesetzt  werden  ^  also  werden  sich  immer  Richtungen 
d  ts^  d^  ermitteln  und  durch  die  vorige  Gleichung  bestimmen 
lassen,  für  welche  Pj  und  P^^  gleichwertig  werden;  mithin 
werden  konfokale  elliptische  Paraboloide  verschiedener  Gruppen 
gemeinschaftliche  Punkte  besitzen. 

Umständlicher  wird  diese  algebraische  Diskussion  der 
vorigen  Gleichung  für  den  Fall  hyperbolischer  Paraboloide; 
allein  wir  sind  derselben  überhoben  durch  die  allgemein-gültige 
Bemerkung;  welche  auch  für  den  Fall ,  wo  die  beiden  Fokal- 
kegelschnitte  £llipse  und  Hyperbel  sind,  zu  machen  war. 

Legt  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  O  des  Raumes 
an  eine  Fläche  F^^^  den  Berührungskegel  K^^^  und  den  Kegel 
Ä^^^,  welcher  durch  einen  der  beiden  reellen  Fokalkegel- 
schnitte geht,  so  haben  diese  beiden  Kegel  nicht  allein  die- 
selben Hauptebeneu  und  Hauptaxen,  sondern  auch  in  ersteren 
dieselben  Fokalstrahlen.  Ist  insbesondere  O  ein  Punkt  der 
Fläche  i^<*^  selbst,  so  artet  der  Berührungskegel  Jl^^i  j^ 
eine  Ebene  (die  Berührungsebene)  aus  und  die  beiden  Fokal- 
strahlen  gehen  in  das  (reelle  oder  imaginäre)  Linienpaar 
über,  in  welchem  die  Berührungsebene  in  O  die  Fläche  JF'<*> 
schneidet. 

Sind  umgekehrt  die  beiden  reellen  Fokalkegelschnitte, 
in  unserem  Falle  Fokalparabeln,  und  ein  beliebiger  Punkt  O 
des  Raumes  gegeben,  so  legen  wir  von  O  aus  einen  Kegel 
Ä<*>  durch  eine  der  Fokalparabeln,  bestimmen  die  drei  Haupt- 
ebenen des  Kegels  ^^^^  und  in  jeder  derselben  die  Strahlen- 
involutionen, deren  Doppelstrahlen  Fokalstrahlen  des  Kegels 
sind;  dann  sind  bekanntlich  (S.  58)  zwei  dieser  Strahlen- 
involutionen elliptisch,  eine  hyperbolisch.  Verlangen  wir 
nun,  es  solle  durch  den  Punkt  O  ein  Paraboloid  gelegt 
werden,  welches  zu  der  Schar  konfokaler  Paraboloide  gehöre, 
die  die  gegebenen  Parabeln  zu  Fokalkegelschuitten  haben, 
so  kann  jede  der  drei  Hauptebenen  des  Kegels  Ä^^^  als  Be- 
rührungsebene in  O  eines  gesuchten  Paraboloids  gewählt 
werden;    dasselbe    ist    dann   vollständig  bestimmt  und    wird 
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folgendermafsen  gefunden:  Die  Berührungsebene  in  O  treffe 
die  a-Axe  (in  welcher  die  beiden  Brennpunkte  f^fc  li^en) 
in  dem  Punkte  &,  und  der  Fafspunkt  des  aus  SD  auf  die  a-Axe 
herabgelassenen  Perpendikels  sei  S\  dann  wird  die  Mitte  3 
zwischen  ^  und  &'  der  Scheitel  des  gesuchten  Paraboloids  sein, 
und  dieses  ist  nun  vollständig  bestimmt;  indem  wir  die  Para- 
beln in  den  beiden  Hauptebenen  kennen ,  welche  (S  zum 
gemeinschaftlichen  Scheitel ,  f«  und  f<.  zu  Brennpunkten  haben. 

Da  durch  den  Punkt  O  drei  Ebenen  gehen,  die 
drei  Hauptebenen  des  Kegels  Ä<*>,  so  giebt  es  drei  Para- 
boloide;  welche  der  Forderung  der  Aufgabe  geuQgen.  Von 
diesen  drei  Paraboloiden  kann  nur  eines  ein  hyperbolisches 
sein,  weil  von  den  drei  Strahleninvolutionen  in  den  Haupt- 
ebenen,  deren  Doppelstrahlen  die  Fokalstrahlen  des  Kegels 
^(^  sind;  nur  eine  hyperbolisch  ist  und  die  beiden  andern 
elliptisch  sind.  Die  beiden  übrigen  Paraboloide  müssen  daher 
elliptische  sein  und  verschiedenen  Gruppen  angehören ,  weil 
wir  oben  bewiesen  haben;  da(s  zwei  elliptische  Paraboloide 
derselben  Gruppe  keinen  reellen  Punkt  gemein  haben. 

Wir  haben  hierdurch  folgendes  Resultat  erlangt: 

Sind  auf  einer  Geraden,  in  welcher  sich  zwei 
zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  schneiden,  zwei 
Punkte  f»  und  fo  gegeben,  und  beschreibt  man  in 
der  einen  Ebene  eine  Parabel,  welche  f^  zum 
Scheitel  und  f^  zum  Brennpunkt,  in  der  andern 
Ebene  eine  Parabel,  welche  f^  zum  Scheitel  und 
fo  zum  Brennpunkt  hat;  so  giebt  es  eine  Schar  von 
Paraboloiden,  welche  diese  beiden  Parabeln  zu 
Fokalkegelschnitten  haben.  Diese  Schar  kon- 
fokaler  Paraboloide  zerfällt  in  drei  Gruppen:  die 
eine  derselben  besteht  aus  hyperbolischen  Para- 
boloiden, deren  Scheitel  zwischen  f^  und  f^  liegen, 
die  andere  aus  »elliptischen  Paraboloiden,  deren 
Scheitel  zwischen  found  f^  liegen  (wo  f^  der  unendlich- 
entfernte  Punkt  der  Geraden  jf^fd  sei)  und  die  dritte 
Gruppe  aus  elliptischen  Paraboloiden,  deren 
Scheitel  zwischen  f^  und  f^  liegen. 

Durch  einen  willkürlich  gewählten  Punkt  C 
im  Räume   gehen   allemal    drei   reelle  Paraboloide 


^4 
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der  konfokalen  Schar,  die  je  einer  der  drei  Gruppen 
angehören,  von  denen  alsoeines  ein  hyperbolisches, 
die  beiden  andern  elliptische  Paraboloide  der  bei- 
den verschiedenen  Gruppen  sind.    Diese  drei  Para- 
boloide durchschneiden  sich  in  dem  PunkteO  recht- 
winklig,   d.  h.    ihre   Berührungsebenen   in  O   sind 
drei  zu  einander  normale  Ebenen;  es  sind  dies  die 
drei  Hauptebenen  eines  Kegels,  welcher  YonO  aus 
durch    eine   (oder  die    andere)    der    beiden   Fokal- 
parabeln  gelegt   werden   kann.    Dieser  Kegel   hat 
ferner    in   jeder    der    drei    Hauptebenen    durch    O 
eine    Strahleninvolution,     deren     Doppelstrahlen 
die   Fokalstrahlen  des  Kegels  heiTsen;  von  diesen 
drei    Strahleninvolutionen    sind    zwei    elliptisch, 
die   dritte   ist  hyperbolisch.     Die  Doppelstrahlen 
der    hyperbolischen    Strahleninvolution    sind    die 
beiden  Erzeugenden   des   hyperbolischen   Parabo- 
loids,   welche  sich  in  D  kreuzen.     Die  elliptischen 
Strahleninvolutionen    vertreten    die     imaginären 
Linienpaare    in    den    Berührungsebeneu    der    bei- 
den   elliptischen    Paraboloide,     welche    durch    O 
gehen. 

Da  die  übrigen  Eigenschaften  der  Schar  konfokaler  Pa- 
raboloide in  unveränderter  Weise  Gültigkeit  behalten,  wie 
bei  der  früher  betrachteten  allgemeineren  Schar  konfokaler 
Flächen  JP<*>,  so  brauchen  wir  dieselben  hier  nicht  zu  wieder- 
holen. 

§  70i    Metrische  Eigenschaften  der  Krümmungslinien  der 

Flächen  2.  O.*) 

Wir  haben  gesehen,  dafs  von  einer  Schar  konfokaler 
Flächen  2.  0.,  welche  dieselben  drei  zu  einander  rechtwink- 
ligen Hauptebenen  und  in  ihnen  dieselben  Fokalkegelschnitte 
haben ,  durch  einen  beliebigen  Punkt  O  des  Raumes  allemal 


*)  Die  nachfolgenden  Eigenschaften  sind  auf  analytischem  Wege 
von  Heilermann  abgeleitet  in  dem  Aufsätze:  Über  die  Fokalpunkte 
der  Flächen  zweiten  Grades'^  Crelie'Borchardt's  Journal  f.  r.  u. 
a.  M.  Bd.  56,  S.  846  ff. 
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drei  Flachen  gehen,  nämlich  ein  EUipsoid  (0);  ein  ein- 
schaliges Hyperboloid  (I)  und  ein  zweischaliges  Hyperboloid 
(II).  Diese  drei  Flächen  durchschneiden  sich  rechtwinklig, 
d.  h.  die  drei  Berührungsebenen  derselben  im  Punkte  € 
bilden  ein  rechtwinkliges  Dreiäach  und  sind  die  drei  Haupt- 
ebenen  für  jeden  Berührungskegel ;  der  von  O  aus  an  irgend 
eine  Fläche  der  konfokalen  Schar  gelegt  werden  kann.  Für 
jede  der  drei  Flächen  (0)  (I)  (II)  selbst  degeneriert  der  Be- 
rührungskegel in  die  Berührungsebene.  Die  Durchschnitts- 
linien einer  Berührungsebene  mit  den  beiden  anderen  sind 
daher  die  Axen  der  Strahieninvolution  in  der  Berührungs- 
ebene,  welche  in  dem  Berührungspunkte  O  ihren  Mittelpunkt 
und  zu  Asymptoten  das  auf  der  Fläche  durch  O  gehende 
(reelle  oder  imaginäre)  Linienpaar  hat;  die  Schnittlinie  der 
beiden  anderen  Ebenen  ist  die  Normale  der  ersten  Berühruugs- 
ebene  im  Punkte  O. 

Betrachtet  man  nur  eine  der  drei  Flächen  (0)  (I)  (II), 
so  kann  man  den  Punkt  O  willkürlich  auf  ihr  wählen,  und 
yon  den  yorigen  drei  Ebenen  wird  eine  die  Berührungs- 
ebene; die  beiden  anderen,  welche  sich  in  der  Normale 
der  Fläche  am  Punkte  D  schneiden,  heitsen'die  Haupt- 
normalebenen  und  sind  diejenigen,  welche  durch  die 
Normale  und  die  beiden  Axen  der  eben  erwähnten  durch 
die  Fläche  selbst  bestimmten  Strahieninvolution  in  der  Be- 
rührungsebene gelegt  werden  können.  Diese  beiden  Axen 
der  Strahieninvolution  in  der  Berührungsebene  heifsen  auch 
Haupttangenten  in  dem  Punkte  O  der  Fläche. 

Die  beiden  übrigen  durch  O  gehenden  Flächen  der  kon- 
fokalen Schar  durchschneiden  nun  die  zuerst  angenommene 
Fläche  in  zwei  Raumkurven  4.  0.,  welche  man  Erümmungs- 
li  nien  der  Fläche  2.  0.  nennt,  und  deren  aus  der  allgemeinen 
Theorie  der  Krümmung  von  Flächen  entspringende  Bedeutung 
hier  nicht  näher  erörtert  werden  soll.  Für  uns  genOgt  es 
zu  wissen,  dafs  durch  jeden  beliebigen  Punkt  O  einer  Fläche 
2.  0.  zwei  Krümmungslinien  derselben  gehen,  die  sich 
rechtwinklig  durchkreuzen,  nämlich  die  Durchschnittskurven 
der  beiden  übrigen  durch  O  zu  der  gegebenen  konfokal  ge- 
legten Flächen.  Die  sämtlichen  Krümmungslinien  einer  Fläche 
2.  0.  (für  alle  Punkte  O  derselben)  bilden  also  eine  doppelte 
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Schar  yon  Raunikurven  auf  der  Fläche,  welche  sich  überall 
rechtwinklig  durchschneiden.  Die  Erümmungslinien  einer 
Fläche  2.  0.  besitzen  gewisse  metrische  Eigenschaften ,  welche 
manche  Analogie  darbieten  mit  den  bekannten  Fokaleigen- 
schaffcen  des  ebenen  Kegelschnitts.  Um  zu  diesen  zu  ge- 
langen^ schicken  wir  einige  elementar-stereometrische  Betrach- 
tungen Yoraus  und  führen  zunächst  folgende  einfache  Bezeich- 
nungen ein: 

Es  seien  t  T|  Tu  die  drei  zu  einander  rechtwinkligen 
durch  den  Punkt  O  gelegten  Ebenen,  welche  die  drei  kon- 
fokalen Flächen  der  Schar  (0)  (I)  (II) ,  die  durch  O  gehen, 
in  diesem  Punkte  berühren,  nämlich 

r    die  Berüfarungsebene  des  EUipsoids  (0)  im  Punkte  O, 

T)    ,,  „  des  einschaligen  Hyperboloids  (I)  im 

Punkte  O, 

7(1  „  „  des  zweischaligen  Hyperboloids  (II) 

im  Punkte  O. 

Die  Durchscfanittslinien  dieser  drei  Ebenen  geben  das 
Tripel  der  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen  ^  S|  5|  i : 


Ferner  sei  W  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  für  alle 

Flächen  der  konfokalen  Schar;  die  drei  gemeinsamen  Haupt- 

axen  seien  die  Strahlen: 

a  b  c , 

und  die  drei  sie  paarweise  verbindenden  Hauptebenen: 

[bc]  =  cc,     [ca]-=ß,   '[a6]  =  y. 

Wir  haben  demnach  zwei  rechtwinklige  Dreikante  und 
gleichzeitig  Dreiflache  mit  den  Mittelpunkten  O  und  Wt,  die 
in  einer  gewissen  Abhängigkeit  von  einander  stehen. 

Bezeichnen  wir  noch  die  Durchbohrungspunkte 

der  Ebene  r  durch  die  Strahlen  ab  c    mit    91  $  (S, 

abc     „      Sit»,  6,, 

abc     „      3ln»ii6n, 
SS|5,,    „      aa,  a„, 
S5,  s,,    „      bb,  b,,, 


}) 

ff 

^1 

ff 

ff 

}f 

ff 

^11 

»» 

ff 

}9 

ff 

a 

n 

ff 

ff 

ff 

ß 

ff 

ff 

ff 

ff 

y 

ff 

ff 
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endlich  die  Abstände  des  Punktes  O  von  den  Ebenen 

a    ß    y 
durch 

Pa   Pb    Pcy 

des  Punktes  W  Yon  den  Ebenen 
durch 

P     P\     P\\7 

und  verstehen  wir  zugleich  unter  den  Werten  dieser  sechs 
Strecken  diejenigen^  welche  in  entgegengesetzter  Bichtang 
zu  nehmen  sind^  wie  das  yon  dem  Punkte  auf  die  Ebene 
hinabgelassene  Perpendikel  ^  dann  lassen  sich  die  Potenzwerte 
der  den  drei  Hauptaxen  zugehörigen  Punktinvolntionen  für 
die  drei  konfokalen  Flächen  durch  O  leicht  ausdrücken. 

Da  die  Berührungsebene  x  im  Punkte  O  am  EUipsoid 
(0)  der  Hauptaxe  a  desselben  im  Punkte  %  begegnet,  so  ist 
die  Polarebene  des  Punktes  %  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid 
die  durch  D  zur  Ebene  a  parallel  gelegte  Ebene,  deren  Ab- 
stand von  ^  in  dem  bezeichneten  Bichtungssinne  pa  ist; 
folglich  wird  die  Potenz  der  Punktinvolution,  welche  der 
a- Axe  des  Ellipsoids  zugehört;  und  die  wir  mit  P«  bezeichnen 
wollen ;  den  Wert  haben: 

in  gleicher  Weise  erhalten  wir  die  übrigen  Potenzwerte  der 
PunktinYolutioneU;  nämlich: 


Pa^-fa-m^ 

Pa,=Pa-m% 

^a.,=i>.-2R3l„ 

Pö  —Pt  m^ 

Pö,-Pö  •''Sm, 

Pö,,  ■=  Pi  •  m^tt 

Pc  —JJ.  -9)16 

p,,  =  p^ .  m  6, 

p«., -p. -sueg,,. 

Diese  Werte  lassen  sich  aber  auch  noch  anders  aus- 
drücken. Da  der  Strahl  a  parallel* dem  Perpendikel  p^  ist, 
und  der  Strahl  s  parallel  dem  Perpendikel  p,  so  wird 

cos  (a,  p)  =  cos  (s,  Pa) 
sein,  woraus  folgt: 

P  Pa 

oder 

wir  hab^n  in  gleicher  Weise  die  Werte: 


§  70.  Metr.  Eigenschaften  d.  Krüromungsliiiien  d.  Flächen  2.  0.      669 


P«—l).  Oa       P«. -=j>i    Oa 


1 


A.  —  J>ii    Ob,, 

-Pcu  =Pi\  '  Oc,,, 


P^.  =Pi-Ob, 
-P..  =l>iOc, 

Zwischen  diesen  Werten  bestehen,  da  die  drei  Flächen, 
das  Ellipsoid,  das  einschalige  und  das  zweischalige  Hyper- 
boloid, konfokal  sind,  d.  h.  dieselben  Fokalkegelschnitte  in 
den  Hauptebenen  oder  dieselben  Brennpunkte  der  Haupt- 
schnitte  haben,  die  Bedingungen: 

P    -^  P   ^ss>  P     P    P      —    P 

die  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

P«  —  Pai  "=»  Pft  —  P6,  ^  P«  —  P«,  > 

Die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen  r  r,  r,, 
schneiden  aus  einer  der  drei  übrigen ,  z.  B.  der  Ebene  a^  ein 
Dreiseit  heraus,  dessen  Ecken  a  a,  a,,  sind.  In  dem  Tetraeder 
Oaa,  a,,  ist  jedes  Paar  Gegenkauten  ein  Paar  rechtwinklig 
zu  einander  gerichteter  Strahlen;  um  deli  Neigungswinkel 
zwischen  den  Ebenen  r  und  a  zu  bestimmen,  können  wir 
uns  eine  Ebene  durch  s  normal  zur  Gegenkante  |a,a,,|  gelegt 
denken;  diese  schneidet  die  Ebene  a  in  dem  Perpendikel  A, 
welches  aus  der  Ecke  a  auf  die  gegenüberliegende  Seite  |a,  a,,  | 
des  Dreiecks  a  a,  a,,  herabgelassen  wird  und  die  Ebene  r  in 
dem  Perpendikel,  welches  aus  O  auf  die  Gerade  laja,,! 
herabgelassen  wird;  das  letztere  Perpendikel  läfst  sich  so 
ausdrücken: 

und  wir  erhalten  daher: 

Andererseits  schneidet  die  Ebene  r  die  Normale  a  der  Ebene 
a  im  Punkte  %  und  wenn  wir  aus  W  das  Perpendikel  n  auf 
die  Schnittlinie  \ta\  «>  |ci,a|,{  herablassen,  so  ist: 

3r.tg(r,  a)  — 3Ä21, 
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also  haben  wir 

Das  Produkt  Oa  .  Da]  .  Da]]  ist  der  sechsfache  Inhalt  des 
Tetraeders  Daa]a]];  derselbe  ist^  wenn  wir  mit  ^/  die  Flache 
des  Dreiecks  aajtt]]  bezeichen,  auch  «=2z/.|>«,  also 

Da  .  Dtt]  .  Dtt],  =  2z/  .paj 
und,  wenn  wir  mit  h  die  aus  der  Ecke  a  auf  die  Gegenseite 
{aja])!  herabgelassene  Hohe  des  Dreiecks  aa]a|,   bezeichnen, 

so  ist: 

ajai]  .  h  «=•  2z/; 

hieraus  folgt  die  Beziehung: 

2K2l.jPa=^-Da^ 
Bezeichnen  wir  weiter  durch 

n       ST]       ST]  ] 

die  drei  Perpendikel,  welche  aus  SSR  auf  die  Seiten  des  Dreiecks 
aaiaj]  herabgelassen  werden  und  durch 

h    A|     A]  ] 

die  drei  Höhen  des  Dreiecks  aaia^;  so  folgen  aus  den  drei 
Gleichungen: 


\Pa-'m%   =  l 

•Oa» 

p.-m%  -  ;• 

•Oa,* 

1  Pa  .  3K31h   -=  "" 

•Oa* 

verschiedene   bemerkenswerte   Beziehungen;    zunächst   durch 
Multiplikation,  weil 

Da  .  Dtt]  .  Da,]  =  2J  .pa 
und  nach  bekannten  elementaren  Sätzen: 

rÄÄ,A„  =2z/2 

ist,  wo  r  den  Radius  des  dem  Dreieck  aa|a,]  umschriebenen 

Kreises  bedeutet: 

(I)  i>a  .  3ÄSI  .  m%  .  Wl%u  =  2r  .  ÄÄ]Ä,i, 

ein   Resultat,   welches   sich   auch    unabhängig   von   unserer 

Untersuchung  als  elementarer  stereometrischer  Satz  aussprechen 

läfst: 
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Wenn  drei  dareh  einen  Punkt  O  gehende  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  x  t^  r^i  aus  einer 
beliebigen  Ebene  a  ein  Dreiseit  ausschneiden, 
dessen  Ecken  aatan  seien,  und  in  einem  beliebigen 
Punkte  SDl  der  Ebene  a  auf  derselben  die  Normale 
a  errichtet  wird,  welche  von  den  Ebenen  r  ^^  r,, 
in  den  Punkten  %  3l|  %^^  getroffen  wird;  wenn 
ferner  r  der  Radius  des  dem  Dreieck  aUian  um- 
schriebenen Kreises  und  3C7t^yc^^  die  drei  aus  ^  auf 
die  Seiten  des  Dreiecks  aa,  au  herabgelassenen 
Perpendikel  sind,  pa  das  aus  O  auf  die  Ebene  a 
herabgelassene  Perpendikel  bedeutet,  so  gilt  die 
obige  Beziehung  (I): 

Zweitens  erhalten  wir  durch  Addition  der  vorigen  drei  Glei- 
chungen : 

Diese  Beziehung  läfst  eine  einfachere  Gestalt  zn,  wenn  wir 
aus  O  das  Perpendikel  Pa  =  O^  auf  die  Ebene  a  herablassen, 
dessen  Fulspunkt  ^  sei;  dann  haben  wir  nämlich: 

and  ferner  in  der  Ebene  a: 

$a«    =$^?«  +  5)ia*  —2.^m.'!Bi<i  .  cos  (|$  W] ,  |3)J  a|) 
^tti«  =  ^m*  +  3)U,«  -  2  .  ^^  .  gjU,  .  cos(|$3)J|,  l^ia.l) 
$a,«  =  ^3R»  +  ma*  -  2  .  jpajj .  aRa„.  cos(|$aJi|,  m<xu\). 

Substituieren  wir  diese  Werte  in  die  obige  Relation  und  be- 
rücksichtigen die  bekannten  elementaren  Beziehungen: 

h   ^  ht  ^  hu 


n 


m<i .  coaifmo::,  i^^|)  +  ^  ^la,  .  cos(|3Ra,!,  |3K^|) 


+  |||3)ia„  •  cos(,>I«ani,  13)1^1)  -=  0 
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«II 


T^^^^  +  ir^^^i'  +  iü 


ma* 


—  -P«*)  (vgl.  S.  556) , 


*)  Wenn  man  in  der  Ebene  ein  Dreieck  a  ai  an  nnd  einen  beliebi- 
gen Punkt  fßl  hat  und  die  Perpendikel  aus  ^  auf  die  Seiten  dee  Drei- 


Fig.  4&. 

« 
ecks  a  ai  ttii  durch  Tcn^n^u  ^^  ^^  diesen   parallelen  Höhen  durch 
hWx  bezeichnet  (Fig.  45),  wenn  man  femer  die  drei  Strahlen  imaj, 
|3)i{ai|,  |3)'2aiil  zieht,  und  \'Sk^\  die  Gegenseite  laiaul  in  4  tdfii,  so  ist: 


«1 

• 

dai 

«II 

und 

es 

folgt 

durch  Addition: 

gg 
gSn 


gd 

güR 

gd 


1  — — 

h  * 


1) 


+ 


+ 


«11 


1. 


Ziehen  wir  durch  d  eine  Parallele  |99ii|  zu  |g|^ 
Strahle  |9)'2gii|  begegne,  ao  ist 

69ii    _    i^gif         «I       g^ 

~»i  ■ 


welche  in  en  dem 


also: 


dim 


gigii 


a3^ 


«11 «  =  ^  SWgi  .  -^^ 


und  ziehen  wir  femer  durch  9  und  du  Parallele  zu  {3Rg|||  und  \^ü\ 
die  sich  in  9|  treffen,  so  wird  901  ^n  ■»  dd| ,  also 

ggi    ^    g|g    ^  «i|       gg 

2ttgn  *"   aigii   ""  ä« 
woraus  folgt: 


»11 


a^gii 


a3R 
gg 
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wo   Pai)   die  Potenz  des  Punktes  'i)i  in  Bezug  auf  den  dem 
Dreieck  aaian   umschriebeneu  Kreis  bedeutet,  so  folgt,  weil 


endlich  ist   d(9,|  =  d^  =»    i     •  *ö*  oder 

Die  drei  Seiten  des  Dreiecks  «  d|  du  haben  also  folgende  Werte: 


««,  -  ~''aRa„  • 


a. 


All        "       a9W    ' 

wenn  man  die  Seiten  des  Dreiecks,  in  bestimmtem  Sinne  herum  durch- 
laufen, auf  irgend  eine  gerade  Linie  g  projiziert,  so  ist  bekanntlich 
die  algebraische  Summe  der  Projektionen  gleich  Null,  und  da  die  Rich- 
tungen der  Seiten  |di^ii|,  Idudn  |..il  dieselben  sind,  wie  diejenigen 
der  Strahlen    ^aU  |imai|,  l'IKaiil,  so  folgt: 


2) 


^  ma  .  cos(|9Ra|,  9)  +  ^  ÜKa, .  cos  (|ÜÄa,|,  g) 


Drittens   gilt  in    dem  Dreieck  ai^au,  dessen  Grundlinie  aiaji  den 
Punkt  .  enthält,  die  bekannte  Relation: 


TOa!  +  ^-^  ■  aRa?,  =  3»8»  -  «a,  .  8a„  , 
öl  an  ttiiai 


öl  All 

also  nach  dem  Obigen: 

Wa    ^  -2       .         .  ma 


I^  aWaJ  +  ^"  awaj,  =    l'^-   3R«'^  -  öa,  .  «an  • 
Ai  '»ii  .a  I         II 


da 


und  da  -=-  =  — -- ,    also     r-  aWa    =  -■ ist,  so  folgt: 

h  a9  h  a«  ® 

h  Aj  *        Ä„         »*  da 

Denken  wir  uns  nun  um  das  Dreieck  a  üi  an  einen  Kreis  gelegt,  und 
schneidet  \^a\  denselben  zum  andern  Male  in  a',  so  ist  die  Potenz 
des  Punktes  d  in  ßezug  auf  den  umschriebenen  Kreis: 

da] .  dttii  ^  ia  '  9Ci  f 
folglich : 

-^a>ia'+.^*-  awa?  +  "l^awa?. aRa  .  awa', 

d.  h.  gleich  der  negativen  Potenz  des  Punktes  3^  in  Bezug  auf  den 
dem  Dreieck  a  ai  an  umschriebenen  Kreis,  also 

SoHBöTSB,  Theor.  d.  Oberfl.  S.  Ordn.  43 
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ist,  die  zweite  Beziehung: 

(II)  Pa(3)i9l  +  ^t2l,+^9l„)  =  Oa)t^~  Pa», 

welche  sich  als  elementarer  stereometrischer  Satz  so  aas- 
sprechen läfst: 

Wenn  drei  durch  einen  Punkt  O  gehende  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  r  T^  r,,  aus  einer 
beliebigen  Ebene  a  ein  Dreiseit  ausschneiden, 
dessen  Ecken.aaian  seien^  und  in  einem  beliebigen 
Punkte  3)1  der  Ebene  a  auf  derselben  die  Normale 
a  errichtet  wird,  welche  von  den  Ebenen  tt,t,|  in 
den  Punkten  91  91,  9t, i  getroffen  wird;  wenn  ferner 
P<02  die  Potenz  des  Punktes  SSSl  in  Bezug  auf  den  dem 
Dreieck  aa^at,  umschriebenen  Kreis  und  pa  das  aus 
O  auf  die  Ebene  a  herabgelassene  Perpendikel  be- 
deutet, so  gilt  die  obige  Beziehung  (II): 

Pa  (3)^91  +  TO9t,  +  ^91,,)  =  £)WV  —  P». 

Von  den  mannigfachen  metrischen  Beziehungen,  welche  sich 
aus  dem  Obigen  ergeben,  wollen  wir  nur  noch  folgende 
hervorheben : 

Aus  den  Gleichungen: 


Pa.a«9tH=^Oa,f 

folgt  durch  Addition,  weil    x  +  "T^  +  t^  ^  I   ist,    nach 
dem  Obigen  (S.  669): 

Oa    ^   Oai   ~   Oa„  ' 

eine  Beziehung ,  welche  sich  ebenfalls  leicht  in  Worte  kleiden 
läfst: 

Wenn  drei  durch  einen  Punkt  O  gehende  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  r  t,  Ti,  aus  einer 
beliebigenEbene  a  ein  Dreiseit  ausschneiden,dessen 
Ecken  aa,a]i  seien,  und  aus  einem  beliebigen  Punkte 
Wt    der   Ebene    a   auf   die    drei   Ebenen    t  tt,  r„  di^ 
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Perpendikel  pPiP^i  herabgelassen  werden,  deren 
Strecken  in  entgegengesetztem  Richtungsinne  ge- 
nommen werden,  so  gilt  die  Beziehung: 


Pt 


+  -^^  + 


Ooi 


=  1 


(welche  bekanntlich  in   der  analytischen  Geometrie  die  Glei- 
chung der  £bene  im  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  liefert). 
Bemerken   wir  ferner,   dafs  das  aus  ^l  auf  die  Ebene  r 
herabgelassene  Perpendikel  p  sich  so  ausdrücken  läfst: 

p  -=  "iDiStt  •  cos  (j),  a) 

p^m^  .  cos  {p,b) 

p  =  ^16  •  cos  (p,  c), 

und   dafs  bekanntlich  wegen  der  Rechtwinkligkeit   der  drei 
Strahlen  ab  c  unter  einander 

cos^  (l>,  fl)  +  cos*  (p,  6)  +  cos*  (p,  c)  =  l 
ist  (S.  383),  so  folgt: 


1 


2»  31' 
t 


1 


+ 
+ 
+ 


1 


1 


1 


1_ 


+ 

+ 


1 


1 
1 


9R(5,«, 


1 
1 


und  analog 


In  gleicher  Weise  gelten  die  Beziehungen: 


_i_ 

1 

Ob« 

1 

Oc« 


+ 
+ 


+ 


Oa,« 

_1_ 

Ob,'" 


+  7^  = 


---    + 


OaA 
1 

1 

Oc,' 


i'i 


1 


1 

p! 


Wir  kehren  nach  diesen  vorbereitenden  Ermittelungen  zu 
der  Betrachtung  der  drei  in  D  sich  durchkreuzenden  kon- 
fokalen Flächen  zurück,  welche  die  drei  in  ^  sich  durch- 
kreuzenden Strahlen  a  b  c  zw  Hauptaxen  und  die  drei  sie 
paarweise  verbindenden  Ebenen  a  ß  y  zu  Hauptebenen  haben. 
Alle  Flächen  der  konfokalen  Schar  haben  in  den  drei  Uaupt- 
ebenen  dieselben  Fokalkegelschnitte ;  diese  haben  ebenfalls  ^ 
zum  Mittelpunkt  und  zu  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf 
ihren  Hauptaxen,  wie  wir  früher  gefunden  haben,  die  Werte: 

43* 
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y  =  [ö6]-Ebene: 
a-Axe:  P«  —  Pc 
6-Axe:     P^  —  P^, 


a  =  [6c]-Ebene: 
6-Axe:     P^  —  Pa 


|3  =  [ca]- Ebene: 
c-Axe:  Pe  —  Pb 
a- Axe :     P«  —  P* 


welche   Werte  ungeändert  bleiben,    wenn   wir  an  Stelle  von 

PaPöPc  setzen  P«.P6.Pc.  oder  Pa,,Pb,,Pc,.. 

Wir  haben  aber  auch  früher  gesehen,  dafs  die  drei  Be- 
rührungsebenen r  r,  r,i  im  Punkte  O  an  den  drei  kon- 
fokalen Flächen  auf  der  Hauptebene  a  ein  Dreieck  aa,  a,, 
ausschneiden,  welches  ein  Polardreieck  sein  mufs  für  den  in 
der  Ebene  a  enthaltenen  (reellen  oder  imaginären)  Fokal- 
kegelsehnitt.  Durch  ein  Polardreieck  aaian  und  den  Mittel- 
punkt ^l  ist  ein  ebenes  Polarsystem  vollständig  bestimmt, 
und  wir  kennen  (Th.  d.  K.  S.  219)  von  den  Potenzwerten 
der  Punktiuvolutionen  auf  den  Hauptaxen 

die  Summe     =  Pgjj 
und  das  Produkt    =  2r3r3r,3r,,, 

wo  P^  die  Potenz  des  Punktes  ^l  in  Bezug  auf  den  dem 
Polardreieck  aa|a]|  umschriebenen  Kreis,  dessen  Radius  r 
ist,  und  nn^n^y  die  drei  Perpendikel  aus  ^\  auf  die  Seiten 
des  Polardreiecks  aa|a,|  bedeuten. 

Benutzen  wir  also  diese  bekannten  Beziehungen,  so  ge- 
stalten sich  die  oben  gefundenen  Resultate  (I)  und  (II)  folgen- 
dermafsen : 

(F)  Pa  .  9Ä51  .  TO21,  .  W?l„  =  {Pb-Pa)  (Pc  — P«) 

(11')  |>a{W2t+2R2l,+?Di2lM}=OTO'-(P6-P«)-(Pc-P.). 

Betrachten  wir  von  diesen  beiden  Resultaten  zunächst  das 
erste  und  seine  beiden  analogen^  so  können  wir  sie,  darch 
Potenzwerte  ausgedrückt,  so  schreiben: 


(III) 


Pa  •  Pa^  '  Pan  =  Pa  {Pb  —  Pa)  {Pc  —  Pa) 
P,  .  P,.  .  P»„  =  pl  (Pe  -  P»)  {Pa  -  P*) 
Pc   .  Pc,  .    Pc,,  ^pliPa-  Pc)  {P,>-Pc)\ 


wenn  wir  aber  die  Potenzwerte  durch  die  auf  S.  668  u.  669  ge- 
fundenen Ausdrücke  ersetzen,  so  erhalten  wir  die  Beziehungen = 
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ipa  .  ':äl%  .  TO9li  .  m%i,  =i>'^ .  ab  .  ac 
(III')  p,  .  ^2) .  ^3)i3)i  .  ^JJt»M  =jp^ .  bc .  ba 

U.  .  TO6  .  ^iC,  .  ^Di6„  =1?' .  ca  .  cb. 

Die  erste  dieser  drei  Gleichungen  läfst  sich  so  schreiben: 

3K5l7ab.oc  ~""3Sm*' 

gestalten  wir  in  ähnlicher  Weise  die  beiden  andern  Glei- 
chungen um^  addieren  alle  drei  und  bemerken,  dais 

ist^  so  erhalten  wir^  wenn  wir  links  die  Multiplikation  aus- 
führen und  die  obigen  Beziehungen  benutzen: 

•^  \  ah .  ac    ^^   bc.ba     "^    ca.cb) 

+P.t2l3l,+  3l3l,.)[^-,^^^  +  ,^-\-^-  +  --S-,-j 

~*^«*  p  JOa.ab.ac   ^   Ob.bc.ba     '     Occa.cbJ 

Nun  liegen  aber  die  vier  Punkte  O  a  b  c  auf  einer  Geraden 
s,  und  es  gelten  für  vier  beliebige  Punkte  O  a  b  c  einer  Ge- 
raden die  identischen  Beziehuugen: 

Oa        ,        Dh       ,    _0c Q 


ab  .  ac     '     bc .  ba     '     ca  .  cb 

_!_  +  __  JL_.  +__L__o 

ab  .  ac     '     6c .  ba     '     ca . cb 


j ' I ^1    _    _        _  »  _  _  «v 


Oa.ab.ac     '     Ob.bc.ba     '     Oc. ca.cb  Oa.Ob.Oc 


*)  Die  beiden  ersten  identischen  Relationen  sind  in  Th.  d.  K.  (S.  4 
und  5)  angegel^en ;  die  letztere  folgt  aus  der  dort  abgeleiteten  Relation  : 

Oa«        .        Ob«        ,        Oc« 

-T  'trr'^z    "T-   — T — -7-  =  *  » 


ab.ac  bc.ba  ca.cb 

wenn*  wir  die  beiden  Beziehungen  — r  =  1  +  — 7    u*id  —  =  l  H 

'^       ah  ab  ac  ac 

mit  einander  multiplizieren,  die  beiden  analogen  hinzufügen  und  ad- 
dieren: Ob.Oc      ,     .Oc.Oa_    ,       Oa.Ob 

ab.ac  bc.ba  ca.cb 

Vab       ac/  \bc       ba/  ^ca        cb/ 
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demgemäfs  erhalten  wir  die  Beziehungen: 

1p    .Oa    .Ob    .De    =pl.%%    .3t?lM   und  ebenso 
p,  .  Oai  .  Obi  .  Oc,  =1)«.  9t,3tn  .  5l,^Ä 

oder,   wenn  wir  wiederum   die   Potenzwerte   der  Punktinvo- 
lutionen  zurücksubstituieren : 

Pa     .    Pö     .Pc     =P'   (Pa    -PaJ  {Pa    -Po..) 

(IV)  -     Pa.    .  P..    .   Pc,    =  pl    (Pa.  -Pa..)  (Pa.  -  Pa  ) 

V  Pa.i   .  Pb..  •   Pcu  =  Pll  (Pan Pa  )  {Pa..  —  Pa.)  » 

Betrachten    wir    an   zweiter   Stella   die   Beziehung   (II'),   so 
können  wir  dieselbe  und  ihre  beiden  analogen  also  schreiben: 

Pa  +  Pa.  +  P«„=  03R'  +  iPa-Pö)  +  (Pa^Pc) 

(V)  P,  +  A  +   Pön=  O^'    +  (Pö-Pc)    +  (Pö-Pa) 
P,  +   Po,   +  Pc..=  ^W   +  (Po  -Pa)  +  (Pc-P*); 

aus  der  ersten  derselben  folgt: 

Pa.  +  Paa  =  2)lO'^  +  Pa  -  Pö  ^  Pc  . 

also 

P«  +  P,  +  Po-  mO^  +  {Pa-  Pa.)  +  (Pa-PJ 

woraus  die  drei  den  vorigen  (V)  entsprechenden  Beziehungen 
hervorgehen: 

jPa     +  P,     +  Po=5RO^+(Pa    -   Pa.)    +  {Pa    ~  P J 

(VI)  Pa.  +  Pö.   +  Pc.  =  mS:)''  +  {Pa.  -   Pa..)    +  {Pa.  -  Pa) 
Ip.u+  P6u+Pc„=9KO^+(Pa,.  -  Pa)      +  (P...-  PJ- 

Die  Beziehungen  (III)  (IV)  (V)  (VI)  lassen  eine  gewisse 
Reziprozität  erkennen,  wonach  die  Ebenen  r  r,  r|,  mit  den 
Ebenen  ol  ß  y  vertausch  bar  sind,  und  die  sich  in  folgendem 
Satze  aussprechen  läfst: 

Wenn  drei  durch  einen  Punkt  O  gehende  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  x  x^  r,,  aus  einer 
beliebigen  Ebene  a  ein  Dreiseit  ausschneiden, 
dessen  Ecken  aaian  seien,  und  in  einem  beliebigen 
Punkte  3)t  der  Ebene  a  auf  derselben  die  Normale 
a  errichtet   wird;  wenn  man  ferner  in  der  Ebene  a 
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den  Punkt  ^  als  den  Mittelpunkt  und  das  Dreieck 
a  ai  an  als  ein  Polardreieck  eines  ebenen  Polar- 
systems  auffafst^  welches  dadurch  gerade  bestimmt 
wird,  und  dessen  Axen  durch  den  Mittelpunkt  W 
die  Geraden  b  und  c  seien,  dann  werden  die  drei 
Ebenen: 

[bc]  =  a     [ca]  =  ß     [ab]  =  y 

zu  den  drei  ursprünglichen  Ebenen  r  Tj  r,|  eine 
solche  eigentümliche  Lage  haben,  dafs  von  diesen 
sechs  Ebenen  jede  durch  die  fünf  übrigen  in  einem 
Paar  Hauptaxen  und  einem  Polardreiseit  eines 
ebenen  Polarsystems  durchschnitten  wird. 

Die  in  dem  Vorstehenden  abgeleiteten  metrischen  Be- 
ziehungen, deren  Anzahl  sich  noch  vermehren  läfst;  gestatten 
eine  mehrseitige  geometrische  Interpretation,  die  zu  Eigen- 
schaften der  Erümmungslinien  der  Flächen  2.  0.  führt. 

Betrachten  wir  z.  ß.  die  Beziehung  (F)  und  dividieren 
dieselbe  durch  pa  .  'ÜJi^l  =  Pa,  so  folgt: 

Halten  wir  jetzt  das  Ellipsoid,  für  welches  P«  P*  P' 
die  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  den  drei  Hauptaxen 
sind,  fest  und  verändern  den  Punkt  O  willkürlich  auf  dem 
Ellipsoid,  so  ändern  sich  die  jedesmaligen  beiden  Haupt- 
normalebenen Tj  Tu  (8.666)  des  Punktes  £),  also  mit  ihnen 
auch  die  Hchuittpunkte  derselben  mit  der  a-Axe,  aber  das 
Rechteck  ^m,  .  m%n  bleibt  konstant;  folglich  sind  31,  und 
91,,  Punktepaare  einer  Punktinvolution  auf  der  a-Axe,  deren 
Mittelpunkt  ^t  ist,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Wenu  man  in  jedem  Punkte  eines  EUipsoids 
(einer  Mittelpunktsfläche  2.  0.)  die  beiden  Haupt- 
normalebenen konstruiert,  so  treffen  dieselben 
jede  der  drei  Hauptaxen  in  Punktepaaren  einer 
Punktinvolution.  deren  Mittelpunkt  der  Mittel- 
punkt des  EUipsoids  ist. 

Dasselbe  gilt  in  gleicher  Weise  für  das  einschalige  und 
zweischalige  Hyperboloid,  wie  wir  sofort  erkennen,  wenn  wir 
die  vorige  Beziehung  so  schreiben: 
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/p    —  p  WP    —  P  \ 

m%.yR%u  =  ---- — '-^— — -- 

und  * 

Diese  Deuen  Punktinvolutionen  auf  den  drei  Hauptaxen 
der  Fläche  2.  0.  werden  hyperbolisch  oder  elliptisch  sein, 
je  nachdem  ihre  Potenzen  pqjitive  oder  negative  Werte  haben; 
es  besteht  aber  eine  Beziehung  zwischen  solchen  drei  Potenz- 
werten, aus  welcher  wir  sofort  einen  Schlufs  auf  ihren  hyper- 
bolischen oder  elliptischen  Charakter  ziehen  können.  Ersetzen 
wir  nämlich  die  Werte  Pa,  Pb,  i*o  durch  die  ihnen  gleichen 
|).Oa,  p.Ob,  Jp.Oc,  so  folgt  nach  (IIF): 

1       ^  J_ Oa 

aR3li.3Ji?(|,  p    '   ab.  ac 

l      =  1   .  _P^_ 

1_ ^  J_     _0c 

3Jie,  .^n^n  p    '     ca.  cb    ' 

und  vermöge  der  obigen  Identität: 

Oa        ,        Ob        ,        Oc  n 


ab . ac     '     bc . ba     '     ca  .  cb 
ergiebt  sich: 

Hieraus  folgt,  dafs  die  drei  Potenzwerte  der  neuen  Ponkt- 
involutionen  auf  den  drei  Hauptaxen  weder  alle  drei  hyper- 
bolisch, noch  alle  drei  elliptisch,  sondern  notwendig  ent- 
weder zwei  hyperbolisch  und  eine  elliptisch,  oder  zwei  elliptisch 
und  eine  hyperbolisch  sein  müssen.  Dies  gilt  sowohl  für 
das  Ellipsoid,  als  auch  für  das  ein-  und  zweischalige  Hyper- 
boloid; welcher  von  den  beiden  übrigbleibenden  Fällen  nun 
aber  wirklich  bei  jeder  dieser  drei  Flächen  eintritt,  können 
wir  geradezu  ermitteln  aus  den  Potenzen  der  den  Flächen 
selbst  zugehörigen  Involutionen  auf  den  Hauptaxen. 
1)  Für  das  Ellipsoid  haben  wir: 

Pa  >  0,   Pö>  0,   Pe>0  und  nehmen  an   Pa>  Pf,>  Pc. 

dann   werden  die  Werte  der  Potenzen  der  neuen  Punktinvo- 
lutionen : 
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auf  der  a-Axe :  ^—"'^ß.'Zf") 
positiv^  also  die  Involution  hyperbolisch; 

auf  der  6-Axe:  -^±- E^^tZZ^^L 
negativ,  also  die  Involution  elliptisch, 

aut  der  c-Axe:  ~ p 

-*  c 

positiv,  also  die  Involution  hyperbolisch. 

Auf  der  gröisten  und  kleinsten  Axe  des  EUipsoids  sind 
daher  die  neuen  Punktinvolutionen  hyperbolisch,  auf  der 
mittleren  elliptisch. 

2)  Für  das  einschalige  Hyperboloid  haben  wir: 
Pa,  >  0,  Fö,  >  0,  Pc,  <  0  und  nehmen  an  P«.  >  Pt, , 

dann  werden  die  Werte  der  Potenzen  der  neuen  Punktinvo- 
lutiouen : 

auf  der  a,-Axe:    ^^''  "^«iy^"^-^ 
positiv,  also  die  Involution  hyperbolisch, 

auf  der  6,.Axe:  A^^^lH-^'-^J?«'  "-^*'1 
negativ,  also  die  Involution  elliptisch, 

auf  der  c,-Axe:  ^'-^^^hH^'A 

negativ,  also  die  Involution  elliptisch. 

Auf  der  gröfseren  der  beiden  reellen  Hauptaxen  des  ein- 
schaligen Hyperboloids  sind  daher  die  neuen  Punktinvolu- 
tionen hyperbolisch,  auf  den  beiden  andern  Hauptaxen  ellip- 
tisch. 

3)  Für  das  zweischalige  Hyperboloid  haben  wir: 
JPa..>0,  P6„<0,  Pca<0  und  nehmen  an  {-PöJ<{-PcJ, 

dann  werden  die  Werte  der  Potenzen  der  neuen  Punktinvo- 
lutionen : 

auf  der  a„-Axe:  S-^—^S^^-^^"-l 

«11 

positiv,   also  die  Involution  hyperbolisch, 
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auf  der  6,i-Axe:  &zZhi){F^-i:Ihl 
positiv,  also  die  Involution  hyperbolisch, 

.  auf  der  Cj^Axe:  X^«»  "^^»H^^a^-^^»^ 

negativ,  also  die  Involution  elliptisch. 

Auf  der  reellen  Hauptaxe  und  auf  derjenigen  der  beiden 
imaginären  Hauptaxeu,  deren  absoluter  Potenzwert  der  klei- 
nere ist,  sind  daher  die  neuen  Punktinvolutionen  hyperbo- 
lisch, auf  der  dritten  elliptisch. 

Wir  nennen  die  Asymptotenpunkte  (Doppelpunkte)  der 
neuen  Punktinvolutionen,  mögen  dieselben  hyperbolisch  oder 
elliptisch  sein,  die  Fokalpunkte  der  Fläche  2.  0.,  und 
haben  demnach  folgendes  Ergebnis: 

Sowohl  das  Ellipsoid,  als  auch  das  zweischa- 
lige  Hyperboloid  haben  vier  reelle  und  zwei  ima- 
ginäre, das  einschalige  Hyperboloid  zwei  reelle 
und  vier  imaginäre  Fokalpunkte  auf  den  Haupt- 
axen. 

Die  reellen  Fokalpuukte  bei  den  nicht-geradlinigen  Flä- 
chen 2.  0.  lassen  eine  sehr  einfache  Konstruktion  zu,  wenn 
wir  Folgendes  bemerken: 

Die  Berührungsebene  in  einem  Punkte  einer  Fläche 
2.  0.  enthält,  wie  wir  wissen,  immer  eine  Strahleninvolution, 
deren  Mittelpunkt  der  Berührungspunkt  ist,  und  deren  Doppel- 
strahlen das  (reelle  oder  imaginäre)  Linienpaar  bildet,  in 
welchem  die  Berührungsebene  die  Fläche  schneidet;  die  immer 
reellen  Hauptaxen  dieser  Strahleninvolution  sind  die  Haupt- 
tangenten in  dem  Berührungspunkte,  und  die  durch  dieselben 
und  die  Normale  der  Fläche  gelegten  Ebenen  die  Haupt- 
normalebenen.  Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  also 
im  allgemeinen  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Hauptnormal- 
ebenen.  Es  giebt  aber  besondere  Punkte  bei  den  nicht  gerad- 
linigen Flächen  2.  0.,  die  wir  Kreispunkte  genannt  haben« 
für  welche  die  vorige  Strahleninvolution  eine  orthogo- 
nale wird;  ein  Kreispunkt  hat  also  nicht  blo&'ein  einziges 
Paar  Hauptnormalebenen,  sondern  unendlich -viele  Paare, 
welche  eine  orthogonale  Ebeneninvolution  bilden,  deren  Axe 
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die  Normale  der  Fläche  im  Kreispuokte  ist.  Die  vier  Kreis- 
puDkte  einer  Flache  2.  0.  liegen,  wie  wir  wissen,  in  einer 
der  drei  Hauptebenen,  iu  welcher  mithin  auch  ihre  Normalen 
liegen;  da  nun  jedes  Paar  Hauptnormalebenen  die  drei  Haupt- 
axen  der  Fläche  in  einem  Paar  konjugierter  Punkte  der 
neuen  Punktinvolution  schneiden,  so  ergiebt  sich  folgendes 
Resultat : 

Die  Normalen  in  den  Ereispunkten  einer 
Fläche  2.  0.  bilden  ein  Parallelogramm,  dessen 
Ecken  die  rellen  Fokalpunkte  der  Fläche  sind. 
Die  orthogonale  Ebeneninvolution;  welche  durch 
die  Normale  eines  Kreispunktes  als  Axe  gelegt 
werden  kann,  schneidet  auf  derjenigen  (dritten) 
Hauptaxe  der  Fläche  2.  0.,  welche  von  dieser  Nor- 
male nicht  getroffen  wird,  eine  elliptische  Punkt- 
involution aus,  welche  die  beiden  übrigen  imagi- 
nären Fokalpunkte  der  Fläche  vertritt. 

Nehmen  wir  nun  irgend  ein  Paar  reeller  Fokalpunkte 
einer  der  drei  Flächen  heraus,  z.  B.  für  das  Ellipsoid  die 
reellen  Fokalpunkte  auf  der  a-Axe: 

\a      und    fa, 

d.  h.  die  Asymptotenpunkte  der  hyperbolischen  Punktinvo- 
lution auf  der  a-Axe,  deren  Potenz  den  Wert  hat: 

a 

so  geben  die  oben  gefundenen  Beziehungen  (IV)  u.  a.  fol- 
gende Gleichung: 

P..  .  P,.  .  P«.  =  pI  (P,.  -   P„.,)  (P«,  -  P„); 

aus  dieser  folgt: 


P  P     —P 


-  » 


oder  nach  den  früher  ermittelten  Ausdrücken  der  Potenzwerte : 


Es  ist  aber: 


Pa,  -  Pa 
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P 

Öai"  ~  ®^"  ^^1 '  "^  ""  ^^^  (^> '  ^^ 
und 

also  erhalten  wir: 

(W3lJ  -  9Rf* ) .  cos'  («,  r.)  =  ^^^ ; 

die  linke  Seite  zerfallt  aber  in  das  Produkt: 

oder 

oder 

fa3t,  .\a%  co8»(a,r,), 

also  wird  die  letzte  Gleichung: 

fa2l,  .  cos  (a,  r,)  .  f;2l,  .  cos  (a,  r,)  =  p *'^  p   • 

Ol  a 

Links  steht  das  Produkt  der  Perpendikel  aus  den  Fokal- 
punkten fa  und  \a  siuf  die  Hauptnormalebene  r, ;  verändern 
wir  dieselben  entlang  derjenigen  Erümmungsliuiei  in  wel- 
cher das  EUipsoid  von  dem  konfokalen  einschaligen  Hjper- 

P   .  P 
boloid  durchschnitten  wird,  so  bleibt  die  rechte  Seite  p^z^p 

der  vorigen  Gleichung  von  konstantem  Werte,  also  gilt  der 
Satz: 

Das  Produkt  .der  Abstände  einer  Hauptnormal- 
ebene  von  zwei  Fokalpunkten  auf  einer  Hauptaxe 
einer  Fläche  2.  0.  bleibt  von  unverändertem  Werte, 
wenn  diese  Ebene  sich  längs  einer  Krümmungs- 
linie  der  Fläche  fortbewegt. 

Wir  haben  dieses  Resultat  gleich  in  seiner  Allgemeiu- 
heit  ausgesprochen,  weil  es  sich  in  ganz  gleicher  Weise  für 
ein  anderes  Paar  Fokalpuukte,  eine  andere  KrümmungsUnie 
und  eine  der  beiden  andern  kon  fokalen  Flächen  ableiten  läfhi. 
Seine  Analogie  mit  bekannten  Eigenschaften  des  Kegelschnitte 
springt  in  die  Augen. 

Da  die  reellen  Fokalpunkte  bei  den  beiden  nicht -gerad- 
linigen Flächen  2.  0.  die  Durchschnittspunkte  der  Normalen 
in  den  Kreispunkten  der  Fläche  sind,  so  lassen  sich  leicht 
die  Abstände  der  Fokalpunkte  von  den  Kreispunkten  ermitteln. 
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Sei  z.  B.  l  ein  Kreispunkt  des  Ellipsoids^  gelegen   auf  der 

Hauptellipse  (|:^\  und  schneidet  die  Normale  des  Kreispunktes 

f  die  beiden  Hauptaxen  a  und  c  in  den  Fokalpunkten  fa  und 
fc,  so  gilt  die  Beziehung  (Th.  d.  K.  S.  172): 

(f  P  ff        P  —  P 

^'^  "       also  -^^^^  =  — "-^-^: 


aus  den  Werten: 

ergiebt  sich  aber  wegen  des  rechtwinkligen  Dreiecks  fa^^fc^ 

f.fc  =  - -p~p^'^-   { Pc  (-P«   -  -P*)  +  -P«  (P»  -  Po)  ) 


and  daher: 


PaPc 


P* 


ff! 


^»•^c 


gf2   -Pg  •  -^6 


Die  Entfernuugen  der  Kreispunkte  von  den  Fokalpunkten 
des  Ellipsoids  erscheinen  hiernach  als  die  vierten  Proportio- 
nalen aus  den  Werten  der  drei  Hauptaxen;  in  gleicher  Weise 
ermitteln  wir  diese  Abstände  für  das  zweischalige  Hyper- 
boloid, wo  unserer  obigen  Annahme  gemäfs  die  Kreispunkte 
f,,  und  die  reellen  Fokalpunkte  ^„^  und  fa,^,  f*,,  und  fi,^  in 
der  [a,|i)|i]-Ebene  gelegen  sind,  nämlich: 


P    P 


r2 


'llU,   — 


«II 
P      P 


6.1 


Beim  einschaligen  Hyperboloid  haben  wir  nur  ein  Paar 
reeller  Fokalpunkte  f«,  und  f«,  auf  der  a,-Axe;  Kreispunkte 
existieren  hier  nicht;  wohl  aber  können  wir  auch  hier  die 
analoge  Grofse  bilden: 


6,  C| 


welche  negativ  wird. 


ai 
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In  der  folgenden  Betrachtung  treten  gewisse  Kugeln  auf^ 
die  wir  hier  schon  einführen  wollen.  Nehmen  wir  nämlich 
beim  Ellipsoid  die  Fokalpunkte  fa  und  fa  als  Mittelpunkte 
zweier  Kugeln,  deren  Radien  den  Wert  f^f  haben,  so  sollen 
diese  Fokalkugeln  heifsen;  ein  zweites  Paar  Fokal- 
kugeln erhalten  wir,  indem  wir  die  Fokalpunkte  fc  und  f^  zu 
Mittelpunkten  zweier  Kugeln  mit  dem  Radius  fcf  machen. 
Wir  erhalten  also  vier  Fokalkugeln,  und  jede  dersel- 
ben berührt  das  Ellipsoid  in  zwei  symmetrisch 
liegenden  Kreispunkten.  Wir  wollen  die  ersteren  beiden 
die  inneren,  die  letzteren  die  äufseren  Fokalkugeln  nennen 
und  werden  sogleich  erkennen,  dafs  jene  ganz  innerhalb  des 
EUipsoids  liegen,  diese  das  Ellipsoid  ganz  einschliefaen.  Das 
Paar  der  inneren  Fokalkugeln  berührt  das  Paar  der  äu&eren 
Fokalkugeln  innerlich. 

In  gleicher  Weise  erhalten  wir  beim  zweischaligen  Hyper- 
boloid zwei  innere  und  zwei  aufsere  Fokalkugeln,  die  paar- 
weise das  Hyperboloid  in  zwei  symmetrisch  liegenden  Kreis- 
punkten berühren  und  selbst  in  diesen  Punkten  einander 
äufserlich  berühren. 

Beim  einschaligen  Hyperboloid  können  die  beiden  reellea 
Fokalpunkte  f^,  und  ^,  als  Mittelpunkte  zweier  imaginären 
Fokalkugeln  betrachtet  werden,  für  die  das  Quadrat  des  Radius 

P    .  P 
den   negativen  Wert  hat  — ^ — —  •     Wir    können   uns  diese 

imaginären  Fokalkugeln  durch  reelle  räumliche  Polarsysteme 
vertreten  denken,   die  elliptischen  Charakters  sind. 

Nehmen  wir  nun,  um  von  einem  bestimmten  Falle  aas- 
zugehen, das  Ellipsoid  und  die  innere  Fokalkugel  desselben 
mit  dem  Mittelpunkt  fa,  so  läfst  sich  die  Potenz  eines  be- 
liebigen Eliipsoidpunktes  O  in  Bezug  auf  diese  Kugel  er- 
mitteln.    Wir  haben  nämlich  zunächst: 

Off  =-0?W^  +  9)ifa  -2.0g».3)}fa.cos(|0«?|,  \mu\)f 

und  wir  kennen  aus  den  Relationen  (V)  den  Wert: 

OW  =  Pa.  +  Pa,,  -f  P6  +  Pc  ~  P«  , 

ferner 
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endlich 

03R  .  cos (|0>ÖI|,  \mU\)  =  ±Pa  , 

d.  h.  gleich  dem  Abstände  des  Punktes  D  von  der  Haupt- 
ebene [bc]f  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Punkt  O 
mit  dem  Punkte  f^  auf  derselben  oder  auf  verschiedenen 
Seiten  der  Ebene  [bc]  liegt;  nach  (III)  ist  aber  der  abso- 
lute Wert: 

folglich  erhalten  wir: 


p  1^  •*  öi  T^  *  öi»     i^  **  r   •*•  Ui  -^  «11  j 


a 


PöPc 


und  da  —p —  das  Quadrat  des  Radius  der  inneren  Fokalkugel 

a 

ist;  deren  Radius  ffa  ist,  so  folgt: 

Der  Wert  (Ofa  —  ff*)  ist  aber  die  Potenz  des  Bllipsoidpunktes 
O  in  Bezug  auf  die  betrachtete  innere  Pokalkugel,  und  zwar 
ist  diese  Potenz   positiv,   denn  die  Werte  P«,   und  P^,,  sind 

wesentlich  positiv,  also  (D  f J  —  f  f«)  das  Quadrat  einer  reellen 
Gröfse,  mithin  positiv.  Der  Punkt  C  Hegt  daher  notwendig 
aufserhalb  der  Fokalkugel,  oder,  wie  oben  behauptet  wurde, 
die  betrachtete  Fokalkugel  ist  eine  innere,  d.  h.  liegt  ganz 
im  Innern  des  Ellipsoids. 

Nennen  wir  die  Tangente  aus  D  an  die  innere  Fokal- 
kugel einen  Fokalstrahl  tay  so  nimmt  das  vorige  Resultat 
die  einfache  Gestalt  an: 

<«   =  l/Pa,   +   fPa,„ 

d.  h.:  Die  aus  einem  beliebigen  Punkte  D  des  El- 
lipsoids an  eine  innere  Fokalkugel  desselben  ge- 
zogene Tangente  (der  Fokalstrahl  eines  Ellipsoid- 
punktes)  ist  gleich  der  Summe  oder  Differenz  der 
Halbaxen  der  beiden  durch  den  Punkt-O  mit  dem 
Ellipsoid  konfokal  gelegten  Hyperboloide,  näm- 
lich derjenigen  Halbaxen,  deren  Richtung  zusam- 
menfällt mit  der  Richtung  der  Halbaxe  des  Ellip- 
soids, welche  den  Mittelpunkt  (fa)  der  Fokalkugel 
enthält,    und   es   gilt   die  Differenz   oder   die   Summe,  je 


{: 


G8d       §  70.  Metr.  Eigenscbaften  d.  KrummuQgslinien  d.  Fluchen  2. 0. 

nachdem  der  Punkt  O  und  der  Fokalpunkt  \a  auf  derselben 
oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Hauptebeue  [6  c]  =  «  li^en. 
Nehmen  wir  daher  die  zweite  innere  Fokalkugel  des 
Ellipsoids  hinzu,  deren  Mittelpunkt  fa  ist,  so  folgt,  da  f« 
und  f^  durch  die  Ebene  [6c]  getrennt  werden,  der  Fokal- 
strahl aus  D  an  die  andere  innere  Fokalkugel: 

und  hieraus  ergiebt  sich: 

ta-ta^2yP~. 

Verändern  wir  nun  den  Punkt  O  des  Ellipsoids  derartig, 
dafs  er  eine  Krümmungskurve  desselben  durchläuft,  etwa  die 
Schnittkurve  eines  mit  dem  Ellipsoid  konfokalen  einschaligen 
Hyperboloids,  so  bleibt  in  der  ersten  der  beiden  letzten  (ilei- 
chungen  die. rechte  Seite  ungeändert;  für  die  andere  Erum- 
mungskurve  bleibt  die  rechte  Seite  der  zweiten  Gleichung 
ungeändert,  und  wir  erhalten  die  Sätze: 

1)  Wenn  man  von  sämtlichen  Punkten  der 
Schnittkurve  eines  Ellipsoids  und  eines  mit  ihm 
konfokalen  einschaligen  Hyperboloids  (einer  Erum- 
mungskurve  des  Ellipsoids)  die  Tangenten  an  die 
beiden  inneren  Fokalkugeln  des  Ellipsoids  (Fokal- 
strahle n^i  zieht,  so  ist  die  Summe  derselben  von  un- 
verändertem  Werte,  nämlich  gleich  der  gröfseren 
reellen  Hauptaxe  des  einschaligen  Hyperboloids. 

2)  Wenn  man  von  sämtlichen  Punkten  der 
Schnittkurve  eines  Ellipsoids  und  eines  mit  ihm 
konfokalen  zweischaligen  Hyperboloids  (der  an- 
deren Erümmungskurve  des  Ellipsoids)  die  Tan- 
genten an  die  beiden  inneren  Fokalkugeln  des 
Ellipsoids  (Fokalstrahlen)  zieht,  so  ist  die  Diffe- 
renz derselben  von  unverändertem  Werte,  nämlich 
gleich  der  reellen  Hauptaxe  des  zweischaligen  Hy- 
perboloids. 

Diese  Sätze  lassen  eine  gewisse  Analogie  erkennen  mit 
den  bekannten  Eigenschaften  der  konstanten  Summe  der 
Fokalstrahlen  für  die  Punkte  einer  Ellipse  und  Differenz  der 
Fokalstrahlen  für  die  Punkte  einer  Hyperbel. 
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Fassen  wir  dagegen  eine  äulsere  Fokalkugel  des  Ellip- 
soids  ins  Auge,  deren  Mittelpunkt  fc  sei,  so  ergiebt  die 
gleiche  Rechnung: 

und  da  hier  JPc,  und  Pe„  beide  negativ  sind,  so  wird  der 
Wert  von  (OfJ  —  ff^)  das  Quadrat  einer  rein -imaginären 
Gröfse,  also  negativ;  die  Potenz  jedes  Ellipsoidpunktes  in 
Bezug  auf  eine  äufsere  Fokalkugel  ist  daher  negativ,  d.  h. 
alle  Punkte  des  Ellipsoids  liegen  innerhalb  der  Kugel,  oder, 
wie  oben  behauptet  wurde,  die  betrachtete  Fokalkugel  liegt 
ganz  aufserhalb  des  Ellipsoids;  setzt  man  hier  an  Stelle  der 
Tangente  aus  einem  Ellipsoidpunkte  an  die  Fokalkugel  die 
halbe  kleinste  Sehne,  welche  sich  von  dem  Punkte  aus  durch 
die  Kugel  ziehen  läfst,  und  führt  auch  für  die  reellen  Werte 

y  —  Pc,  und  y  —  J^cn  ihre  bekannte  geometrische  Bedeu- 
tung ein,  so  ändert  sich  zwar  die  Bedeutung  von  „Fokal- 
strahP^  und  der  Sinn  von  „Hauptaxe^',  als  Strecke  aufgefafst, 
aber  die  vorigen  Sätze  1)  und  2)  können  in  unveränderter 
Form  ausgesprochen  werden. 

Man  übersieht  ohne  weiteres,  dais  beim  zweischaligen 
Hyperboloid  durchaus  analoge  Resultate  hervortreten,  nur 
mit  dem  Unterschied,  dais  hier  die  Taugeuten  aus  irgend 
einem  Hyperboloidpunkte  an  alle  vier  reellen  Fokalkugeln 
reell  sind;  beim  einschaligen  Hyperboloid  sind  zwei  Fokal- 
pankte  reell,  aber  die  Mittelpunkte  imaginärer  Fokalkugeln 
und  der  „Fokalstrahl''  ändert  wiederum  seine  Bedeutung, 
indem  die  Potenz  eines  Punktes*  O  in  Bezug  auf  eine  ima- 
ginäre Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  [„,  und  dem  Quadrate 
des    Radius    —  r^      ausgedrückt     wird     durch     die    Summe 

ai  o 

Of^  -f"  r^ ,  und    die    Quadratwurzel    aus    diesem  Werte   den 

Fokalstrahl  aus  D  an  die  imaginäre  Fokalkugel  ausdrückt. 
Es  würde  unschwer,  aber  ermüdend  sein,  in  jedem  einzelnen 
sicli  darbietenden  Falle  das  besondere  Resultat  hervorzuheben ; 
wir  begnügen  uns  daher  mit  dem  Ausspruch  des  allgemeinen 
Satzes : 

Für  alle  Punkte  einer  Krümmungslinie  einer 
Fläche  2.  0.  mit  einem  Mittelpunkt  ist  entweder 
die   Summe  oder  die    Differenz   der    von    ihnen   an 

Sciui(>TKK,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordzu  44 
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zwei  zusaiuniengehörige  Fokalkugeln  der  Fläche 
gehenden  Fokalstrahlen  von  unverändertem  Werte, 
nämlich  gleich  der  durch  die  Mittelpunkte  der 
Fokalkugeln  (Fokalpunkte)  gehenden  Hauptaxe 
derjenigen  Fläche,  welche  die  Krümmungslinie 
bestimmt. 

Endlich  läfst  das  vorhin  erlangte  Resultat  noch  eine 
andere  Folgerung  zu,  die  zu  einer  weiteren  Analogie  der 
Krümmungslinien  einer  Fläche  2.  0.  mit  dem  Paare  einer 
Ellipse  und  einer  mit  ihr  kontbkalen  Hyperbel  führt. 

Kehren  wir  zu  dem  Ellipsoid  ziA*ück  und  betrachten, 
wie  oben,  eine  innere  Fokalkugel  mit  dem  Mittelpunkte  f«  ; 
der  aus  einem  beliebigen  Ellipsoidpunkte  O  an  die  Fokal- 
kugel gezogene  Fokalstrahl  war: 

wir  können  vermöge  der  Beziehungen  (III)  setzen: 


~r  Pa.P~      laKf.  +^«1 

Nehmen  wir  nun  zu  dem  Fokalpunkte  f«  auf  der  a-Axe 
des  Ellipsoids  die  Polarebene  in   Bezug  auf  das    konfokale 

eiuschalige  Hyperboloid  durch  O,   so  wird  der  Abstand  der- 

p 

selben  von  dem  Mittelpunkte  5R  gleich  sein  -^^ ;     also    ist 

r — H  i^«  gleich  dem  Abstand  des  Punktes  O  von  derselben 


Polarebene;  nennen  wir  diesen  Abstand  da^  so  ergiebt  das 
vorige  Resultat: 

d,-y      .        P,.P„,  -  ^^  =.  konst. , 

d.  h.  für  alle  Punkte  der  Krümmungskurve,  in  welcher  das 
Ellipsoid  von  dem  konfokalen  einschaligen  Hyperboloid 
durchschnitten  wird,  ein  unverändertes  Verhältnis;  wir  er- 
halten demnach  den  Satz: 

Für    jeden    Punkt    einer    Krümmungslinie,    in 
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welcher  ein  Ellipsoid  von  einem  einschaligen  Hy- 
perboloid durchschnitten  wird,  hat  das  Verhältnis 
seiner  Tangente  an  eine  der  inneren  Fokalkugeln 
zu  seinem  Abstände  von  der  Polarebene  des  Mittel- 
punktes dieser  Fokalkugel  in  Bezug  auf  das  Hyper- 
boloid einen  unveränderten  Wert. 

Man  kann .  diesen  Wert  die  ^^Excentricität^'  der  Krüm- 
mungslinie und  die  feste  Polarebene  des  Fokalpunktes  die 
j^Direktrix'^  derselben  nennen,  dann  erscheint  dieser  Satz  in 
gewissem  Sinne  als  ein  Analogon  einer  bekannten  Eigenschaft 
des  Kegelschnitts;  es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dafs  derselbe 
sich  nicht  blofs  auf  eine  Krümmungslinie  des  EUipsoids  und 
den  besonderen  Fokalpunkt  \a  beschränkt,  sondern  allgemein 
so  ausgesprochen  werden  kann: 

Für  alle  Punkte  einer  Krümmungslinie  steht 
ein  Fokalstrahl  zu  dem  Abstände  von  der  zugehö- 
rigen Direktrix  in  unverändertem  Verhältnis, 
dessen  Wert  die  Excentricität  der  Krümmungs- 
linie ist. 

§  71.    Das  Fläohenbüflohel  2.  O. 

Die  von  uns  in  §  69  betrachtete  Schar  konfokaler 
Flächen  2.  0.  ist  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren 
Gebildes,  der  Flächenschar  2.  0.,  welcher  dual  gegen- 
übersteht das  Flächenbüschel  2.  0.  Beide  Gebilde  von 
einfach  -  unendlicher  Mannigfaltigkeit  entsprechen  im  Räume 
der  Kegelschnittschar  und  dem  Kegelschnittbüschel  in  der 
Ebene.  Eine  eingehende  und  erschöpfende  Behandlung  dieser 
räumlichen  Gebilde  2.  0.  analog  derjenigen,  welche  in  dem 
dritten  Abschnitt  der  „Theorie  der  Kegelschnitte'^  gegeben  ist, 
würde  die  Grenzen  dieses  Buches  zu  weit  hinausrücken.  Wir 
beschiBnken  uns  daher  auf  eine  kurze  Darstellung  der  Haupt- 
eigenschaften eines  Flächenbüschels  2.  0.  und  verweisen 
im  übrigen  auf  die  Untersuchungen  von  Th.  Reye*),  welcher 
von  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte  aus,  einem  „Strahlen- 
komplex zweiten  Grades'',  zu  den  Eigenschaften  des  Flächen- 


*)  Th.  Reye:  Die  Geometrie  der  Lage,  II.  Aufl.  1880,  zweite  Ab- 
theilung,  neunzehnter  und  zwanzigster  Vortrag. 
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büschels  gelangt,  sowie  auf  diejenigen  von  B.  Starm'^), 
welcher  vermittelst  des  Flächenbüschels  und  Fiächenbündels 
2.  0.  die  Eigenschaften  der  allgemeinen  Flache  3.  0.  ab- 
leitet. 

Bei  der  Konstruktion  einer  Fläche  F^^^  durch  die  zu 
ihrer  Bestimmung  notwendige  Anzahl  von  Punkten  (S.  473) 
sind  wir  auf  ein  Büschel  von  Flächen  2.  0.  geführt  worden, 
welche  sämtlich  eine  Raumkurve  4.  0.  C^^^  gemeinschaftlich 
haben.  Diese  Raumkurve  C^*^  ist  vollständig  bestimmt  durch 
zwei  gegebene  Flächen  -F^^>  und  F^>]  sie  hat  mit  jeder  be- 
liebigen Ebene  €  im  allgemeinen  vier  Punkte  gemein ,  nämlich 
die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte ,  in  welchen 
die  Ebene  s  die  beiden  Flächen  -F^*>  und  F^^^  schneidet;  diese 

können  reell  oder  auch  paarweise  konjugiert-imaginär  sein. 
Die  Raumkurve  C^*^  kann  auch  ganz  imaginär  sein;  wir 
werden  aber  in  jeder  beliebigen  Ebene  vermittelst  der  beiden 
Kegelschnitte,  in  denen  sie  F^^^  und  F^^  schneidet,  oder  der 

sie  vertretenden  ebenen  Polar  Systeme  die  reellen  oder  konjugiert- 
imaginären  Punkte  der  Raum  kurve  C^*^  ermitteln  können  als 
die  Doppelpunkte  hyperbolischer  oder  elliptischer  Punkt- 
involutionen auf  bekannten  Geraden  (Th.  d.  K.  §  62). 

Da  wir  früher  durch  acht  willkürlich  gewählte  Punkte 
des  Raumes,  die  von  einander  unabhängig  liegen  (d.  h. 
keine  drei  in  einer  Geraden,  keine  vier  in  einer  Ebene), 
zwei  Flächen  F^^^  und  F^^^  und  das  durch  dieselben  bestimmte 

Büschel  von  Flächen  F^^^  konstruiert  haben ,  so  folgt  zugleich, 
dafs  eine  Raumkurve  4.  0.  C^*^  durch  acht  von  ein- 
ander unabhängige  willkürlich  im  Räume  gewählte 
Punkte  bestimmt  wird. 

Die  Raurakurve  C^*\  welche  den  beiden  gegebenen 
Flächen  -F<*>  und  F^^^  gemeinschaftlich  ist,  kann  unter  um- 
ständen zerfallen  1)  in  zwei  Kegelschnitte;  wenn  nämlich 
zwei  Flächen  F^^^  und  F^^^  einen  ebenen  Kegel- 
schnitt gemeinschaftlich  haben,  so  müssen  sie 
sich     aufserdem    in    den     Punkten    eines     zweiten 


*)  R.  Sturm:    Synthetische  Untersuchungen    über  Flächen  3.  0., 
1867,  S.  28  ff. 
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• 
ebenen  Kegelschnitts  schneiden;  denn  haben  sie  einen 

Kegelschnitt  K^'^^  gemein  und  aufserdem  noch  andere  gemein- 
schaftliche Punkte,  so  können  wir  durch  drei  derselben  eine 
Ebene  legen  ^  welche  dadurch  gerade  bestimmt  wird.  Diese 
Ebene  £|  schneidet  die  Ebene  a  des  Kegelschnitts  K^^^  in 
einei*  Geraden  s  =  | «  *i  |  >  welche  der  Träger  einer  dem  Kegel- 
schnitt K^^^  zugehörigen  Punktinvolution  ist^  und  da  beide 
Flächen  F^^^  und  F\^^  durch  JST^*)  gehen,  so  mufs  diese  Punkt- 
involution auf  s  auch  demjenigen  Kegelschnitte  K^^>  zu- 
gehören ^  in  welchem  die  Ebene  f,  die  Fläche  JP^^>  schneidet, 
sowie  demjenigen  Kegelschnitt^  in  welchem  die  Ebene  £,  die 
andere  Fläche  F^^^  schneidet;  durch  die  drei  gemeinschaft- 
lichen   Punkte  von  F^^^  und  F^^^   in   der  Ebene  £,   und  die 

beiden  (reellen  oder  konjugiert-imaginären)  Doppelpunkte  der 
Punktinvolution  auf  s  ist  aber  nur  ein  Kegelschnitt  möglich, 
folglich  müssen  die  beiden   Flächen  2^<^>  und  F^^^  auch   in 

der  Ebene  e^  den  Kegelschnitt  K^^^  gemeinschaftlich  haben; 
da  weitere  Punkte,  die  beiden  Flächen  F^^^  und  F^^^  gemein- 
schaftlich wären,  aufser  den  Punkten  der  Kegelschnitte  K^^^ 
und  Kf^^  nicht  existieren  können,  weil  sonst  eine  durch  einen 

solchen  Punkt  gelegte  Ebene  mit  der  C'^'  fünf  Punkte  ge- 
mein hätte,  so  zerfällt  die  C^*>  in  zwei  Kegelschnitte,  welche 
in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  gemeinschaftliche  Punkte 
haben  müssen. 

2)  Wenn  einer  der  beiden  Kegelschnitte,  z.B.  K^'^\  in 
ein  reelles  Linienpaar  zerfällt,  so  mufs  auch  der  andere  £p) 

reell  sein  und  von  den  beiden  reellen  Geraden  des  Linien- 
paares getroffen  werden.  Die  C^*>  besteht  also  in  diesem 
Falle  aus  einem  reellen  Kegelschnitt  und  zwei  sich  schnei- 
denden Geraden,  die  den  Kegelschnitt  treffen. 

3)  Wenn  beide  Kegelschnitte  in  reelle  Liuienpaare  zer- 
fallen, so  müssen  diese  in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  sich 
begegnen.  Die  C^  zerfällt  also  in  diesem  Falle  in  ein  wind- 
schiefes (räumliches)  Vierseit. 

4)  Wenn  die  beiden  Flächen  F^^  und  JP|^^  eine  gerade 

Linie  gemein  haben,  also  zwei  Hyperboloide  mit  einer  ge- 
meinschaftlichen Erzeugenden  sind,  so  haben   sie  aufserdem 
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noch  eine  Raumkurve  3. 0.  C^«»  gemein  (S.  229).  Die  C^  «erfait 

also  in  diesem  Falle  in  eine  C^^^  und  eine  Sekante  derselben. 

Wenn   wir   uns    nunmehr    andere   Flachen    F^   gelegt 

denken ,  welche  durch  dieselben  Punkte  gehen ,  die  den  beiden 
gegebenen  Flächen  F^^^  und  F^^^  gemeinschaftlich  sind,  d.  h. 
durch  die  Raumkurve  C^^\  so  müssen  dieselben  so  beschaffen 
sein,  dafs  sie  jede  Ebene  a  in  den  Kegelschnitten  K^  eines 
Kegelschnittbüschels  mit  vier  festen  Grundpunkten,  den 
Durchschnittspunkten  der  Ebene  €  mit  der  Raumkurve  C*^^ 
schneiden ;  also  jede  beliebige  gerade  Linie  in  den  Pnnkte- 
paaren  einer  Puuktinvolution  treffen.  Wir  nennen  alle  solche 
Flächen  Fj^^^  einem   Flächenbüschel  2.  0.  angehorig  mit 

der  Grundkurve  C^*^  und  haben  als  die  charakteristische 
Eigenschaft  eines  solchen  Flächenbüschels  diese: 

Sämtliche  Flächen  F^^^  eines  Flächenbfischels 
schneiden  eine  beliebige  Ebene  in  Kegelschnitten 
eines  Kegelschnittbüschels  und  eine  beliebige 
Gerade  in  Punktepaaren  einer  Punktinvolution. 

Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  die  Konstruktion  be- 
liebig vieler  Flächen  eines  Büschels,  sobald  zwei  dasselbe 
bestimmende  Flächen    F^^^  und  F^^  gegeben   sind.     Ziehen 

wir  durch  einen  beliebigen  festgehaltenen  Punkt  p  Strahlen 
s,  welche  FW  und  JP|*^  in  zwei  Punktepaaren  treffen,  so  be- 
stimmen diese  eine  Punktinvolution  auf  .5;  und  in  derselben 
gehört  dem  Punkte  p  nur  ein  einziger  bestimmter  koiyu- 
gierter  Punkt  p'  zu;  wenn  der  Strahl  s  sich  im  Räume  am 
:p  herumdreht,  so  durchläuft  p'  die  ganze  Fläche  F(*>  des 
Büschels,  welche  durch  den  Punkt  )>  geht,  also: 

Durch  einen  beliebig  gewählten  Punkt  )p  des 
Raumes  geht  immer  eine  und  nur  eine  Fläche  F^^ 
des  Büschels. 

Die    Punktinvolution,    welche    die    Flächen    F^^    eines 

Büschels  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  ausschneidet,  hat 
im  allgemeinen  zwei  Doppelpunkte,  die  reell  oder  konjugiert- 
imaginär  sind,  je  nachdem  die  Punktinvolution  hyperbolisch 
oder  elliptisch  ist;  wir  schliefsen  hieraus: 

Es  giebt  im  allgemeinen  zwei  Flächen  eines 
Büschels,  welche  eine  gegebene  Gerade  berühren. 
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Da  die  sämtlichen  Flächen  F^^^  eines  Büschels  eine  be- 

X 

liebige  Ebene  s  in  Kegelschnitten  eines  Kegelschnittbüschels 
schneiden;  und  unter  diesen  im  allgemeineu  nur  drei  Linien- 
paare vorkommen;  andererseits  aber  eine  Ebene,  welche  eine 
Fläche  F^^)  in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Linieupaar 
schneidet,  allemal  Berührungsebene  dieser  Fläche  ist  (S.  482), 
so  schliefsen  wir: 

Es  giebt  im  allgemeinen  drei  Flächen  eines 
Büschels,    welche   eine  gegebene  Ebene    berühren. 

Wenn  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  )p  des  Raumes 
die  beiden  Polarebenen  Jt  und  sTj  in  Bezug  auf  die  beiden 
das  Büschel   bestimmenden   Flächen  F^^>  und  i^w   (oder  die 

sie  vertretenden  räumlichen  Polarsysteme)  nehmen,  so  schnei- 
den sich  dieselben  in  einer  Geraden  g  =  \ytny\.  Legen  wir 
nun  durch  )>  eine  beliebige  Ebene  e,  so  schneidet  dieselbe 
das  Flächenbüschel  in  einem  Kegelschnittbüschel  und  die 
Gerade  g  in  einem  Punkte  q,  der  die  Eigenschaft  besitzt, 
dafs  die  Polaren  von  p  in  Bezug  &uf  sämtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels  durch  q  laufen;  folglich  müssen  auch  alle  Polar- 
ebenen von  p  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  Fj^^^  des  Büschels 

durch  q  laufen;  dasselbe  gilt  für  eine  zweite  beliebige  Ebene 
£',  die  durch  )>  gelegt  wird,  folglich  laufen  alle  Polarebenen 
von  )f  durch  q  und  q',  also  durch  die  Gerade  g,  und  wir 
schliefsen: 

Die  Polarebenen  eines  Punktes  ))  in  Bezug 
auf   sämtliche  Flächen  F^^^   eines   Büschels    laufen 

X 

durch  eine  feste. (zu  p  konjugierte)  Gerade  ^  und 
bilden  also  ein  Ebenenbüschel. 

Nehmen  wir  von  zwei  beliebigen  Punkten  :p  und  p,  die 
Polarebenen  in  Bezug  auf  alle  Flächen  F^J^  des  Büschels,  so 

erhalten  wir  zwei  Ebenenbüschel  mit  den  Axeu  g  und  g^] 
eine  beliebige  Ebene  durch  die  Verbindungslinie  |))))/  gelegt, 
schneidet  nun  das  Flächen büschel  in  einem  Kegelschnitt- 
büschel ,  die  beiden  Ebenenbüschel  g  und  g^  in  zwei  Strahlen-« 
büscheln,  und  diese  sind  bekanntlich  projektivisch,  indem  die 
Polaren  von  p  und  p^  in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt 
einander  entsprechen,  also  sind  auch  die  Ebenenbüschel  g 
und  ^1   projektivisch;  und  wir  erhalten  den  8atz: 
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Wenn  man  von  irgend  zwei  Punkten  im  Räume 
die  Polarebenen  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen 
jP(^>    eines    Büschels    Dimmt.    so    erhält    man    zwei 

Ebenenbüschely  die  allemal  projektivisch  sind, 
indem  die  Polarebenen  der  beiden  Punkte  in  Be- 
zug auf  dieselbe  Fläche  des  Büschels  einander  ent- 
sprechen. 

Hieraus  ergiebt  sich  einerseits  die  gleiche  Mächtigkeit 
des  Flächenbüschels  2. 0.  mit  dem  Ebeneobüschel  und  anderer- 
seits die  Möglichkeit,  das  Flächenbüschel  in  projektiTische 
Beziehung  zu  setzen  mit  irgend  einem  anderen  Gebilde  Ton 
gleicher  Mächtigkeit.  An  Stelle  des  Büschels  von  Polar- 
ebenen können  wir  auch  das  Büschel  von  Berührungsebenen 
nehmen  in  irgend  einem  Punkte  der  Raumkurre  C(^>  an  samt- 
liehen    Flächen    F^^\    alle    diese    Berührungsebenen    gehen 

durch  die  Tangente  der  C^  in  dem  gewählten  Punkte. 

Da  die  Ebenenbüschel  g  und  g^  projektivisch  sind, 
so  erzeugen  sie  ein  Hyperboloid,  d.  h.  ihre  entsprechenden 
Ebenen  schneiden  sich  in  den  Erzeugenden  einer  Regelschar 
eines  einfachen  Hyperboloids.  Die  Schnittlinie  der  beiden 
Polarebenen  von  )p  und  :p,  in  Bezug  auf  eine  Fläche  F^^  ist 

aber  die  konjugierte  Gerade  der  Verbindungslinie  (p)>ii  in 
Bezug  auf  diese  Fläche  F^^*^  wir  schliefsen  also: 

Die  zu  einer  gegebenen  festen  Geraden  l  kon- 
jugierten Geraden  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen 
i^<'^>   eines   Büschels    bilden    eine  Regelschar    eines 

Hyperboloids. 

Die  Geraden  g  und  g^ ,  die  Axen  der  erzeugenden  Ebenen- 
büschel, liegen  ebenfalls  auf  diesem  Hyperboloid  und  gehören 
der  anderen  Regelschar  an;  nehmen  wir  statt  der  Punkte  p 
und  ^1  andere  Punkte  ^^^  auf  derselben  Geraden  l,  so  bleibt 
das  Hyperboloid  unverändert,  also  wird  durch  die  entspre- 
chende Gerade  g^  die  zweite  Regelschar  desselben  erzeugt; 
•  wir   können  daher  den  vorigen  Satz  so  vervollständigen: 

Nehmen  wir  von  sämtlichen  Punkten  j>^  einer 
Geraden  l  die  ihnen  konjugierten  Geraden  gx  in 
Bezug  auf  das  Flächenbüschel,  so  bilden  dieselben 
eine  Regelschar  eines  Hyperboloids,   während  die 
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konjagierten  Strahlen  von  l  in  Bezug  auf  die  ein- 
zelnen Flächen  des  Büschels  die  andere  Regel- 
schar desselben  Hyperboloids  bildeu. 

Nehmen  wir  von  drei  beliebigen  Punkten  )>|  p^  p^  des 
Raumes  die  Polarebenen  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  Fj') 

eines  Büschels,  so  erhalten  wir  drei  projektivische  Ebenen- 
büschel, deren  Erzeugnis  eine  Raumkurve  3.  0.  C^^^  ist;  da 
nun  die  drei  Polarebenen  von  )ji^  p.^  p.^  in  Bezug  auf  eine 
Fläche  JP^^)  sich  in  dem  Pole  der  Ebene  [^1^2)^3]  schneiden, 
so  folgt  der  Satz: 

Die  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  sämt- 
liche Flächen  F^^>  eines  Büschels  liegen  auf  einer 
Raumkurve  3.  o!  C^l 

Hieraus  folgt  insbesondere ,  wenn  wir  für  die  feste  Ebene 
die  unendlich  -  entfernte  Ebene  e^  nehmen,  deren  Pol  der 
Mittelpunkt  der  F^^^  ist,  das  Ergebnis: 

Die  Mittelpunkte  sämtlicher  Flächen  F^^  eines 

Büschels  liegen  auf  einer  Raumkurve  C^^^  3.  0.;  es 
kommen  daher  im  allgemeinen  drei  Paraboloide 
in  dem  Flächenbüschel  vor,  von  denen  mindestens 
eines  reell  sein  mufs. 

Zugleich  sehen  wir,  da  jedem  Punkte  p  einer  Ebene  s 
eine  Gerade  g  in  Bezug  auf  das  Fläcbenbüschel  konjugiert 
ist,  nämlich  diejenige,  in  welcher  sieh  sämtliche  Polarebenen 
von  p  in  Bezug  auf  die  Flächen  Fj^^  des  Büschels  schneiden, 

und  jede  solche  Gerade  g  eine  Sekante  der  Raumkurve 
C^^  sein  mnts: 

Die  den  sämtlichen  Punkten  p  einer  festen  Ebene 
konjugierten  Geraden  g  in  Bezug  auf  das  Flächen- 
büschel sind  Sekanten  einer  Raunikurve  3.  0.  C^^K 

Die  drei  Punkte,  in  welchen  die  Raumkurve  C^^^  der 
Ebene  e  begegnet,  sind  die  Berührungspunkte  derjenigen  drei 
Flächen  des  Büschels,  welche  die  Ebene  £  berühren. 

Nehmen  wir  endlich  vier  beliebige  Punkte  p,  p.^  pg  p^  im 
Räume  an,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegeu,  und  bestimmen 
die  Polarebeneii  derselben  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen 
j*'m  (Jes  Büschels,  so  erhalten  wir  vier  projektivische  Ebenen- 

büschel.     Es  kommt,  wie  wir  S.  251  gesehen  haben,  im  all- 
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gemeinen  yiermal  vor,  dafs  sich  vier  entsprechende  Ebenen 
der  vier  projektivischen  Ebenenbüschel  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  schneiden.  Wenn  aber  die  Polarebenen  von 
vier  Punkten;  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  F^^^  durch  einen  und  denselben  Punkt  D  gehen« 
so  müssen  die  Polarebenen  von  allen  Punkten  im  Räume 
ebenfalls  durch  diesen  Punkt  O  gehen;  denn  bezeichncD 
wir  die  vier  durch  denselben  Punkt  O  gehenden  zu  den  ?ier 
nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Pimkten  p|  p,  p3  ^4  gehöri- 
gen Polarebenen  durch  7t^  tc^  vc^  n^  y  so  wird  eine  beliebige 
Ebene  s  die  Ebene  [))|p2^3l  ^^  einer  Geraden  schneiden,  deren 
konjugierte  Gerade  durch  (^r,  jTjTts)  «=  O  gehen  mufs,  and 
gleichzeitig  wird  £  die  von  der  Ebene  [))()>3)}9]  verschiedene 
Ebene  [))  1^2)^4]  ^^  einer  Geraden  schneiden,  deren  konjugierte 
Gerade  auch  durch  O  =  {n^%^n^  hindurchgehen  muls;  der 
Pol  der  Ebene  b  ist  also  der  Schnittpunkt  der  beiden  kon- 
jugierten Geraden  y  d.  h.  der  Punkt  O;  jede  beliebige  Ebene 
£  hat  also  in  O  ihren  Pol  y  oder  für  jeden  beliebigen  Punkt 
des  Raumes  mufs  die  Polarebene  durch  D  gehen.  Dies  ist 
nicht  anders  möglich,  als  wenn  die  Fläche  2^<^>  in  einen 
Eegel  O^^^  ausartet  (vergl.  S.  508);  wir  schliefsen  also: 

Unter  den  Flächen  eines  Büschels  kommen  im 
allgemeinen  vier  Kegel  2.  0.  vor,  oder:  Durch  eine 
Raumkurve  C^^\  den  Schnitt  zweier  Flächen  2.  0., 
lassen  sich  im  allgemeinen   vier  Eegel  2.  O.  legen. 

Die  Raumkurve  4.  0.  (7<^»  erscheint  daher  insbesondere 
auch  als  die  Durchdringimgskurve  zweier  Kegel  2.  O.,  und 
hieraus  ergiebt  sich  in  einfachster  Weise  die  Bestätigung  der 
obigen  Bemerkung  über  das  Zerfallen  der  Raumkurve  C^^'\ 
sobald  einer  der  beiden  Kegel  in  ein  Ebenenpaar  ausartet, 
zerfällt  sie  in  zwei  Kegelschnitte ,  die  io  der  Schnittlinie  ihrer 
Ebenen  ein  gemeinschaftliches  Punktepaar  haben. 

Im  allgemeinen  bilden  die  vier  Mittelpunkte  der  ermittelten 
vier  Kegel  (Kegelspitzen)  die  Ecken  eines  Tetraeders,  welches 
zu  den  Flächen  des  Büschels  in  besonderer  Beziehung  steht. 
Ziehen  wir  nämlich  die  Verbindungslinie  zweier  Kegelspitsen, 
so  wird  diese  Gerade,  wie  wir  gesehen  haben,  von  sämtlichen 
Flächen  des  Büschels  in  Punktepaaren  einer  Punktinvolutioii 
geschnitten  und  nur  von  zwei  Flächen  des  Büschels  berührt 
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Diese  beiden  berührenden  Flächen  sind  aber  keine  andern  als 
die  beiden  Kegel  selbst ,  deren  Spitzen  wir  verbunden  haben; 
folgh'ch  trennen  diese  Punkte  harmonisch  jedes  Punktepaar, 
in  welchem  eine  Fläche  F^*^  des  Büschels  diese  Gerade  schneidet 
oder;  was  dasselbe  sagt,  zwei  Eegelspitzen  sind  allemal  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen 
des  Büschels.  Nennen  wir  daher  21  33  6  3)  die  vier  Kegel- 
spitzen, so  sind  sowohl  31  und  33,  als  auch  %  und  6,  %  und 
3)  Paare  konjugierter  Punkte  für  sämtliche  Flächen  des 
Büschels,  folglich  sind  der  Punkt  21  und  die  Ebene  [33@SD] 
Pol  und  Polarebene  für  alle  Büschelflächen,  und  da  dasselbe 
für  jeden  der  vier  Punkte  21  33  6  3!)  und  die  Verbindungs- 
ebene der  drei  übrigen  gilt,  so  folgt  der  Satz: 

Die  sämtlichen  Flächen  eines  Büschels  haben 
ein  gemeinschaftliches  Polartetraeder,  dessen 
Ecken  die  Spitzen  der  vier  Kegel  sind,  welche  dem 
Büschel  angehören. 

Ein  Flächenbüschel  besonderer  Art  und  eingehenderem 
Studium  zu  empfehlen  ist  dasjenige,  dessen  gemeinschaftliche 
Raumkurve  C<*^  in  ein  windschiefes  Vierseit  zerfällt.  Dieses 
besondere  Büschel  hat  zum  Analogon  in  der  Ebene  ein 
Büschel  von  Kegelschnitten,  die  einander  doppelt  berühren  — 
ein  Gebilde,  welches  gleichzeitig  als  Kegelschnittbüschel  und 
als  Kegelschnittschar  aufgefafst  werden  kann.  Gleiches  gilt 
auch  von  diesem  Flächenbüschel,  welches  gleichzeitig  als 
Flächenschar  aufgefafst  werden,  kann  und  die  Eigenschaften 
beider  Gebilde  in  sich  vereinigt.  Dasselbe  kann  erzeugt  wer- 
den durch  zwei  gegebene  im  Räume  sich  nicht  treffende  Ge- 
rade g  und  ^1 ,  auf  deren  jeder  eine  Punktinvolution  gegeben 
ist.  Legt  man  durch  g  eine  Ebeneninvolution  perspektivisch 
mit  der  Punktinvolution  auf  g^f  und  durch  g^  als  Axe  eine 
Ebeneninvolution  perspektivisch  mit  der  Punktinvolution  auf  ^, 
so  sind  g  und  g^  gleichzeitig  die  Träger  von  Punktinvolutionen 
und  die  Axen  von  Ebeneninvolutionen;  sucht  man  eine  Fläche 
F<*>,  für  welche  g  und  g^  konjugierte  Strahlen  und  die  gegebenen 
Punkt-  und  Ebeneuinvolutionen  auf  g  und  g^  die  der  Fläche 
zugehörigen  sind,  so  bilden  alle  solche  Flächen  ein  Büschel, 
dessen  Raumkurve  C^*^  in  dasjenige  windschiefe  Vierseit  zerfällt, 
dessen  »Seiten  je  einen  Doppelpunkt  der  Punktinvolution  auf  ^  mit 
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einem  Doppelpunkte  der  Punktinvolution  auf  ^i  verbindet 
Dieses  Yierseit  ist  vollständig  imaginär ,  sobald  die  beiden 
Punktinvolutionen  auf  g  und  g^  elliptisch  sind.  Femer  wird 
das  gemeinschaftliche  Polartetraeder  in  diesem  Falle  von  beson- 
derer Art  (S.  143),  indem  seine  sechs  Kanten  aus  den  beiden 
Geraden  g  g^  und  den  Seiten  des  windschiefen  Yierseiis  be- 
stehen,  in  welches  die  Baumkurve  (7<^>  zerfallt.  Die  Fläcken 
eines  solchen  besonderen  Büschels  sind  sämtlich  von  derselben 
Gattung,  d.  h.  entweder  alle  geradlinige  Flächen  oder  alle 
nichtgeradlinige  Flächen,  je  nachdem  die  beiden  auf  g  und 
9\  gegebenen  Punktiuvolutionen  gleichartig  oder  ungleich- 
artig sind. 

Die  der  vorhergehenden  dual  gegenüberstehende  Betnich- 
tung,  welche  auf  eine  Flächenschar  2.  O.  führt ,  überlassen 
wir  dem  Leser. 

§  72.    Das  Fläohenbündel  2.  O.*) 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  gesehen,  dafs  zwei 
Flächen  Ff^  und  F^^ ,  wenn  sie  nicht  identisch  zusammen- 
fallen, in  einer  Raumkurve  4.  0.  C/^^  sich  schneiden,  welche 

auch  durch  acht  von  einander  unabhängige  willkürlich  ge- 
wählte Punkte  bestimmt  wird.  Durch  einen  beliebigen  Punkt 
des  Raumes  und   die  Raumkurve  (7/^^    geht    im   allgemeinen 

eine  und  nur  eine  Fläche  2.  0.,  was  damit  übereinkommt, 
dafs  dieselbe  im  allgemeinen  durch  neun  Punkte  bestimmt 
wird  (S.  464).  Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  ein,  wenn  der 
neunte   Punkt  auf  der   Raumkurve  C[^  selbst  liegt.     Durch 

solche  neun  Punkte,  die  auf  einer  Raumkurve  4.  O.  li^en, 
geht  nicht  nur  eine,  sondern  unendlich-viele  Flächen  2.  0., 
welche  einem  Fläehenbüschel  angehören.  Nehmen  wir  daher 
eine  dritte  Fläche  F^^\   welche  nicht   dem  durch  die  beiden 

ersten  bestimmten  Büschel  angehört,  so  kann  dieselbe  mit 
der  Raumkurve  (7JJ)  nicht  neun  Punkte  gemein  haben,  son- 
dern höchstens  acht;  wir  schliefsen  also:  Drei  Flächen 
2.  0.  F<^)  F<^)  F^^\   welche  nicht   demselben  Büschel 

angehören,  können   höchstens  acht  Punkte  gemein 

*)  H.  Sturm:  Untersuchungen  über  das  Flächennciz  zweiter  Ord- 
nung, Borchardt's  Journal  f.  r.  u.  a.  M.    Bd.  70,  S.  212. 
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haben.  DaTs  drei  Flächen  2.  O.  sich  im  allgemeinen  in  acht 
Punkten  schneiden^  erkennen  wir  auch  aus  dem  besonderen  Fall, 
wenn  wir  drei  Ebenenpaare  beliebig  annehmen,  die  offenbar  nur 
acht  Punkte  gemeinschaftlich  haben  (vergl.  8.  457).  Die  drei 
Flächen  F^^^  F^^  F^^  schneiden  sich  aber  paarweise  in  drei 

Raumknrven  4.  0.  C[^  C^^  C^ ,  welche  dieselben  acht  Punkte 

gemein  haben.  Solche  acht  Punkte  bestimmen  also  nicht 
eine  Raumkurve  4.  0.,  wie  es  im  allgemeinen  der  Fall  ist, 
und  es  tritt  .hier  wieder  ein  Ausnahmefall  ein;  diese  acht 
Punkte  können  daher  nicht  von  einander  unabhängig  sein; 
wir  wollen  sie  acht  associierte  Punkte  nennen;  sie  wer- 
den bestimmt  durch  drei  Flächen  2.  0.,  die  nicht  demselben 
Büschel  angehören.    Durch  die  drei  Raumkurven  C^^  C\l)  C^ , 

welche  die  acht  associierten  Punkte  gemein  haben,  lassen  Bich 
nun  drei  BQschel  von  Flächen  2.  0.  legen,  welche  ebenfalls 
dieselben  acht  associierten  Punkte  gemein  haben;  nehmen  wir 
aus  dem  einen  Büschel,  dessen  Grundkurve  C[^  ist^  eine  be- 
liebige von  F^^  und  F^^  verschiedene  Fläche  /J|'  und  aus 
dem  zweiten  Büschel,  dessen  Grundkurve  C\^  ist,  eine  be- 
liebige Fläche  f^l^ ,  so  schneiden  sich  dieselben  in  einer  neuen 
Kaumkurve  4.  0.  c^*^^  welche  notwendig  durch  dieselben  acht 
associierten  Punkte  gehen  muls^  und  durch  diese  Kaumkurve 
c^*^  ist  wieder  ein  neues  Flächenbüschel  bestimmt,  welches 
die  acht  associierten  Punkte  gemeinschaftlich  hat;  ebenso 
können  wir  aus  dem  ersten  und  dritten  oder  aus  dem  zweiten 
und  dritten  der  drei  ursprünglichen  Büschel  Flächen  nehmen, 
die  zu  neuen  Kaumkurven  und  neuen  Flächenbüscheln  führen, 
und  mit  diesen  können  wir  wieder  in  gleicher  Weise  fort- 
fahren; alle  dadurch  erhaltenen  Flächen  2.  0.  und  alle  da- 
durch erhaltenen  Raumkurven  4.  0.  müssen  dieselben  acht 
associierten  Punkte  gemein  haben.  Wir  erhalten  dadurch  zwei 
neue  Gebilde;  das  eine  wollen  wir  ein  Flächenbündel 
2.  O.  nennen,  welches  dieselben  acht  associierten  Punkte  ge- 
meinschaftlich hat,  die  wir  auch  die  Grundpunkte  des 
Flächen  bündeis  nennen  wollen;  das  andere  wollen  wir  ein 
Büschel  von  Raumkurven  4.  0.  nennen,  welche  eben- 
falls dieselben  acht  associierten  Punkte  gemeinschaftlich  haben. 
Das  erstere  ist  ein  Gebilde  von  doppelt-unendlicher  Mächtig- 
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keit;  denn  es  enthält  uneudlich-viele  Flächenbüschel;  es  be- 
sitzt die  charakteristische  Eigenschaft: 

Ein  Flächenbündel  2.  0.  wird  von  einer  belie- 
bigen Ebene  in  den  Kegelschnitten  eines  Kegel- 
Schnittnetzes  geschnitten  (Th.  d.  K.  §  63). 

Dies  geht  nämlich  unmittelbar  aus  der  Konstruktion 
des  Flächenbündels  hervor,  welches  durch  drei  willkürliche 
nicht  demselben  Büschel  angehörige  Flächen  Fp>  F^^  JJ*» 
bestimmt  wird;  diese  drei  Flächen  schneiden  nämlich  eine 
beliebige  Ebene  in  drei  Kegelschnitten,  die  nicht  demselben 
Kegelschnittbüschel  angehören,  sondern  zur  Bestimmung  eines 
Kegelschnittnetzes  dienen,  und  die  Konstruktion  der  Kegel- 
schnitte des  Netzes  aus  den  zunächst  sich  darbietenden  drei 
Büscheln,  die  zu  neuen  Büscheln  führen  u.  s.  f.  ist  genau 
dieselbe,  wie  die  Konstruktion  der  Flächen  des  Bündels. 

Aus  den  Eigenschaften  des  Kegelschnittnetzes  folgen  die- 
jenigen des  Flächeubündels  ohne  weiteres.  Wir  wissen: 
„Durch  einen  willkürlich  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitt- 
netzes  angenommenen  Punkt  ^  gehen  unendlich-viele  Kegel- 
schnitte  des  Netzes  und  bilden  ein  Büschel'';   daraus  folgt: 

Durch  einen  willkürlich  angenommenen  Punkt 
f  des  Raumes  gehen  unendlich-viele  Flächen  eines 
Flächenbündels  2.  0.  und  bilden  ein  Flächenbü- 
schel. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  durch  einen  willkürlich 
angenommenen  Punkt  p  des  Raumes  nur  eine  ein- 
zige Raumkurve  4.  0.  geht,  welche  einem  gegebe- 
nen Büschel  solcher  Raumkurven  angehört. 

Das  Büschel  von  Raumkurven  4.  0.  ist  daher  nur  ein 
Gebilde  von  einfach-unendlicher  Mächtigkeit. 

Wir  wissen,  dafs  durch  zwei  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittnetzes willkürlich  angenommene  Punkte  nur  ein  ein- 
ziger Kegelschnitt   des   Netzes   hindurchgeht;    daraus   folgt: 

Durch  zwei  willkürlich  angenommene  Punktep 
und  p,  des  Raumes  geht  nur  eine  einzige  Fläche 
eines  Flächen  bündeis  2.  0.,  aufser  wenn  beide  Punkte 
)ß  und  ^)|  auf  einer  und  derselben  Raumkurve  4.  O.  li^en, 
welche  dem  gegebenen  Büschel  solcher  Raumkurven  angehört 

Hieraus  ergiebt  sich,  da(s  das  Flächenbündel  ein  Gebilde 
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von  doppelt-unendlicher  Mächtigkeit  ist,  weil  jedes  Element 
desselben  zwei  Willkürlichkeiten  enthält. 

Wir  wissen  femer,  dafs  irgend  zwei  Büschel  in  einem 
Kegelschnittnetze  allemal  einen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich 
haben.     Hieraus  folgt: 

Durch  irgend  zwei  Raumkurven  eines  Büschels 
von  Raumkurven  4.  0.  geht  allemal  eine  Fläche  2.  0. 

Wir  wissen  ferner:  Unter  den  Kegelschnitten  eines 
Netzes  giebt  es  unendlich  viele,  welche  in  Linienpaare  zer- 
fallen, und  die  Doppelpunkte  dieser  Linienpaare  liegen  auf 
einer  Kurve  dritten  Grades,  der  Tripelkurve  des  Netzes; 
daraus  folgte  da  eine  Ebene,  welche  eine  Fluche  zweiten 
Grades  in  einem  Linienpaar  schneidet,  allemal  Berührungs- 
ebene der  Fläche  ist: 

Unter  den  Flächen  eines  Flächenbündels  2.  0. 
giebt  es  unendlich-viele,  welche  eine  gegebene 
Ebene  berühren;  die  Berührungspunkte  liegen  auf 
einer  allgemeinen  Kurve  dritten  Grades;  und  so- 
dann: 

Die  sämtlichen  in  einer  Ebene  enthaltenen 
Sehnen  für  alle  Raumkurven  4.  0.,  welche  einem 
und  demselben  Büschel  angehören,  umhüllen  eine 
ebene  Kurve  dritter  Klasse. 

Gehen  wir  von  den  drei  nicht  demselben  Büschel  an- 
gehörenden Flächen  J'f  >  pt^)  ^{2)^  welche  das  Flächenbündel 

bestimmen,  zu  den  ihnen  gemeinschaftlichen  acht  associierten 
Punkten,  den  Grundpunkten  des  Bündels,  über,  so  erkennen 
wir  jetzt  den  Zusammenhang   derselben  in  folgender  Weise: 

Wir  haben  gesehen,  dafs  durch  einen  willkürlich  ge- 
wählten Punkt  )fi  des  Raumes  eine  einzige  Raumkurve  4.  0. 
geht,  welche  dem  gegebenen  Büschel  von  Raumkurven  mit 
denselben  acht  Grundpunkten  angehört.  Diese  Raumkurve 
ist  aber  durch  den  Punkt  )>  und  irgend  sieben  von  den  acht 
Grundpunkten  schon  bestimmt;  sie  muls  aber  auch  durch 
den  achten  Grundpunkt  gehen;  wir  schliefsen  hieraus: 

Alle  Raumkurven  4.  0.,  welche  durch  dieselben 
sieben  Punkte  des  Raumes  gehen,  müssen  sich 
notwendig  noch    in    einem    und    demselben  achten 
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Punkte  treffen^  und  solche  achtPnnkte  bilden  die 

Grundpunkte  eines  Büschels  von  Baumkurven  4.  O. 

Bezeichnen  wir  durch  C^f   und   C^)  zwei  Baumknryen^ 

die  durch  dieselben  sieben,  also  auch  den  achten  Orund- 
punkt  gehen ;  aber  verschieden  von  einander  sind,  so  wissen 
wir,  dals  sie  auf  einer  Fläche  F^^  liegen  müssen;  legen  wir 
durch  die  erste  eine  andere  Fläche  F^^^  und  durch  die  zweite 
eine  andere  Fläche  F^^),  so  haben  wir  drei  Flächen  2.O.,  welche 
nicht  demselben  Büschel  angehören,  aber  durch  dieselben  sieben 
Punkte  gehen;  sie  müssen  auch  durch  den  achten  Punkt 
gehen;  wir  schliefsen  also: 

Alle  Flächen  2.  0.,  welche  durch  dieselben 
sieben  Punkte  des  Raumes  gehen,  müssen  noch 
durch  einen  und  denselben  achten  Punkt  gehen, 
und  solche  acht  Punkte  bilden  die  Grundpunkte 
eines  Bündels  von  Flächen  2.  0.*) 

Bei  einer  solchen  Gruppe  von  acht  associierten  Punkten 
des  Raumes  ist  einer  durch  die  sieben  übrigen  bestimmt  und 
kann  linear  konstruiert  werden.  Wir  können  uns  zu 
dieser  Konstruktion  auch  solcher  in  dem  Büschel  von  Raum- 
kurven 4.  0.  enthaltenen  Raumkurven  bedienen,  welche  zer- 
fallen in  eine  Raumkurve  3.  0.  und  eine  Gerade,  die  not* 
wendig  Sehne  der  Raumkurve  3.  0.  sein  muüs;  dadurch 
wird  die  Konstruktion  auf  eine  schon  früher  (S.  251  und  445) 
gelöste  Aufgabe  zurückgeführt  und  kann  folgend ernmfsen 
bewerkstelligt  werden : 

Sind  sieben  Punkte  im  Räume  willkürlich  ge- 
geben: 

12  3  4  5  6  7, 

so  lege  man  durch  12  3  4  5  6  die  einzige  Raum- 
kurve  3.  0.  C^^\  welche  durch  diese  sechs  Punkte 
bestimmt  wird  und  ziehe  durch  7  die  einzige 
Sekante  l  derselben;  man  lege  zweitens  durch 
12  3  4  5  7  die  einzige  Raumkurve  C^^\  welche  durch 

diese  sechs  Punkte  bestimmt  wird,  und  ziehe  durch 
6  die   eiuzige   Sekante   g^   derselben;    dann    treffen 

'^)  Hesse:    De  curviH  et  superficiebus  secundi  ordiuis,  Grelle '3 
Journal  Bd.  XX,  S.  297. 
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sich  die  beiden  Geraden  l  und  g^  in  dem  gesuchten 
achten  Punkte;  so'  dafs  alle  Flächen  2.  0.,  welche 
durch  irgend  7  dieser  acht  Punkte  hindurchgehen^ 
auch  durch  den  achten  gehen  müssen. 

Die  Aufgabe  aber:  „durch  einen  gegebenen  Punkt  die 
einzige  Sekante  einer  Raumkurve  3.  0.  zu  ziehen^  von  welcher 
sechs  Punkte  gegeben  sind/'  haben  wir  früher  (S.  234  und 
445)  auf  lineare  Weise  gelöst.  ' 

Die  vorige  Konstruktion  läfst  sich  auch  aussprechen  als 
eine  Eigenschaft  von  acht  associierten  Punkten  im  Raume^ 
den  Grundpunkten  eines  Flächenbündels: 

Acht  associierte  Punkte  im  Raume^  die  Grund- 
punkte eines  Flächenbündels;  besitzen  immer  die 
Eigenschaft,  dafs^  wenn  man  irgend  sechs  von 
ihnen  durch  eine  Raumkurve  3.  0.  verbindet^  die 
Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  eine  Sekante 
derselben  sein  mufs.*) 

Nehmen  wir  daher  irgend  sechs  Punkte  des  Raumes 

12  3  4  5  6 

und  fassen  das  einfache  Sechsflach  auf;  welches  von  den 
sechs  Ebenen  gebildet  wird: 

[123]     [234]    [345]    [456]    [561]     [612], 

dann  können  wir  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Ebenen : 

[123]  und  [456] 
[234]  und  [561] 
[345]     und  J612] 

als  drei  besondere  Flächen  2.  0.  auffassen,  welche  zur  Be- 
stimmung eines  Flächenbündels  dienen  oder  sich  in  acht 
asso(»ierten  Punkten,  den  Grundpunkten  des  Bündels,  treffen ; 
von  diesen  acht  Punkten  sind  sechs  offenbar  folgende: 

12  3  4  5  6 
und  die  beiden  übrigen  sind  die  Schnittpunkte: 

j  =  ([123],  [345],  [561]) 
i)  =  ([234],  [456],  [612]), 

•)  Vgl.  P.  Serret:  Geometrie  de  direction.    Paris  1869,  p.  311 

ScRitaTKRf  Theor.  d.  Oberfl.  2,  Ordn.  45 
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die  Verbindungslinie  \j:tj\  mufs  also  nach  dem  vorigen  Satze 
eine  Sekante  der  Raumkurve  C^^^  sein,  welche  durch  die  sechs 
Punkte  12  3  4  5  6  bestimmt  wird.   Dies  giebt  folgenden  Satz: 

Wenn  man  sechs  beliebige  Punkte  des  Raumes 
in  irgend  einer  Weise  ordnet  und  durch  je  drei 
auf  einander  folgende  eine  Ebene  legt,  so  erhält 
man  ein  räumliches  Sechsflach,  bei  welchem  der 
Schnittpunkt  der  drei  ungeradstelligen  Ebenen 
mit  dem  Schnittpunkte  der  drei  geradstelligen 
Ebenen  verbunden  allemal  eine  Sekante  der  Raum- 
kurve 3.  0.  liefert,  welche  durch  die  sechs  gegebenen 
Punkte  bestimmt  wird. 

Durch  Yertauschung  der  sechs  gegebenen  Punkte  kann 
man  dadurch  sechzig  Sekanten  der  Raumkurve  3.  O.  erhal- 
ten, deren  weiterer  Zusammenhang  zu  ermittebi  wäre. 

Acht  associierte  Punkte  im  Räume  treten  allemal  auf,  wo 
wir  drei  Flächen  2.  0.  haben,  die  nicht  demselben  Flächen- 
büschel angehören;  z.  6.  haben  wir  auf  S.  135  gesehen,  dafs 
sich  durch  die  acht  Ecken  zweier  Polartetraeder  eines  räum- 
lichen Polarsystems  eine  Anzahl  von  einschaligen  Hjper^ 
boloiden  legen  lassen,  die  ofiPenbar  nicht  alle  demselben 
Büschel  angehören.  [Denn  bezeichnen  wir  durch  a  B  c  b  und 
^1  ^1  ^1  ^1  ^^^  Ecken  zweier  Polartetraeder  eines  gegebenen 
räumlichen  Polarsystems,  so  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  die 
beiden  Ebenenbüschel  projektivisch: 

|ab|  [cbc,b,]  A  |aiB,|  [cbc,b,] 

und  erzeugen  ein  Hyperboloid  $^j,   welches   durch   die  acht 

Ecken  der  beiden  Polartetraeder  hindurchgeht;  ebenso  liefert 
die  Projektivität: 

|cic|[bbB,b,]  Ala^cJCbbB.b,] 

ein  zweites  Hyperboloid  ^^^  von  derselben  Eigenschaft  und 
die  Projektivität: 

|Bc|  [aba^b,  I  A  l^iC,!  Caba,b,] 
ein  eben  solches  drittes  Hyperboloid  ^^'^ .   Diese  drei  Hyperbo- 
loide gehören  aber  im  allgemeinen  nicht  demselben  Büschel  an, 
denn  sonst  müfsten  sie  die  Ebene  [aBc]  in  drei  Kegelschnitten 
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schneiden,  die  einem  Büschel  angehören,  und  da  diese  drei 
Kegelschnitte  in  drei  linienpaare  zerfallen,  von  denen  je  ein 
Teil  die  Geraden  |aB|,  |ac|,  |bc|  sind,  so  müssten  die  drei 
andern  Teile  drei  Gerade  sein,  welche  sich  in  einem  Punkte 
träfen,  d.h.  die  drei  Schnittlinien  der  Ebenen  [a^BiC]  [aiCiB] 
[biCja]  mit  der  Ebene  [abc]  müfsten  durch  einen  Punkt 
laufen,  oder,  was  dasselbe  sagt,  die  vier  Ebenen: 

[abcl    [aib,c]    [a,c,b]    [b,c,a] 

müfsteu  sich  in  einem  Punkte  trefiPen.  Dies  wird  aber  im 
allgemeinen  nicht  der  Fall  sein,  denn  die  sechs  Punkte  abc 
aj  b|  Ci  reichen  noch  nicht  aus  zur  Bestimmung  eines  raum- 
lichen Polars jstems,  können  vielmehr  ganz  willkürlich  an- 
genommen werden  und  repräsentieren  nur  sechs  Paare  kon- 
jugierter Punkte  des  Polarsjstems.  Zwischen  diesen  sechs 
willkürlich  zu  wählenden  Punkten  wird  daher  keine  Bedingung 
obwalten,  und  die  drei  vorigen  Hyperboloide  werden  daher 
nicht  demselben  Büschel  angehören.]  Wir  schliefsen  hieraus 
den  Satz: 

Die  acht  Ecken  zweier  beliebigeu  Polartetra- 
eder eines  räumlichen  Polarsystems  bilden  eine 
solche  Gruppe  von  acht  associierten  Punkten  des 
Baumes,  dafs  jede  Fläche  2.  0.,  welche  durch  sieben 
derselben  hindurchgeht,  auch  durch  den  achten 
Punkt  gehen  mufs. 

Eine  andere  Gruppe  von  acht  associierten  Punkten  des 
Baumes  haben  wir  auf  S.  459  kennen  gelernt,  indem  wir  drei 
durch  einen  Punkt  O  gehende  Strahlen  ah  c  und  drei  durch 
einen  Punkt  Oi  gehende  Ebenen  a^  ß^  y^  annehmen;  dann 
schneiden  sich  die  drei  Ebenenpaare: 

[bc]  und  a^ ,     [ca]  und  ß^,     [ab]  und  y^ 

in  einer  Gruppe  von  acht  associierten  Punkten.  — 

Die  Flächen  eines  Bündels  2.  0.  mit  denselben  acht 
Grundpunkten  liefern  ähnliche  Polaritätsbeziehungen,  wie  die 
des  Flächenbüschels. 

Das  Flächenbündel  ist  bestimmt  durch  drei  nicht  dem- 
selben Büschel  angehörige  Flächen  i^f^  JPf  ifK  Diebeiden 

Flächen  if^  und  tf^  bestimmen  ein  Flächenbüschel  mit  der 

46* 
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Grundkurve  &*^,   die  Flächen   Ff^  und  Ff^    ein     Flächen 

büschel   mit  der  Grundkurve  C[f]  die  beiden  Flächenbüschel 

haben  also  die  Fläche  F^^^    gemeinschaftlich,    welche   durch 

beide  Grundkurven  C^^  und  C|J^  geht.  Die  Polarebenen  eines 

willkürlich  im  Räume  gewählten  Punktes  ^  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  ersten  Büschels  gehen,  wie  wir  wissen  (8.695), 
durch  eine  feste  Gerade  1^2  ?  ^^^  Polarebenen  von  )f  in  Bezug 
auf  sämtliche  Flächen  des  zweiten  Büschels  gehen  ebenfalls 
durch  eine  fesle  Gerade  ^,3,  und  die  beiden  Geraden  ^j,  Z,, 
müssen  in  einer  Ebene   liegen,  nämlich  der  Polarebene  des 

Punktes  p  in  Bezug  auf  die  Fläche  F^ ,  weil  diese  sowohl 
durch  1^2}  als  auch  durch  2)3  gehen  mufs;  die  beiden  Geraden 
2)2  ^^^  hz  begegnen  sich  daher  im  allgemeinen  in  einem 
Punkte  q  (wofern  sie  nicht  insbesondere  ganz  zusammen- 
fallen). Irgend  eine  Fläche  aus  dem  ersten  Büschel  und 
irgend  eine  Fläche  aus  dem  zweiten  Büschel  bestimmen  ein 
neues  Flächenbüschel ,  und  die  Polarebenen  von  ^  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  dieses  Büschels  laufen  ebenfalls  durch  eine 
feste  Gerade,  welche  offenbar  durch  q  gehen  mufs,  weil  die 
Polarebenen  zweier  besonderen  Flächen  dieses  Büschels  durch 

q  gehen.    In  gleicher  Weise  können  wir  durch  F^^  und  jF,*' 

ein    Flächeubüschel  bestimmen,  dessen    Grundkurve  C^  ist; 

und  irgend  eine  Fläche  dieses  Büschels  mit  einer  der  früheren 
zur  Bildung  neuer  Flächenbüschel  in  Verbindung  setzen.  Die 
Polarebenen  von  p  in  Bezug  auf  alle  diese  Flächen  der  so  ent- 
stehenden Büschel  erfüllen  alle  dieselbe  Bedingung,  durch  q 
zu  gehen;  wir  sehen  also: 

Die  Polarebenen  eines  festen  Punktes  ^  in 
Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines  FlächenbQn- 
dels  2.  0.  laufen  durch  einen  und  denselben  festen 
Punkt  q  und  bilden  also  ein  EbenenbündeL 

Dieses  Ebenenbüudel  ist  von  gleicher  Mächtigkeit  mit 
dem  Flächenbündel,  und  beide  Gebilde  sind  durch  unsere 
Konstruktion  kollinear  (projektivisch)  auf  einander  bezogen, 
so  dafs  jeder  Fläche  des  Flächenbündels  eine  bestimmte  Ebene 
des  Ebenenbündels  entspricht.  Nehmen  wir  daher  von  irgend 
zwei  Punkten  ^  und  ^'  des  Raumes  die  Polarebenen  in  Beeug 
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auf  samtliche  Flächen  eines  Bündels,  so  erhalten  wir  zwei 
KbenenbOndel  mit  den  Mittelpunkten  q  und  q\  die  in  kol- 
linearer Beziehung  stehen,  und  da  die  Schnittlinien  entspre- 
chender Ebenen  zweier  kollinearen  Bündel  die  samtlichen 
Sekanten  einer  Raumkurre  (7^^)  sind  (8.  443),  so  folgt: 

Die  zu  einer  festen  Geraden  {(=  |p^')  konjugier- 
ten Geraden  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines 
Bündels  mit  denselben  acht  Grundpunkten  bilden 
das  System  sämtlicher  Sekanten  einer  Raumkurve 
3.  O,  CW. 

Nennen  wir  )>  und  q  zwei  konjugierte  Punkte  in 
Bezug  auf  das  Flächenbündel,  wenn  sie  die  Eigen* 
Schaft  besitzen,  dafs  die  Polarebenen  von  p  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Bündels  durch  q,  also  auch  umgekehrt  die  Polar- 
ebenen von  q  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Bündels  durch 
)p  laufen,  dann  ist  q  nichts  anderes,  als  der  Durchschnitts- 
punkt der  drei  Polarebenen  von  ))  in  Bezug  auf  drei  nicht 
demselben  Büschel  angehörige  Flächen  des  Bündels;  wenn 
wir  daher  ))  auf  einer  beliebigen  Geraden  l  verändern,  so 
wird  q  der  Durchschnittspunkt  dreier  entsprechenden  Ebenen 
von  drei  projektivischen  Ebenenbüscheln  sein,  deren  Axen 
die  drei  zu  l  konjugierten  Geraden  in  Bezug  auf  die  drei 
angenommenen  Flächen  des  Bündels  sind,  also  ist  der  Ort 
von  q  (S.  228)  die  Raumkurve  3.  0.  (?*>,  deren  Sehnen  die 
zu  l  konjugierten  Geraden  in  Bezug  auf  die  drei  an- 
genommenen Flächen  des  Bündels  sind;  hiemach  erhalten 
wir  den  Satz: 

Die  zu  den  sämtlichen  Punkten  p  einer  festen 
Geraden  {  konjugierten  Punkte  q  in  Bezug  auf  ein 
Flächenbündel  2.  O.  liegen  auf  einer  Raumkurve 
3.  O.  C<'>,  für  welche  die  sämtlichen  konjugierten 
Geraden  von  l  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Flächen 
des  Bündels  Sekanten  sind. 

Wenn  man  von  drei  beliebigen  Punkten  ^)i  ^)2  ^3  des 
Raumes  die  sämtlichen  Polarebenen  bestimmt  in  Bezug  auf  ein 
Flächenbündel  2.  0.,  so  erhält  man  drei  kollineare  Ebenen- 
bündel, deren  Mittelpunkte  qj  q^  qg  sind;  der  Schnittpunkt  je 
dreier  entsprechenden  Ebenen  der  drei  kollinearen  Ebenen- 
bündel, d.  h.  der  drei  Polarebenen  von  )p^  !pj  ipj  in  Bezug  auf 
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eine  und  dieselbe  Fläche  des  Bündels^  ist  der  Pol  der  Ebene 
[p  1)^2)^3]  ^^  Bezug  auf  diese  Fläche.  Das  Erzeugnis  der  drei 
kollinearen  Ebenenbündel  ist  also  der  Ort  der  Pole  einer 
festen  Ebene  £  =  [))i))2^3]  in  Bezug  auf  alle  Flächen  eines 
Flächenbündels  2.  0.  Dieses  Erzeugnis  ist  eine  allgemeine 
Fläche  3.  0.*)^  wie  a.  a.  0.  nachgewiesen  wird;  wir  erhalten 
also  den  Satz: 

Der  Ori  der  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug 
auf  sämtliche  Flächen  eines  Flächenbündels  2.  0. 
ist  eine  allgemeine  Fläche  3.  0.  F^^^,  auf  welcher 
gleichzeitig  die  konjugierten  Punkte  zu  sämt> 
liehen  Punkten  der  festen  Ebene  in  Bezug  auf  das 
Flächenbündel  liegen. 

Das  letztere  folgt  aus  der  Bemerkung,  dafs  das  Erzeug- 
nis der  drei  kollinearen  Ebenenbündel  auch  durch  die  drei 
Mittelpunkte  q^  qj  qs  der  drei  Bündel  hindurchgeht,  d.  h.  die 
drei  konjugierten  Punkte  zu  )},  pj  ^Zf  ^'^^  ^^^^  ^^^  konjugier- 
ten Punkte  zu  allen  Punkten  der  Ebene  s  «=  [p^  p^  ^$\  "i  Bezog 
auf  das  Bündel  enthalten  mufs.  Femer  folgt  mit  Rücksicht 
auf  den  vorhin  gefundenen  Satz: 

Die  zu  sämtlichen  Punkten  \>  einer  Geraden  l 
konjugierten  Punkte  q  in  Bezug  auf  ein  Flächen- 
bündel 2.  0.  liegen  auf  einer  Raumkurve  3.  0.  (7^^>; 
jeder  Geraden  l  des  Raumes  wird  dadurch  eine  ge- 
wisse Raumkurve  C^^^  zugeordnet;  die  den  sämt- 
lichen Geraden  l  einer  festen  Ebene  £  zugeord- 
neten Raumkurven  C^^^  liegen  auf  einer  und  der- 
selben Fläche  3.  0.  JF(»). 

Wir  wissen  endlich  (S.  697),  dals  die  Pole  einer  festen 
Ebene  s  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines  Büschels  auf 

einer  Raumkurve  3.  0.  C^^^  liegen;  fassen  wir  daher  sämt- 
liche Flächenbüschel  auf,  die  in  einem  Flächenbündel  2.  0. 
enthalten  sind;  so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 


*)  H.  Schröter:  Nachweis  der  27  Geraden  auf  der  aUgemeinen 
Oberfläche  3.  0.,  Borchardt^s  Journal  Bd.  62.  S.  265.  C.  F.  Geiser: 
Einige  geometriBche  Beobachtungen,  Yierteljahrsschrift  der  Züricher 
NaturforBcher  -  Gesellschaft  1865.  B.  Sturm:  Synthetische  Unter- 
suchungen über  Flächen  3.  0.    Leipzig  1867. 


i 
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Die  Pole  einer  festen  Ebene  a  in  Bezug  auf  die 
Flächen  eines  Flächenbüschels  2.  0.  liegen  auf  einer 

Raumkurve  3.  0.  Cf^;  für  alle  Flächenbüschel, 
welche^einem  und  demselben  Flächenbündel  2.  0. 
angehören,   erfüllen  die  zugehörigen  Raumkuryen 

C^^  eine   und   dieselbe   Fläche   3.  0.  F^^^]  wir  können 

also  auch  sagen:  Die  Pole  einer  festen  Ebene  s  in 
Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines  Flächenbündels 
2.  0.  liegen  auf  einer  Fläche  3.  0.  Fi^\ 

Wenn  man  von  zwei  verschiedenen  Ebenen  s  und  ^^  die 
Pole  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen   eines  Flächenbündels 

2.  0.  aufsucht,  so  erhält  man  zwei  Flächen  3.  0.  i^^^  und  F^^ , 

die  sich  im  allgemeinen  in  einer  Raumkurve  9.  0.  schneiden. 
Dieselbe  zerföllt  aber,  wie  wir  leicht  sehen,  in  eine  Raum- 
kurve 3.  0.  C^^^  und  eine  Raumkurve  6.  0.  C^^\  Denn  die 
Schnittlinie  2  «=>  |€€j|  enthält  die  den  beiden  Ebenen  gemein- 
schaftlichen Punkte,  deren  konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf 
das  Bündel  auf  einer  Raumkarve  C^^^  liegen;  nehmen  wir 
also  einen  beliebigen  Punkt  j:,  welcher  den  beiden  Flächen 

F^^^  und  Fj^^^  gemeinschaftlich  ist,  so  mufs  y  gleichzeitig  der 
Pol  von  6  und  von  s^  sein  in  Bezug  auf  dieselbe  oder  in 
Bezug  auf  zwei  verschiedene  dem  Bündel  angehörige  Flächen; 
ist  das  letztere  der  Fall,  so  ist  auch  j:  gleichzeitig  der  Pol 
von  ß  und  von  «^  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  des 
Büschels,  welches  diese  beiden  Flächen  bestimmen;  denn  in 
dem  Punkte  p  müssen  sich  die  beiden  konjugierten  Geraden 
zu  l  s=s  \  se^\  in  Bezug  auf  die  beiden  Flächen  2.  0.  treffen; 
da  nun  die  sämtlichen  konjugierten  Geraden  zu  l  in  Bezug 
auf  die  Flächen  eines  Büschels  (8.  696)  eine  Regelschar  eines 
Hyperboloids  bilden,  so  mufs  dasselbe,  falls  zwei  Erzeugende 
der  Regelschar  sich  treffen,  in  einen  Kegel  ausarten,  durch 
dessen  Mittelpunkt  j:  auch  alle  übrigen  Erzeugenden  gehen; 
die  konjugierten  Geraden  zu  {  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Bündels  sind  aber  die  sämtlichen  Sekanten  einer  Raumkurve  (7(^> 
(8. 709),  und  da  die  besonderen  Sekanten,  auf  welche  wir  gekom- 
men sind,  durch  denselben  Punkt  x  gehen  und  einen  Kegel 
2.  0.  bilden,  so  ist  y  ein  Punkt  der  Raumkurve  0^\  welclie 
den  konjugierten  Punkt  q  von  sämtlichen  Punkten  ^  der  Ge* 
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raden  l  in  Bezug  auf  das  Flächenbündel  enthält.  Der  ge- 
samte Schnitt  der  Flächen  F^^^  und  F^^  zerfallt  also  in  eine 

C<^>  und  die  übrig  bleibende  (7<^.  Jeder  Punkt  j:  der  Raum- 
kurve  C^^'>  mufs  daher  die  Eigenschaft  besitzen^  der  Pol  von 
6  und  e^  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Fläche  des  Bündels 
zu  sein.  Wenn  aber  zwei  verschiedene  Ebenen  s  e^  in  Bezug 
auf  eine  Fläche  2.  0.  denselben  Pol  ^  haben  ^  so  kann  diese 
Fläche  nur  ein  Eegel  sein;  denn  umgekehrt  fallen  die  Pole 
aller  Ebenen  des  Raumes  in  Bezug  auf  einen  Eegel  2.  0.  in 
einen  und  denselben  Punkt,  den  Mittelpunkt  des  Kegels^  zu- 
sammen (mit  Ausnahme  solcher  Ebenen  die  durch  den  Mittel- 
punkt des  Kegels  selbst  gehen,  und  für  jede  solche  Ebene 
giebt  es  nicht  nur  einen  Pol,  sondern  unendlich  viele  Pole, 
die  auf  dem  Polarstrahl  der  Ebene  liegen  (S.  34  und  508)). 
Wir  schlie(sen  hieraus,  dafs  der  Punkt  j:  der  Mittelpunkt  eines 
Kegels  sein  mufs,  welcher  dem  Flächenbündel  angehört,  also: 

Unter  den  Flächen  eines  Flächenbündels  2.  0. 
giebt  es  unendlich-viele,  welche  in  Kegel  2.  0.  aus- 
arten; die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kegel  liegen 
auf  einer  Raumkurve  6.  0.  C^^K 

Da  wir  wissen  (S.  698)^  dafs  in  einem  Flächenbüschel 
2.  0.  vier  Kegel  vorkommen,  deren  Mittelpunkte  die  Ecken 
eines  Tetraeders  bilden,  welches  ein  Polartetraeder  ist  in  Be- 
zug auf  sämtliche  Flächen  des  Büschels,  so  können  wir  den- 
selben Satz  auch  so  aussprechen: 

Irgend  zwei  Flächen  unter  sämtlichen  Flächen 
eines  Bündels  2.  0.  haben  ein  gemeinschaftliches 
Polartetraeder.  Die  je  vier  Ecken  aller  solcher 
Polartetraeder  liegen  auf  einer  Raumkurve  6.  0. 
C^^\  Diese  kann  daher  den  Namen  „Quadrupelkurve"  fuhren, 
entsprechend  der  „Tripelkurve"  beim  Kegelschnittnetz. 

Da  der  Pol  einer  beliebigen  Ebene  in  Bezug  auf  einen 
Kegel  allemal  der  Mittelpunkt  dieses  Kegels  ist,  wofern  sie 
nicht  selbst  durch  diesen  Mittelpunkt  geht,  so  folgt: 

Eine  beliebige  Ebene  ^  des  Raumes  hat  zum 
Ort  der  ihren  Punkten  p  in  Bezug  auf  das  Flächen- 
bündel konjugierten  Punkte  q  eine  Fläche  3.  0.  2^'^; 
für    alle    Ebenen    £    des    Raumes   laufen   die   zuge- 
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hörigen  Flächen  i'^^^)  durch  eine  und  dieselbe  Raum- 
kurve  6.   O.  C^^^  und   irgend  zwei   solcher   Flächen 

F^^^  und  Ff^  schneiden  sich  aufser  in  6'^^^  nochin  der- 
jenigen Raumkurve  3.  0.;  auf  der  die  konjugierten 
Punkte  q  zu  den  Punkten  p  der  Schnittlinie  \i^i\ 
liegen. 

Betrachten  wir  irgend  einen  Punkt  q  der  Raumkurve 
C^^^f  so  mufs  sein  konjugierter  Punkt  in  Bezug  auf  das 
Flächenbündel  sowohl  in  der  Ebene  s,  als  auch  in  der  Ebene 
s^  liegen;  er  kann  aber  nicht  in  der  Schnittlinie  beider  Ebenen 
liegen  |  ss^  ,  weil  den  Punkten  p  derselben  die  Punkte  der 
Raumkurve  C^^^  konjugiert  sind;  folglich  mufs  der  Punkt  q 
zwei  verschiedene  konjugierte  Punkte^  einen  in  der  Ebene  a 
und  einen  in  der  Ebene  s^  haben ;  d.  h.  die  Polarebenen  von 
q  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  des  Bündels  müssen  sowohl 
durch  den  einen  ^  wie  durch  den  andern  Punkt  gehen  ^  also 
die  Verbindungslinie  beider  Punkte  gemein  haben;  wir 
schliefsen  hieraus: 

Es  giebt  einfach-unendlich-viele  Punkte  im 
Räume,  deren  Polar  ebenen  in  Bezug  auf  die  Flächen 
eines  Bündels  durch  eine  und  dieselbe  Gerade  gehen; 
alle  solche  Punkte  liegen  auf  der  Raumkurve  C^^\ 
welche  die  Mittelpunkte  aller  Kegel  enthält,  die 
in  dem  Bündel  vorkommen. 

In  diesem  Falle  erweitert  sich  der  zu  einem  Punkte  q 
in  Bezug  auf  das  Flächenbündel  konjugierte  Punkt  p  zu  einer 
Geraden  l.  Betrachten  wir  daher  eine  beliebige  Ebene  b 
und  deren  Punkte  )ji,  so  wissen  wir,  dafs  der  gesamte  Ort  der 
zu  ))  konjugierten  Punkte  q  in  Bezug  auf  das  Flächenbündel 
auf  einer  Fläche  JPt^)  liegt.  Die  Raumkurve  C^^^  schneidet 
im  allgemeinen  die  Ebene  e  in  sechs  besonderen  Punkten, 
deren  konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  das  Flächenbündel 
sich  zu  sechs  Geraden  erweitern,  welche  ganz  der  Fläche 
JF(3)  angehören  müssen.  Diese  Fläche  3.  0.  F(^^  enthält 
daher  sechs  gerade  Linien: 

a,    «2    «3    «4    «5    «6- 

Andererseits  wissen  wir,  dafs  die  Pole  der  Ebene  €  in  Bezug 
auf  sämtliche   Flächen   eines  Flächenbündels  2.  0.  auf  der 
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Fläche  F<^^  liegen;  fassen  wir  daher  die  sechs  Eegel  auf, 
deren  Mittelpunkte  in  der  Ebene  £  liegen^  so  wird  der  Pol 
einer  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kegels  gehenden  Ebene 
in  Bezug  auf  diesen  Eegel  nicht  mehr  ein  einzelner  Punkt 
sein,  sondern  sich  zu  einer  Geraden  er  weitem,  dem  Polar- 
strahl des  Polarbündels,  dessen  Eemfläche  der  E^el  ist. 
Diese  sechs  Polarstrahlen  der  Ebene  £  in  Bezug  auf  die  sechs 
Eegel,  deren  Mittelpunkte  die  Durchschnittspunkte  derRaum- 
kurveC^^^  mit  der  Ebene  £sind,  werden  daher  sechs  neue  Gerade: 

&i  h  h  h  h  h 

sein,  welche  ganz  der  Fläche  JP(^>  angehören.     • 

Endlich  wissen  wir,  dais  die  zu  sämtlichen  Punkten  p 
einer  Geraden  l  konjugierten  Punkte  q  in  Bezug  auf  ein 
Flächenbündel  2.  0.  auf  einer  Elaumkurve  3.  0.  C^^  li^en 
müssen;  sind  nun  p^  pj  V^  p4  Vs  %  ^^  sechs  Eegelmittelpunkie 
in  der  Ebene  £,  und  wählen  wir  für  l  eine  der  15  Verbindungs- 
linien zweier  solchen  Punkte  pi  p«,  so  wird  die  zugehörige 
Raumkurve  3.  0.  C^^^  zerfallen;  denn  zu  fi  giebt  es  nicht 
nur  einen  konjugierten  Punkt  q^,  sondern  unendlich-yiele,  die 
auf  der  Geraden  a^  liegen,  und  ebenso  zu  )pk  unendlich-yiele 
konjugierte  Punkte,  die  auf  der  Geraden  at  liegen;  die  Ge- 
raden üi  Uk  sind  also  Teile  der  Raumkurve  C^\  und  der  übrig 
bleibende  dritte  Teil  kann  nur  noch  eine  Gerade  Cik  sein,  die 
den  beiden  Geraden  atUk  begegnen  mufs,  falls  diese  selbst 
sich  nicht  treffen.  [Letzteres  wird  aber  im  allgemeinen  nicht 
der  Fall  sein,  denn  träfen  sich  a»-  und  at  in  irgend  einem 
Punkte  c\ikf  so  müfsten  nicht  blofs  p,-  und  q^;  sondern  auch 
pk  und  C{ik  konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  das  Bündel  sein, 
d.  h.  die  Polarebenen  von  q^;t  i^  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Bündels  müfsten  sowohl  durch  pt,  als  auch  durch  pk  gehen, 
also  sich  in  der  Geraden  \pipk\  schneiden;  die  Gerade  \pipk 
müfste  also  auf  der  Fläche  F^^^  liegen ,  woraus  folgen  würde, 
dafs  die  Tripelkurve  des  Eegelschnittnetzes ,  welches  die 
Ebene  s  aus  dem  gegebenen  Flächenbündel  ausschneidet,  zer- 
fallen müfste  in  eine  Gerade  und  einen  Eegelschnittt;  dies 
wird  aber  bei  einem  gegebenen  Flächenbündel  und  einer  be- 
liebig angenommenen  Ebene  6  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
sein^  also  begegnen  sich  die  Geraden  ot  und  Ok  nicht.] 
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Demnach  liaben  wir  fünfzehn  neue  Gerade  Cik  auf 
der  Fläche  J'ts)  gefunden.  Die  Gerade  C{k  triflPfc  nicht  nur 
die  beiden  Geraden  a<  und  a«;  sondern  auch  die  beiden  Ge- 
raden bi  und  bk  und  läfst  sich  noch  näher  bestimmen.  Da 
nämlich  zu  allen  Punkten  der  Verbindungslinie  |  ))j ))« |  "»  ^ 
die  konjugierten  Punkte  in  Bezug  auf  das  Flächenbündel  auf 
der  in  die  drei  Geraden  aittkCik  zerfallenden  Raumkurve  G^^^ 
liegen,  und  die  konjugierten  Punkte  zu  den  Punkten  von  a< 
alle  in  dem  einzigen  Punkte  pi  sich  vereinigen,  sowie  die 
konjugierten  Punkte  zu  den  Punkten  von  at  sich  alle  in  dem 
Punkte  pk  vereinigen;  so  müssen  die  zu  den  Punkten  von 
dk  konjugierten  Punkte  die  übrigen  Punkte  der  Geraden 
ie=  I  ^),.^4|  sein,  d.  h.  wenn  wir  zu  irgend  einem  Punkte  ^), 
der  Geraden  l  den  konjugierten  Punkt  in  Bezug  auf  das 
Flächenbündel  bestimmen,  so  mul's  derselbe  auf  Cit  liegen. 
Wir  haben  nun  in  dem  Flächenbündel  zwei  besondere  Flächen, 
nämlich  die  beiden  Kegel  ^|.^}  und  f^^^ ,  deren  Mittelpunkte  )f. 
und  ))jb  sind.  Die  Polarebene  von  einem  beliebigen  andern 
Punkte  )fx  der  Geraden  l  in  Bezug  auf  den  Eegel  )p[^^  mufs 
daher  durch  den  konjugierten  Punkt  q^;  auf  der  Geraden  dk 
gehen,  und  ebenso  mufs  die  Polarebene  eines  zweiten  Punktes 
^  der  Geraden  l  in  Bezug  auf  den  Eegel  ^p>  durch  den  kon- 
jugierten Punkt  qy  auf  der  Geraden  dk  gehen.  Die  beiden 
Punkte  P:v  und  ))y  haben  aber  dieselbe  Polarebene  in  Bezug 
auf  den  Eegel  pf^ ,  weil  )fx  und  ^y  auf  demselben  durch  den 
Mittelpunkt  p.  des  Eegels  )fif^  gehenden  Strahle  l  liegen; 
folglich  liegen  q^  und  q^,  also  die  ganze  Gerade  dk  in  der 
Polarebene  des  Strahles  2  «=  |  )){));t  |  in  Bezug  auf  den  Eegel 
^)?),  und  in  gleicher  Weise  liegt  dk  in  der  Polarebene  des 
Strahles  l  in  Bezug  auf  den  Eegel  ))][^);  c^J^  ist  daher  die 
Schnittlinie  der  beiden  Polarebenen  des  Strahles 
Ifi^fk  I  in  Bezug  auf  die  beiden  Eegel  )j^f^  und  )}j^%und 
da  in  diesen  beiden  Polarebenen  bez.  die  beiden  Geraden  bi 
und  bk  liegen,  so  begegnet  dk  auch  denselben.  Andererseits 
wissen  wir  aber  auch,  dafs  die  Pole  einer ^ Ebene  €  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  eines  Büschels  auf  einer  Raumkurve  C}^^ 
liegen,  welche  die  Fläche  -F<^>  erfüllt,  wenn  wir  alle  Büschel 
nehmen ,  die  in  einem  Flächenbündel  enthalten  sind.  Nehmen 
wir  nun  die  beiden  Eegel,  deren  Mittelpunkte  ))»•  und  fk  sind, 
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aus  dem  Bündel,  so  dienen  sie  zur  Konstituierung  eines  be- 
sonderen Fläcbenbüschels,  welches  in  dem  Bündel  enthalten 
ist;  die  Pole  von  £  in  Bezug  auf  dieses  besondere  Flächen- 

büschel  liegen  nun  auf  einer  Raumkurve  C^^\  welche  zer- 
fallen wird;  denn  der  Pol  von  b  in  Bezug  auf  den  Kegel, 
dessen  Mittelpunkt  pt  ist,  erweitert  sich  zu  der  Geraden  2»,, 
und  der  Pol  von  s  in  Bezug  auf  jden  Kegel,  dessen 
Mittelpunkt   ^jt   ist,    erweitert   sich   zu   der    Geraden  6*;   6, 

und  hk  sind  Teile  der  Kaumkurve  C/^'  und  der  übrig- 
bleibende dritte  Teil  kann  nur  eine  Gerade  da  sein,  die 
den  beiden  Geraden  ht  und  hk  begegnen  mufs,  falls  diese 
selbst  sich  nicht  treffen;  dies  ist  nicht  der  Fall,  wie  wir 
sogleich  sehen  werden:  denn  da  das  Fläohenbüschel ,  wel- 
ches durch  die  beiden  Kegel  )(>f^  und  ))^*^,  deren  Mittel- 
punkte )fi  und  pk  sind,  bestimmt  wird  und  dem  gegebenen 
Flächenbündel  angehört,  ein  gemeinschaftliches  Polarteiraeder 
hat,  von  dem  pt  und  p^.  zwei  Ecken,  also  {^,))jt|  =  2  eine 
Kante  ist,  so  wird  die  Gegenkante  des  Polartetraeders  zu- 
gleich der  konjugierte  Strahl  sein  in  Bezug  auf  samüiche 
Flächen  dieses  Büschels,  d.  h.  auf  ihm  müssen  die  Pole  der 
Ebene  €  in  Bezug  auf  alle  Flächen  dieses  Büschels  liegen. 
Diese  Pole  von  €  in  Bezug  auf  alle  Flächen  dieses  Büschels 
liegen  aber,  wie  wir  wissen,  auf  der  in  die  drei  Geraden 

bi  bk  dik  zerfallenden  Raumkurve  Cf^^ ,  und  nur  in  Bezug  auf 

die  beiden  Kegel  )ff^  und  ip^^^  erweitem  sie  sich  zu  den  Ge- 
raden bi  und  hk]  die  Pole  von  e  in  Bezug  auf  alle  übrigen 
Flächen  dieses  Büschels  erfüllen  also  die  Gerade  du]  die  Ge- 
rade dik  ist  mithin  die  konjugierte  Gerade,  zu  der  Geraden 
1==:  \pi)j^k\  iii  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels,  welches 
durch  die  beiden  Kegel  pf^  und  pf^  bestimmt  wird,  und  hieraus 
folgt,  dafs  dik  die  Schnittlinie  der  beiden  Polarebenen  des 
Strahles  l  =  \pipk\  in  Bezug  auf  die  beiden  Kegel  !p|**^]^^,also 
identisch  ist  mit  dk-  Da  aber  die  drei  Geraden  Z».- 5^  und 
Cik  eine  zerfallende  Raumkurve  Cf^  bilden,  und  dk,  wie  wir 
gesehen,  die  beiden  Geraden  bi  und  bt  trifft,  so  können  &,•  und 
hk  im  allgemeinen  sich  nicht  treffen* 
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Die  Ebene,  welche  f)jt  mit  der  Geraden  Cijt  verbindet^  ist 
die  Polarebene  des  Punktes  ^^  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 

Büschels  [pf^  )>^^^];  welche  das  gemeinsame  Polartetraeder  haben, 

von  dem  )fi)fk  zwei  Ecken  sind  und   Cik  die  Gegenkante  ist; 

die  Polarebene  von  :p,-  in  Bezug  auf  den  Eegel  p^^^  ist  daher 

die  Ebene  [))jkC,-ib];  da  aber  die  Ebene  s  durch  )>«•  geht;  so 
mufs  auch  ihr  Pol  in  dieser  Ebene  [pkCik]  liegen-,   der  Pol 

der  Ebene  £  in  Bezug  auf  den  Kegel  f^^^  erweitert  sich ,  wie 

wir  wissen ;  zu  der  Geraden  bk,  also  enthält  die  Ebene  [))jbCa] 
*die  Gerade  bk]  andererseits  wissen  wir^  dafs  der  zu  ft  in  Be- 
zug auf  das  Bündel  konjugierte  Punkt  sich  zu  der  Geraden 
at  erweitert,  oder^  was  dasselbe  sagt;  die  Polarebenen  von 
)fi  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Bündels  durch  die  Gerade 
üi  laufen ;  folglich  mufs  auch  die  Polarebene  von  )fi  in  Bezug 

auf  den  Eegel  )ff^^   durch  a^  laufen;    es  liegt   daher  c^^  mit 

den  beiden  Geraden  a,-  und  bk  in  derselben  Ebene  und  in 
gleicher  Weise  auch  mit  den  beiden  Geraden  bt  und  ak,  wie 
aus  gleichen  Gründen  folgt;  d.  h.  es  ist  die  Gerade: 

Cik=  |[a<6*],  [akbiY. 
Wir  erkennen  hieraus;  dafs  je  zwei  Gerade  a,-  und  bk  mit 
verschiedenen  Indices  sich  treffen  müssen ;  während  keine  zwei 
a  und  auch  keine  zwei  b  sich  treffen  können;  ebensowenig 
wie  a,-  und  &,•  mit  gleichem  Index  sich  treffen.  Die  15  Geraden 
C{k  begegnen  sich  auch  in  gewisser  Weise ;  denn  nehmen  wir 

zwei  Ebenen: 

[üibk']    und    [arft*], 

wo  i,Jc  von  i';  k'  verschieden  angenommen  werden;  so  schnei- 
den sich  beide  Ebenen  in  einer  Geraden;  welche  der  Fläche 
jF^^>  im  allgemeinen  in  drei  Punkten  begegnen  mufs;  von 
diesen  drei  Punkten  ist  einer  der  Schnittpunkt  (a,&jt'))  der 
andere  {orbk),  der  dritte  Schnittpunkt  mufs  also  sowohl  auf 
der  Geraden  dky  welche  die  dritte  in  der  Ebene  [a<6*]  ent- 
haltene Gerade  auf  der  Fläche  F^^>  ist,  als  auch  in  der  Ge- 
raden Ci'k'  liegen;  die  beiden  Geraden  Cik  und  Cff  müssen  sich 
also  begegnen ,  so  oft  i.  Je  von  %,  Je  verschieden  sind ;  hieraus 
ergiebt  sich;  dafs  die  Geraden  c^  nur  auf  15  verschiedene 
Arten  zu  je  dreien  in  einer  Ebene  liegen;  da  «,  %  nur  die 
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Zahlen  12  3  4  5  6  annehmen  können ;  zählen  wir  hierzu  die 
30  Ebenen ;  welche  wir  durch  Verbindung  der  a,-  und  6*  er- 
halten^ so  haben  wir  im  ganzen  45  Ebenen,  welche  die 
Fläche  F(^>  in  je  drei  Geraden  schneiden,  und  auf  welchen 
sich  die  27  Geraden  der  Fläche  verteilen.  Wir  können  also 
das  Resultat  aussprechen: 

Die  Fläche  3.  0.  Fi^)  enthält  27  gerade  Linien, 
welche  sich  zu  je  dreien  auf  45  Ebenen   verteilen. 

Ein  weiteres  Eingehen  auf  diese  Betrachtungen  würde 
zu  einer  Theorie  der  Flächen  3.  0.  führen,  welche  jenseits 
der  Grenzen  liegt,  die  diesem  Buche  gesteckt  sind;  die  reich- 
haltige Literatur,  welche  sich  auf  diesen  Gegenstand  bezieht, 
ist  in  G.  Salmon-Fiedler's  analytischer  Geometrie  des 
Raumes  (Leipzig  1874)  zusammengestellt. 


Berichtigungen. 


Seite  15  Zeile  1  v.  o.  statt  ,,Hauptebenen^*  lies  „Asymptotenebenen** 

17  V.  u.  statt  „«**  lies  „6**. 

16  V.  o.  statt  „IS'fr*  lies  „ü'^l". 
9  y.  u.  statt  ,,sind'*  lies  „liefem*^ 

5  T.  u.  das  Wort  i^nicht*'  ist  auszustreichen. 
19  V.  u.  die  Buchstaben  t  und  £  sind  zu  vertauschen. 

9  V.  0.  statt  (p  >  90'  lies  2^  >  90*. 
7  T.  u.  statt  [ab]  lies  [aj&i]. 

6  y.  0.  hinter  „und"  ergänze  „S|  mufs'S 

7  y.  0.  statt  ,.pf "  Hes  „d«*'. 
3  y.  u.  statt  „6"  lies  „8". 

18  y.  o.  statt  ^,mit  %  durch  eine  Ebene  verbindet"  lies 
„verbindet  und  durch  ^  eine  Normalebene  zu 
133^1  legt". 

2  V.  o.  statt  „die"  lies  „von  der". 

19  V.  u.  statt  „g^g^  l^l^*'  lies  „g^g^l^  V*' 
15  V.  0.  statt  „?,[{,]"  lies  „Z, [{,]". 

7  v.  0.  statt  „|12|,  |34|;  |23|,  |45|;  |34|,  |56|"  Hes  „|12|,  |45|; 

|23|,  |56|;  |34|,  |61|". 
5  v.  u.  hinter  „im  Punkte"  ergänze  „a"- 
5  V.  o.  statt  „a"  lies  „a". 
12  v.  u.  statt  „Ol"  lies  „a". 

17  v.  u.  statt  „«^"  lies  „<^". 

17  V.  o.  statt  „«^"  lies  „*^". 

9  V.  u.  statt  „a"  lies  „2a". 

1  V.  u.  statt  „(r,  s)"  lies  „(r,  x)". 
10  v.  0.  statt  „|r,S|  und  |rj,|"  Hes  „k£|  und  |^,|,|". 

9  V.  u.   in  der  letzten  Kolonne   statt  „Ä«  >  1"   Hes 

10  V.  o.  statt  „rq"  Hes  „r<ii". 

3  V.  u.  statt  „prospektivisch"  Hes  „perspektivisch". 
14  V.  u.  statt  „g^'^  Hes  „^o". 

„    484  (statt  284  lies  484)  Zeile  18  v.  o.  statt  „ej"  lies  „s,". 
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720  Berichtigungen. 

Seite  486  Zeile  12  v.  o.  statt  „Idr!"  lies  „|OiX,|". 
„     496     „       9  V.  u.  statt  „y"  lies  „y/*. 
,,     499      „      19  V.  o.  statt  ,, welcher**  lies  „dessen  anderer  Begel- 

schar". 
„     ö:il     „      17  V.  u,  statt  „so  liegen  a' 6' c'b' in  der  Ebene  J"  lies  „so 

liegen  a'b'c'b'  in  einer  zu  9  parallelen  Ebene**. 

636     „      17  V.  0.  statt     — —  =  ~— -     hes     - — -  =   -    -  • 

„  xtiio         «im  »»  ntJö         2lm 

546     „       9  V.  u.  statt  „(mO)« .  ^—'  +  (2^,0)*  .  ~-^  u.  s.  w.*' 

ntitit  mmt 

licR  „  (mO)« .  ^^  +  (m,  O)*  .  -^  u.  s.  w.« 
17  V.  u,  statt  „cos»^  =  -p^-jy^ryj  " 

lie8„cos»^==-^-^---^-**. 

617     „       2  Y.  0.  statt  „zu  der  ihr  konjugierten  üauptebene^* 

lies  „zu  den  durch  sie  gehenden  Hauptebeneu  ^*. 

684     ,,       1  V.  o.  und  in  den  ff.  Zeilen  statt  „co8(r,,a)** 

lies  „sin(T|,  a)**. 
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